Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



of tbe 
IIlniver0it!S ot Mi0con9tn 




Drang und Zwang 

Eine höhere Festigkeitslehre 

für Ingenieure 



Von 



Dr.2)r..3ng.Aug.Föppl und Dr. Ludwig Föppl 

Professor an der Techn. Hochschule in MUnchen Professor an der Techn. Hochschule 

Geh. Hofrat In Dresden 



Mit 144 Abbildungen im Text 



Zweiter Band 






wmm 



xjoopo'gjy 



München and Berlin 1920 
Druck und Verlag von R. Oldenbourg 



ALLE RECHTE, 
INSBESONDERE DAS DER OBERSETZUNO, VORBEHALTEN 

COPYRIGHT 1920 BY R.OLDENBOURO, MÜNCHEN 



238517 

F-273 



Vorwort. 

über Zweck und Ziel dieses Werkes haben wir uns schon im 
Vorworte zum ersten Bande ausführiich genug ausgesprochen. In- 
zwischen hat sich bei der weiteren Ausarbeitung des zweiten Bandes 
hieran nichts mehr geändert und es erscheint daher nicht nötig, noch- 
mals darauf zurückzukommen. 

Vom ersten Bande sind uns bisher nur wenige öffentliche Be- 
sprechungen zu Gesicht gekommen. Wir können mit ihnen ganz zu- 
frieden sein und möchten den Herren Kritikern unseren Dank aus- 
sprechen für die Anteilnahme, die sie unserer Arbeit entgegengebracht 
haben. 

Alle Anregungen zu Zusätzen oder zu sonstigen Änderungen, die 
unseren Lesern geboten oder erwünscht erscheinen' sollten, werden 
wir gern entgegennehmen. Wir werden alle Wünsche dieser Art sorg- 
fältig erwägen und sie gegebenenfalls berücksichtigen, sobald sich eine 
Neuauflage unseres Werkes erforderlich machen sollte. 



München und Dresden, im Juni 1920. 



Die Verfasser, 
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Fünfter Abschnitt. 

Die Schalen. 

Als Schale bezeichnet man in der Festigkeitslehre einen Körper 
von flächenhafter Ausdehnung, dessen Dicke senkrecht zur Fläche klein 
ist im Vergleich zu seinen übrigen Abmessungen. Halbiert man die 
Dicke an jeder Stelle, so gehören die Halbierungspunkte einer Fläche 
an, die man als Mittel fläche bezeichnet. Durch Angabe der Gestalt 
dieser Mittelfläche und der Dicke an jeder Stelle wird die Schale be- 
stimmt. Die Mittelfläche kann eine beliebige Fläche sein; im Falle 
einer Ebene geht die Schale in die Platte über, die schon im 3. Abschnitt 
ausführlich behandelt worden ist. Im übrigen spielen praktisch fast nur 
solche Schalen eine Rolle, deren Mittelfläche eine Rotationsfläche ist. 
Sie werden auch allein hier in Betracht gezogen, um so mehr, als die 
mathematische Behandlung beliebig gestalteter Schalen auf zunächst 
noch unüberwindliche Schwierigkeiten stößt. Von den Rotationsflächen 
wiederum sind für die Schalen die wichtigsten die Kugelschale, die 
Kegelschale und die Zylinderschale. 

Die Vernachlässigungen, die die Elastizitätstheorie der Schalen mit 
Rücksicht auf die besondere Gestalt der Körper gestattet, sind zweierlei 
Art. Erstens wird wegen der geringen Dicke der Schale die Normal- 
spannung in Richtung senkrecht zur Mittelfläche der Schale unberück- 
sichtigt gelassen und zweitens wird bezüglich der Formänderung an- 
genommen, daß Punkte, die vor der Formänderung auf einer Nor- 
malen zur Mittelfläche gelegen waren, sich auch nach der Formände- 
rung wieder auf einer normalen Geraden zur deformierten Mittelfläche 
befinden. Betrachtet man zwei solche benachbarte Normalen vor und 
nach der Formänderung, so erkennt man, daß diese Voraussetzung in 
Verbindung mit dem Hookeschen Gesetz die Verteilung der Normal- 
spannungen über einen zur Mittelfläche senkrechten Schnitt bestimmt, 
und zwar so, daß sich eine längs der Dicke gleichmäßig verteilte Span- 
nung, die von der Dehnung des Schalenelementes als Ganzes herrührt, 
mit nach dem Geradliniengesetz über die Dicke verteilten Biegungs- 
spannungen zusammensetzt. 

Föppl. Drang und Zwang, Bd. II. 1 



2 Fünfter Abschnitt. Die Schalen. 

Wegen der Achsensymmetrie der Schale, die wir voraussetzen, 
spielen die Meridian- und Breitenschnitte, die von Ebenen durch die 
Symmetrieachse sowie senkrecht dazu auf der Mittelfläche der Schale 
ausgeschnitten werden, für den Spannungs- und Formänderungszustand 
eine bevorzugte Rolle. Durch zwei benachbarte Meridian- und Breiten- 
schnitte wird ein Schalenelement bestimmt, das wir für die Ableitung 
der Gleichgewichtsbedingungen zugrunde legen werden. Dabei bilden 
die benachbarten Breitenschnitte selbst nicht Begrenzungen des Schalen- 
elementes, sondern haben mit den auf der Mittelfläche der Schale senk- 
recht stehenden Begrenzungsflächen nur deren Schnittlinien mit der 
Mittelfläche gemeinsam. Trotzdem wollen "wir aber diese Begrenzungs- 
flächen des Schalenelementes als Breitenschnitte bezeichnen. 

Während die oben angegebenen Vereinfachungen, die bei den 
Untersuchungen des Spannungszustandes in Schalen gemacht werden, 
in der besonderen Gestalt der Schalen begründet sind, werden außer- 
dem häufig noch weitere Vernachlässigungen gemacht, um die Rech- 
nungen zu vereinfachen, ohne daB sie mit der Wirklichkeit in guter 
Übereinstimmung zu stehen brauchen. Bei geringer Dicke der Schale 
werden nämlich häufig die Schubspannung in Richtung senkrecht zur 
Mittelfläche in Schnitten, die selbst senkrecht zur Mittelfläche stehen, 
sowie die Biegungsspannungen vernachlässigt und gleichzeitig ange- 
nommen, daß sich die Normalspannungen gleichmäßig über die Dicke 
der Schale verteilen. Handelt es sich um sehr dünne Schalen, die sich 
leicht verbiegen lassen, so sind die Annahmen gerechtfertigt. Ein sol- 
cher Fall liegt z. B. auch bei dem Spannungszustand vor, der sich in 
einer Ballonhülle unter dem Einfluß des inneren Gasdruckes ausbildet. 
Schalen dieser Art bezeichnet man in der Regel als Membrane. Sie 
können nur Zug- und keine Druckspannungen aufnehmen. Häufig 
werden jedoch die einfachen Voraussetzungen, die für Membrane zu- 
lässig sind, auch auf Schalen von verhältnismäßig größerer Wandstärke, 
wie z. B. Kuppeln, angewandt. Diese Resultate sind dann natürlich 
nur als Annäherungen zu betrachten und können auch nur unter sehr 
speziellen Randbedingungen Geltung haben. In den folgenden beiden 
Paragraphen werden diese vereinfachten Voraussetzungen zugrunde ge- 
legt, um dann in den späteren Paragraphen die strenge Theorie der 
Schalen zu besprechen. 



;§ 56. Spannungszustand in dünnwandigen 

Besonders einfach, wie schon erwähnt, gestaltet sich die Unter- 
suchung des Spannungszustandes in dünnwandigen Gefäßen, die unter 
einem inneren Flüssigkeitsdruck stehen, wie etwa eine Ballonhülle, so 
daß die äußeren Kräfte normal zur Gefäßwand gerichtet sind. Solche 
Gefäße können nur Zug- und keine Druckspannungen aufnehmen. Bei 
einer Ballonhülle ist dies ohne weiteres einzusehen, aber auch bei Ge- 
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fäBen, deren Wandung aus dünnen Blechen besteht, würde ein äußerer 
Überdruck leicht zu großen Formänderungen des Gefäßes führen, und 
zwar um so eher, je mehr sich die Schale dem hier vorausgesetzten 
Grenzfall nähert, bei dem das Auftreten von Biegungsspannungen so- 
wie von Schubspannungen in Richtung senkrecht zur Wand ausgeschlos- 
sen wird. Wegen der geringen Wanddicke kann man die Spannungen 
gleichmäßig über die Dicke der Wand verteilt annehmen. 

Wir wenden uns gleich dem praktisch vor allem in Betracht kom- 
menden Fall eines Gefäßes von Achsensymmetrie zu und denken uns 
durch zwei benachbarte Meridian- und Breiten- 
schnitte ein unendlich kleines Volumenelement 
der Schalenwand herausgeschnitten. Die' in 
diesen Schnitten übertragenen Normalspan- 
nungen Or bzw. Ot (siehe Abb. 60) müssen mit 
dem Drupk /?, der auf dem Wandelement lastet, 
im Gleichgewicht stehen. 

Den auf der Innenseite der Gefäßwand 
normalstehenden Druck p wollen wir als kon- 
stant annehmen. Da die äußeren Kräfte 
keine Tangentialkomponente zur Gefäßwand 
besitzen, so können in den Schnittenunseres 
Schalenelementes keine Schubspannungen in 
Richtung senkrecht zur Wand auftreten. Aus 
Symmetriegründen können dann überhaupt 
keine Schubspannungen in den Schnittrich- 
tungen des Schalenelementes übertragen wer- 
den, so daß die Ringspannung a« und die Meridianspannung [a,. Haupt- 
spannimgen darstellen. 

Wird die konstante Wanddicke mit A, der Krümmungsradius der 
Meridiankurve mit R^ und der andere in Abb. 60 eingetragene Haupt- 
krümmungsradius der Rotationsfläche mit R^ bezeichnet, so läßt sich 
die Bedingung des Gleichgewichts des Schalenelementes gegen Ver- 
schieben in Richtung senkrecht zur Oberfläche der Schale dadurch in 
Form einer Gleichung ausdrücken, daß die Resultierende der an den 
Schnitten des Schalenelementes übertragenen Spannungen mit dem 
auf die innere Oberfläche wirkenden Flüssigkeitsdruck p im Gleich- 
gewicht stehen muß. Die radialen Spannungen a,. auf den beiden Breit- 
schnitten ergeben zusammen die Resultierende a,. k ds^ d a, die un- 
mittelbar in Richtung der Normalen zur Schalenwand fällt. Dabei 
braucht auf den Einfluß des Unterschiedes da,, zwischen den Span- 
nungen in beiden Breitschnitten nicht geachtet zu werden, da er gegen- 
über den anderen bei dieser Gleichgewichtsbedingung miteinander in 
Beziehung stehenden Größen unendlich klein von höherer Ordnung 
ist. Die Resultierende der Meridianspannungen in beiden Meridian- 

1* 




Abb. 60. 



^ I 
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schnitten hat die Größe Oihds^d(p^ wenn d(p der von beiden Meri- 
dianebenen eingeschlossene Winkel genannt wird, und ist senkrecht zur 
Rotationsachse gerichtet, so daß nur die Komponente in Richtung der 
Normalen zur Schalenoberfläche genommen werden muß, die durch 
Multiplikation mit sin a erhalten wird. Die Gleichgewichtsbedingung 
lautet also 

Or h ds^ da + Ot hds^ dq> sin a = pds^ ds^- 

Beachtet man, daß 

ds^ = R^da und ^^2 = ^^9 — ^2 sin a dq> 

ist, wobei mit r der senkrechte Abstand des Elementes von der Sym- 
metrieachse bezeichnet ist, so erhält man aus der 'Gleichgewichts- 
bedingung durch Division mit ds^ ds^ h 

:^ 1 ^=^ (1) 

Die zweite Gleichung zwischen a^ und Ot kann durch Betrachten 
des Gleichgewichtes des Schalenelementes gegen Verschieben in Rich- 
tung der Tangente an die Meridiankurve gewonnen werden. Da die 
äußere Kraft keine tangentiale Komponente besitzt, so muß das Gleich- 
gewicht in den Spannungen und Spannungsunterschieden allein zum 
Ausdruck kommen. Bei dieser Gleichgewichtsbedingung kommt es auf 
den Zuwachs dor der Radialspannung beim Fortschreiten um dsi gerade 
an. Die Radialspannungen ergeben in Richtung der wachsenden a einen 

Zuwachs—-!-^ — hdq>d^i, während die Komponente der Resultierenden 

der beiden Tangentialspannungen o^ die Größe. aeAd^i t^^^cosa hat 
und bei dem in Abb. 60 betrachteten Schalenelement in Richtung der 
abnehmenden a geht, so daß durch 

— ^ ^ h dwdSi — Of hds^dw cos a = 
dSi 

die Gleichgewichtsbedingung zum Ausdruck gebracht wird. Durch 
Division mit hds^d(p und unter Benützung des Wertes für ds^ ergibt 
sich daraus 

d (Or r) 



da 



= Ot Ri cos a. 



Setzt man für a< R^ den Wert aus Gl. (1) ein und multipliziert 
die Gleichung mit sin a, so ergibt sich 

sm a \ -^ Oj, r cos a = ^ Rir cos a. 
da n 

Die linke Seite dieser letzten Gleichung ist aber der totale 
Differentialquotient von Off sin a nach a. Die Integration nach a 



l 
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von einem festen Wert a© zu einem beliebigen Wert a ergibt 

a 

Cf, r sin a — (o*,. r sin a)o = -^ l fi^ r cos ada. 



Da 



ist, so folgt 



"• 



i?i cos ada = cos adsi = dr 
cFy r sin a — (cr^ r sin a)Q = ^ (r^ — Tq^) .... (2) 



Multiplizieren wir diese Gleichung noch mit 27ih, so drückt sie * 
das Gleichgewicht der endlich breiten Schalenzone aus, die durch die 
beiden den Werten a und Oq entsprechenden Breitenkreise aus der 
ganzen Schale ausgeschnitten wird.* In der Tat steht dann linker Hand 
des Gleichheitszeichens die Differenz der resultierenden Radialspan- 
nungen längs beider Breitenkreise, während rechts der auf diesen 
Schalenstreifen treffende Anteil des inneren Druckes, nämlich pn(r^ — r^*) 
zu stehen kommt. Ist die Schale im Scheitel für Oq = geschlossen, 
wie es einem Gefäß unter Innendruck entspricht, so fällt in der letzten 
Gleichung sowohl {orr sin a)o als auch Tq fort, und es läßt sich a^ berech- 
nen zu 

Or = -^-f^— . (2a) 

2 A sm a 



oder 



n — P P 



Durch die Gl. (1) und (2 a) ist der Spannungszustand in der Schale 
vollkommen bestimmt. 

Nebenbei sei darauf aufmerksam gemacht, daß man durch geeig- 
nete Wahl des Krümmungsradius R^ der Meridiankurve erreichen kann, 
daß die Ringspannung Ot zu Null wird. Durch Einsetzen der Gl. (2a) 
in Form, der zuletzt angeschriebenen Gleichung in Gl. (1) ergibt sich 
als Bedingung für a< = 

Äg = 2 Äj. 

Diese Beziehung zwischen den Hauptkrümmungsradien führt auf 
eine spezielle Form der elastischen Linie als erzeugende Meridiankurve 
der Rotationsfläche. Ist diese Bedingung für die Krümmungsradien R^ 
und i?2 ^^^ ^^ einzelnen Stellen der Meridiankurve erfüllt, so ver- 
schwindet die tangentiale Spannung in der Schale auch nur an diesen 
Stellen, und zwar sind das diejenigen Punkte der Meridiankurve, wo 
das Vorzeichen der Ringspannung beim Fortschreiten längs der Meri- 
diankurve wechselt. 
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Zu Gl. (2 a) ist noch zu bemerken, daß man sie, auch ohne von 
der Differentialgleichung ausgehen zu müssen, hätte ableiten können^ 
indem man das Gefäß durch eine zur Symmetrieachse normal stehende' 
Ebene in Gedanken geschnitten hätte und das Gleichgewicht des ab- 
geschnittenen Teiles für sich betrachtet hätte. Die längs des Breiten- 
kreises vom Radius r übertragenen Meridianspannungen a,. müssen 

Gleichgewicht halten mit dem auf 
der Kreisfläche übertragenen Flüs- 
sigkeitsdruck von der Größe r^np. 
Dies gibt die Bedingupgsgleichung 

Or ' 2 rnh sin a = r^np^ 

die mit Gl. (2a) übereinstimmt. 

Hat die Meridiankurve der Schale 
einen Wendepunkt, so daß sie etwa 
einer Form des Gefäßes wie in 
Abb. 61 entspricht, so muß man 
zur Bestimmung des Wertes der Me- 
ridianspannung längs eines Breiten- 
kreises AA\ dessen Ebene die Schale 
noch in einem zweiten Kreis BB^ 
schneidet, auf Gl. (2) zurückgreifen. Wendet man diese Gleichung auf 
den Schalenstreifen an, der im Meridianschnitt durch AC bzw. A'C 
ausgeschnitten wird, wobei die Tangente an die Meridiankurve in C 
bzw. C horizontal steht, so ergibt sich, da Oq = ist, 




Abb. 61. 



_ P r^ — rp' 



^'•=2A 



rsm a 



(2b) 



Aus dieser Betrachtung läßt sich zugleich schließen, daß ein Gefäß 
nach Art der Abb. 61 unter konstantem Innendruck nicht bestehen 
kann, ohne seine Gestalt vollkommen zu ändern, wenn es nicht bie- 
gungssteif ist. Die Berechnung der Meridianspannung a,. längs eines 
Breitenkreises DD' würde nämlich zwei voneinander verschiedene Werte 
ergeben, je nachdem man Gl. (2a) auf den Schalenstreifen CD bzw. 
CD' anwendet oder ob man das Gleichgewicht des durch den Breiten- 
kreis DD' nach unten abgeschnittenen Teiles des Gefäßes betrachtet. 
Im letzteren Fall würde der Wert von Of aus Gl. (2b) mit Tq = zu 
entnehmen sein. Wir können demnach schließen, daß ein solches Crefäß 
ohne Biegungswiderstand bei konstantem Innendruck seine Gestalt 
nicht beibehält, sondern sich so weit deformiert, bis es durch sämtliche 
Ebenen senkrecht zur Rotationsachse nur noch höchstens in einem 
Breitenkreis geschnitten wird. In welcher Weise dieser Vorgang sich 
abspielt, darauf soll hier nicht eingegangen werden; ebensowenig auf 
die Frage, ob die schließliche Oberfläche des Gefäßes ohne Falten- 
bildung möglich ist. Gl. (2b) behält ihre Gültigkeit bei, wenn es 
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sich nicht mehr um einen einfach zusammenhängenden Raum wie 
in Abb. 61 handelt; also z. B. um die Spannungen in einer ge- 
schlossenen Ringschale imter konstantem Innendruck. In diesem Fall 
wird der Ring durch Ebenen senkrecht zur Rotationsachse in zwei 
Kreisen geschnitten. Um die Meridianspannung in einem dieser Breiten- 
kreise zu erhalten, wird das Gleichgewicht des Schalenstreifens unter- 
sucht, der zwischen dem betreffenden Breitenkreis und einer der beiden 
Berührungsebenen des Ringes gelegen ist, die die Ringschale in Kreisen 
mit dem Radius r^ berühren. Um nicht auf verschiedene Werte der 
Meridianspannung zu kommen, wenn man die eine oder die andere 
der beiden Berührungsebenen des Ringes dabei zu Hilfe nimmt, muß 
der Radius Tq für beide gleich groß sein. Überhaupt läßt sich zeigen, 
daß die Meridiankurve des Ringes eine Symmetrieachse senkrecht zur 
Rotationsachse besitzen muß, damit der Ring bei konstantem Innen- 
druck seine Gestalt beibehalten kann. 

- Für einen solchen Ring können wir Gl. (2b) benützen, und mit 
ihrer Hilfe errechnet sich aus Gl. (1) die Ringspannung zu 



\A Jf^sina 



2Ar 



(3) 





so daß der Spannungszustand im Ring durch diese beiden Gleichungen 
festgelegt ist, ohne daß wir auf 
die Formänderungen des Gefäßes 
eingehen müßten. 

Als Beispiel wählen wir einen 
geschlossenen Ring mit ellipti- . 
schem Querschnitt, der unter 
konstantem Innendruck steht. 
Die größere Achse 2 a des Meri- 
dianschnittes sei der Rotations- 
achse, die wir als z-Achse be- 
zeichnen wollen, parallel (siehe Abb. 62), so daß die Gleichung des 
elliptischen Meridianschnittes lautet: 

Um daraus die in den Gl. (2b) und (3) vorkommenden Äj, R^ 
und sin a zu berechnen, bilden wir 



Abb. 62. 



cot 



''~dz aHr---r^)~ . a(r— rJ 7 b^ 



(r-ro) 



cPr 



J2 



b^z 



b^z 



fc* 



a^(r — r^) a^ir — r^)* a^(r — ro) 



a^ {r — To)' 
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Daraus berechnet sich: 

sin a = " 



r 



«1 






a6* 



und durch Einsetzen in die GL (2 b) und (3) ergeben sich daraus die 
Spannungen : 



p 2r{a* — b^){r — ro) + b* 



Ot 



2a h y(a2 _ ^2) (^ _ To)« + b* 



(4) 



Während die Meridianspannung a^ unter allen Umständen positiv 
ist, also eine Zugspannung darstellt, kann die Ringspannung auch nega- 
tive Werte annehmen. Da a > b ist, wird der Zähler im Ausdruck für 
Of mit r = Tq — b seinen kleinsten Wert annehmen, so daß 

— 2(rf,~b)(a^~b^)b +b^ >0 
oder 

'•o<'^-2(a2_62) • • • (5) 

die Bedingung für den Radius r^ gibt, damit keine Druckspannungen, 
denen im allgemeinen dünne Schalen nicht standhalten können, auf- 
treten^ Ist der Meridianschnitt des Ringes eine flachgestellte Ellipse, 
so daß a < b ist, so tritt an Stelle der Beziehung (5) die Ungleichung 

2a^ — b^ 

Während im ersten Fall, wo die große Achse des Meridianschnittes 
parallel der Rotationsachse liegt, die Druckspannungen bei genügend 
großem r© an der Innenseite des Ringes, für r < Tq, auftreten, sind im 
zweiten Fall, wo die große Achse senkrecht zur Rotationsachse des 
Ringes liegt, die Druckspannungen an der Außenseite für r > Tq zu 
erwarten, wenn r© nicht der Ungleichung (6) genügt. 

Aus diesen Überlegungen geht schon hervor, daß eine zylindrische 
Schale von elliptischem Querschnitt, die mit dem Wert Tq = oo in den 
obigen allgemeinen Formeln enthalten ist, unter konstantem Innen- 
druck nicht möglich ist. Auch würde die Ringspannung wegen Gl. (4) 
unendlich groß werden. Eine solche zylindrische Schale von ellipti- 
schem Querschnitt, die man sich unendlich lang denken muß, so daß 



'"o < * öTTä— iüv • (6) 
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die Randbedingungen an den beiden Enden wegfallen, geht wegen Feh- 
lens der Biegungsspannungen unter konstantem Innendruck in eine 
Schale von kreisförmigem Querschnitt über. 

Es seien hier noch die Spannungen in einem Ring von Kreisquer- 
schnitt angegeben, die aus den Gl. (4) hervorgehen, indem man b = a 
setzt. Damit erhält man 

a r 4- To 

(7) 
a 

Die Ringspannung o^ ist demnach an jeder Stelle des Ringes gleich. 
Aus den Gl. (7) für den Kreisring ergeben sich die folgenden Span- 
nungen für den Kreiszylinder 



1 



a 
a 



(8) 



Die Meridianspannung ist also bei der kreiszylindrischen Schale 
doppelt so groß als die Spannung in Richtung der Erzeugenden des 
Zylinders. Dieses Resultat gilt, solange wir es mit einem beiderseits 
im Unendlichen geschlossenen Zylinder zu tun haben, auf dessen End- 
querschnitten der konstante innere Druck p lastet und dadurch die 
Längsspannung in der Zylinderwand von der betreffenden Größe her- 
vorruft. 

Sowohl beim Kreisring wie beim Kreiszylinder treten nur Zug- 
spannungen auf, solange es sich um Innendruck handelt. Im Falle 
des Außendruckes würden sich auch die Vorzeichen der Spannungen 
umkehren, und an Stelle der Zugspannungen würden überall Druck- 
spannungen auftreten, die leicht zu starken Formänderungen der dünnen 
Gefäße führen können. Da die Entwicklungen dieses Paragraphen wegen 
ihrer Einfachheit nicht nur auf dünne Schalen, sondern auch auf solche 
mit verhältnismäßig starker Wandung, die auch Schub- und Biegungs- 
spannungen aufzunehmen vermögen, Anwendung finden, so braucht in 
diesem Fall das Auftreten von Druckspannungen an sich noch keines- 
-weg» bedenklich zu sein. 

Das trifft z. B. bei den Flammrohren der Dampfkessel zu, die er- 
hebliche Außendrücke aushalten müssen. Wie einfache Betrachtungen 
lehren, sind es in erster Linie die Biegungsspannungen, die sich der 
Formänderung der Flammrohre widersetzen. Selbstverständlich strebt 
man beim Flanunrohr einen möglichst kreisförmigen Querschnitt an, 
da der Außendruck eine Abplattung des Querschnittes nur noch ver- 
größern würde. Zur Versteifung werden häufig Versteifungsringe ver- 
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wendet oder auch statt des glatten Zylinders ein Zylinder mit wellen- 
förmiger Meridiankurve genommen, der Formänderungen gegenüber 
widerstandsfähiger ist als der glatte Zylinder. 

Die Formänderung dünnwandiger Schalen von Achsensymmetrie, 
die unter Innendruck stehen, folgt aus dem Spannungszustand, den wir 
unabhängig von der Formänderung berechnen können und jetzt als 
gegeben ansehen wollen. Nennen wir e^ und ei die bezogenen Dehnungen 
längs des Meridians bzw. Parallelkreises, so ist 

Jds , Jr 

ßr = —5 — und e* = , 

ds r ' 

wenn mit ds das Linienelement der Meridiankurve bezeichnet wird. 
Der Zusammenhang zwischen Spannung imd Dehnung nach dem Hooke- 
schen Gesetz liefert die folgenden Gleichungen zur Bestimmung der 
Dehnungen : 






(9) 



Da Of und a^ nach den Gl. (2 a) bzw. (2b) und (3) als bekannte. 
Funktionen von r anzusehen sind, so folgt aus der zweiten der beiden 
Gl. (9) sofort die Verschiebung des betrachteten Punktes der Meridian- 
kurve in radialer Richtung, während die Verschiebung in axialer Rich- 
tung durch etwas umständlichere Rechnung aus den Gl. (9) gewonnen 
wird. Jedoch möge dieser Hinweis genügen, da das nähere Eingehen 
auf die Formänderung dieser statisch bestimmten Aufgaben von gerin- 
gerem Interesse ist, nachdem' sich der Spannungszustand ohne Ein- 
gehen auf den Formänderungszustand vollständig angeben läßt. 

§ 57. Schalen ohne *Bies^ngswlderstand bei symmetrischer und 

unsymmetrischer Belastung. 

Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen werden auch bei der 
angenäherten Berechnung der Spannungen in Kuppeln angewandt. 
Jedoch ist hierbei zu beachten, daß die äußere Last, die an einem 
durch zwei benachbarte Meridian- und Breitenschnitte begrenzten 
Kuppelelement angreift, im allgemeinen eine Normalkomponente, die 
wir jetzt mit Z bezeichnen wollen und deren positive Richtung senk- 
recht nach innen zeigt, sowie eine Tangentialkomponente X besitzt, 
die außerdem von Ort zu Ort wechseln, wie es z. B. bei Berücksich- 
tigung des Eigengewichtes der Kuppel der Fall ist. Nehmen wir an 
Stelle des allgemeinen achsensymmetrischen Körpers zur Vereinfachung 
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! der Rechnungen an, daß die Kuppel die Gestalt einer Kugelschale vom 

Radius a habe; dann wird aus Gl. (1) 

Or + Ot = — -^a (10) 

und an Stelle von Gl. (2) tritt: 



ry= , . g — I — I (XBin*a-|-2sin acos a) da-f-Cf • (H). 





Dabei sind die Bezeichnungen der Abb. 63 
zugrunde gelegt. Die Konstante c ist so zu wäh- 
len, daß Or im Scheitel einen endlichen Wert an- 
nimmt. X und Z sind als Funktionen von a als 
gegeben anzusehen; so z. B. ist bei Belastung der 
Kuppel durch ihr Eigengewicht 

X = yh sin a und Z = yh cos a 



zu setzen, wenn mit y das spez. Gewicht des 
Materials bezeichnet wird. Damit geht Gl. (11) über in 

cos a , ^ ^ 
Or = ya -^-^ f- C 




Abb. 63. 



sin* a sin* a 

Damit a^ für a = nicht unendUch wird, muß 



gesetzt werden, so daß 



a, = -^(cosa — 1) (12) 



und wegen Gl. (10) 

1 — cos a 



a^ = — y a jcos a — 



sin^a 



(13) 



die Werte der Spannungen in einer Kugelschale sind, die nur durch 
ihr Eigengewicht belastet ist. Im Scheitel der geschlossenen Kuppel 
sind die Werte für die Spannungen: 

K)o=(<'*)o = — yya (1^) 

wie durch Entwicklung der cos a und sin a aus den Gl. (12) und (13) 
hervorgeht. 

Wäre die Schale oben nicht geschlossen, sondern würde sie eine 
kreisförmige Öffnung haben, so würde sich die Konstante c in Gl. (11) 
aus der Bedingung bestimmen, daß längs dieser Begrenzung der Schale 
Or verschwindet oder einen anderen vorgegebenen Wert annimmt. 
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Die damit gegebene Lösung verlangt selbstverständlich, daß der 
Auflagerdruck der Unterlage genau in Richtung der Tangente an die 
Meridiankurve der Kuppel verläuft. Am ehesten stimmt diese Rand- 
bedingung bei der halbkugelförmigen Kuppel, die auf horizontaler 
Unterlage ruht. , 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß die Meridianspannung a^ wegen 
Gl. (12) stets eine Druckspannung darstellt, während die Ringspannung 
Ot wegen Gl. (13) im oberen Teil der Kuppel gleichfalls negativ* ist, 
während sie an der Stelle a = Oq, die durch die Gleichung 

cos oq = sin^ Oq 

sich zu 52^ berechnet, Null ist und für größere Werte von a in Zug- 
spannung übergeht. Die größte Zugspannung tritt am Rand der Kuppel 
ein, deren Wert im Fall der halbkugelförmigen Kuppel y • a beträgt. 
Es macht keine Schwierigkeiten, andere Belastungsfälle der Kugel - 
schale mit Hilfe der Gl. (10) und (11) zu untersuchen. Dabei ist immer 
zu beachten, daß die äußeren Lasten gleichfalls Achsensymmetrie be- 
sitzen müssen, damit die bisherigen Entwicklung Geltungen behalten. 
Auch der Übergang zu beliebigen achsensymmetrischen Kuppeln mit 
symmetrischer Belastung läßt sich ohne Schwierigkeiten mittelst der 
Gl. (1) und (2) des vorigen Paragraphen bewerkstelligen. Auf jeden 
Fall bleiben diese Aufgaben rein statische, da man den Spannungs- 
zustand angeben kann, ohne auf die Formänderungen eingehen zu 
müssen. « 

Wir gehen einen Schritt weiter und fragen nach dem Spannungs- 
zustand in einer Kuppel von achsensymmetrischer Gestalt, die aber 
eine unsymmetrische Belastung trägt. Wir wollen uns auch hier wieder 
auf die Kugelschale beschränken,/ obwohl die Untersuchung für die 
beliebige achsensymmetrische Gestalt der Kuppel sich auch angeben 
läßt, wenn auch mit einem größeren Aufwand von Rechenarbeit. 
Die Untersuchung des Spannungszustandes der unsymmetrisch be- 
lasteten Kugelschale rührt von Herrn H. Reißner (Müller-Breslau- 
Festschrift 1912) her. 

Die Voraussetzungen und Vereinfachungen bleiben auch hier dir» 
gleichen wie im vorigen Paragraphen. Wegen der geringen Wandstärke 
der Kuppel wird angenommen, daß die Spannungen sich gleichmäßig 
über die Wandstärke verteilen und daß die Biegungsmomente vernach- 
lässigt werden können. Im Zusammenhang mit der Vernachlässigung 
der Biegungsspannungen steht die Vernachlässigung der Schubspan- 
nungen senkrecht zur Mittelfläche, die hier auch vorausgesetzt wird. 
Wegen der unsymmetrischen Belastung sind aber jetzt a^ und o< im 
allgemeinen keine Hauptspannungen mehr, sondern es treten in den 
Meridian- und Breitenschnitten Schubspannungen r parallel zur Mittel- 
fläche der Kuppel auf. Während wir bei der symmetrisch belasteten 
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Kuppel mit den beiden Gleichungen, aus denen sich Or und ot berechnen 
ließen, auskommen, so benötigen wir böi der unsymmetrisch belasteten 
Kuppel entsprechend der dritten Spannungsgröße r eine dritte Glei- 
chung, die aus der Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben des 
Schalenelementes in Richtung der horizontalen Tangente gewonnen 
wrd. Gl. (10), die das Gleichgewicht des Kuppelelementes in Richtung 
senkrecht zur Mittelfläche der 
Kuppel ausdrückt, behält auch ' 

hier ihre Gültigkeit. Dagegen 
können wir für die unsymme- 
trisch belastete Kuppel eine 
Gl. (11) entsprechende Glei- 
chung, die aus der Gleichge- 
wchtsbedingung für den durch 
eine zur Achse normal stehende 
Ebene abgeschnittenen Teil der 
Kuppel hervorgeht, hier nicht 
anschreiben, da die Spannung a^ 
längs eines solchen Schnittes 
veränderlich ist. Wir müssen 
daher ebenso wie bei Ableitung 
der Gl. (1) und (2) auf das 
Kuppelelement zurückgehen und 
das Gleichgewicht gegen Ver- 
schieben in Richtung der Tan- 
gente an die Meridiankurve und der horizontalen Tangente in diffe- 
rentieller Form ausdrücken. Die Komponente der äußeren Last, be- 
zogen auf die Flächeneinheit der Mittelfläche der Kugelschale in Rich- 
timg der horizontalen Tangente, wird mit Y bezeichnet, während wir 
für den Meridianwinkel, wie schon früher, die Bezeichnung (p gebrauchen 
wollen. Mit Hilfe der aus Abb. 64 zu entnehmenden Bezeichnungen lautet 
die Gleichgewichtsbedingung für das im Aufriß und Grundriß hervor- 
gehobene Element der Kuppel in Richtung der Tangente an die Meri- 
diankurve : 

^ - •hdadq> — OiG0^ahadadq)'\- — — ha dad(p+ X-arda dip = 0, 




Abb. 64. 



da 



bfp 



worin r = a sin a zu setzen ist. Von den vier Größen, die auf der 
linken Seite der letzten Gleichung stehen, rührt die erste von dem 
Zuwachs der Meridianspannung beim Fortschreiten längs des Meridians 
her, die zweite stellt die Komponente der Resultierenden der beiden 
am Kuppelelement angreifenden Ringspannungen in Richtung der Tan- 
gente an den Meridian dar und die dritte entspricht dem Zuwachs der 
Schubspannung beim Fortschreiten um d(p und ist bei der in Abb. 64 
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gewählten positiven Richtung mit dem Pluszeichen beizufügen; die 
vierte Größe rührt schließlich von der Komponente der äußeren 
Last her. 

Durch Division mit ah sin a da d(p und Einsetzen des Wertes für r 
ergibt sich aus der letzten Gleichung 



b a 



+ cot a (Or — Of) -\- 



br . X ^ 



sin a b q) 

Für das Gleichgewicht gegen Verschieben in Richtung der hori- 
zontalen Tangente erhält man die Bedingung 

-^—^ah dadq> -}- xkacosada dq)'-\ — r — Ada dqp-f" Y »r adadg)=0. 

q) O OL 

Die vier Größen auf der linken Seite dieser Gleichung lassen sich 
ganz entsprechend wie oben deuten. Durch Division mit ah sin a da d<p 
erhält man die gewünschte Form der Gleichung. Die drei Gleich- 
gewichtsbedingungen lauten demnach: 



Or + Ot + -j^a = 



b Of 

~Vä 

br 

ba 



-|- cot a (Of — o^) + 

1 

-f- 2 T • cot a -f- 



sm a 



sma b(p h 

. — -1 + -- a = 
b(p h 



(15) 



Wir haben wieder drei voneinander unabhängige Gleichungen zur 
Bestimmung der drei imbekannten Spannungen a„ o^ und t. Die Auf- 
gabe ist also auch in diesem Fall eine rein statische. Allerdings macht 
die Lösung der Gl. (15) einige Schwierigkeiten, da die beiden letzten 
der drei Gl. (15) simultane partielle Differentialgleichungen sind. 

Nach H. Reißner läßt sich zeigen, daß die Gl. (15) eine einfache 
Integration gestatten, wenn die äußeren Kräfte X, Y und Z in eine 
nach ganzen Vielfachen von (p fortschreitende trigonometrische Reihe, 
eine sog. Fourierreihe, entwickelt werden können. Setzen wir nämlich 
an Stelle von X, Y und Z bzw. X„ sin n(p, 7« cos 719?, Z„ sin nq) und 
entsprechend statt a^, Of und t bzw. a^« sin n 9?, a^„ sin /i ^ und t„ cos n q> 
in die Gl. (15) ein, so gehen sie in die gewöhnlichen Differentialglei- 
chungen über: 

Z. 



Orn + Otn + -f(l = Q 



da 



rn 



da 



+ cota(a,.„ — a,„) — 



n 



sm a 



t« + 4"a = 



dr 



da 



^4-2cota.r„-f 



sin a n 



(16) 
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Dabei sind die mit dem Index n gekennzeichneten Größen nur 
noch vom Winkel a abhängig. Jedem ganzzahligen Wert von n ent- 
sprechen drei solcher Gleichungen. Würden bei der Fourierentwick- 
lung der Funktionen X, Y und Z sowohl ganzzahlige Vielfache der 
Sinus wie der Kosinus vorkommen, so würde für jedes ganzzahlige n 
neben den drei Gl. (16) ein weiterer Satz von drei Gleichungen auf- 
treten, die zur Bestimmung der Koeffizienten in der erweiterten Fourier- 
entwicklung dienen imd sich von den Gl. (16) nur durch den Wechsel 
des Vorzeichens von n in den beiden letzten Gl. (16) unterscheiden. 
Wir wollen jedoch der einfacheren Schreibweise wegen annehmen, daß 
sich in der oben angegebenen Weise die Fourierentwicklung der äußeren 
Lasten und damit auch die der Spannungen in folgender einfachen 
Darstellung geben läßt: 

X=Z X^^in n(f; Y=ZYnCosn(f] Z=ZZn^inn(p\ 
o^z=iZ Of^ sin w qp ; 0^ = 2 a<„ sin ntp; x =^Zx^ cos ncp ] 

Durch EUmination von Om mittelst der ersten der Gl. (16) ergibt 
sich aus den beiden anderen Gleichungen: 






i . (18) 



+ 2cota.T„ — -T— — . a, n = — -T- M n — ^n 



da ' " sina '" A " " sin a 



Die Symmetrie, mit der in diesen beiden Differentialgleichungen 
Oin und T„ auftreten, legt es nahe, als neue Unbekannte 

w = <J<n + 7n und ü = a<„ — T„ 
einzuführen, so daß sich 






t« 



2 

U ü 



(19) 



berechnet. Durch Addition und Subtraktion der beiden Gl. (18) er- 
geben sich die Differentialgleichungen für u und v: 



d 
d 



J+ «(2cota-^) — |[x„ + y, + Z, (cota-^)] 



(20) 



Die Lösungen dieser Unearen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung lassen sich in geschlossener Form darstellen und lauten 
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tg»-^ 



«=7n^^-|J[^'- + ^-+^-H'^--^)];^'^4 



cot** -TT- 






(21) 



Damit ist die allgemeine Aufgabe, bei beliebig gegebener unsym- 
metrischer Belastung der Kugelachse den Spannungszustand zu finden, 
gelöst; denn mit Hilfe der Werte von u und v berechnen sich nach 
GL (19) a^n und r„ und damit mittels der ersten der Gl. (16) auch Om- 
Durch Summation über alle Werte n erhält man nach den Gl. (17) die 
gesuchten Werte der Spannungen. 

Als einfaches Beispiel für eine unsymmetrisch belastete Kugel - 
schale wählen wir den Fall n = 1, X = 0, 7 = 0; Z = Zq sin a, der 
etwa einer Windbeanspruchung des Kugelgewölbes mit Druck auf der 
Luvseite und Saugen auf der Leeseite entspricht. Mit diesen Werten 
erhält man aus den Gl. (21) 



u 



h 



a 



— -^Zolcosa 



cos 



3 



"=[ 



a 



^2 + ,-Zo cosa— 



3 
cos^a 



1)1 i 

/J sin a (1 + C0S a] 



sin a (1 — cos a) 



Die Konstanten c^ und Cg bestimmen sich im Fall der oben offenen 
Kugelschale aus der dort geltenden Randbedingung, während im Fall 
der geschlossenen Kugelschale q und Cg so zu bestimmen sind, daß im 
Scheitel keine unendlich großen Werte für die Spannungen auftreten, 
ähnUch wie wir es bei der symmetrisch belasteten Kugelschale kennen 
gelernt haben. In unserem Beispiel muß, damit ii und v für a = nicht 

2 a 



unendlich werden, c^ 



__ 2 a ^ 



und 



C2 = ^-t-Zq gewählt wer- 



den. Damit berechnet sich nach den Gl. (19) und (17) 

^ cos a 



Ot = <^n sin ff = — "^ Zq 



2 , cos® a 

sm* a\ö S 



T = Ti cos ff = 

und damit auch 






1 



sin^a 



2 , cos' a 

__cosa+-3— 



sin (f I 



cos«/' 



(22a) 



a _ 1 f . . /2 , cos'a\l . 
V = ör, sm qp = — ^Zo ^j^^ I »in* a — cos a 1^ — cos a-| ^^ - 1 1 sin«/- 



(22b) 



§ 58. Strenge Lösung für die Kugelschale. 



17 



Durch Reihenentwicklung der cos a und sin a für a = ergibt 
sich, daß o^, Ot und x im Scheitel der Kuppel verschwinden. 

Die folgende Tabelle zeigt den Verlauf der Spannungen, wie er 
sich aus den Gl. (22a) berechnet, längs einer beliebigen Meridiankurve: 





h 1 


h 


a 




'' aZ, 


00 








30« 


— o,ir> 


+ 0,14 


450 


— 0,156 


~f 0,221 


60» 


— 0,101 


4- 0,322 


800 


— 0,0902 


-}- 0.518 


Wfi 





-f o.(ir>7 



Für eine Halbkugelkuppel wird demnach am Rand, der durch 
a = 90® gekennzeichnet ist, der Winddruck durch die tangential zum 
Randkreis verlaufenden Schubspannungen aufgenommen, was sehr ein- 
leuchtend ist, da Biegungsmomente und Schubspannungen senkrecht 
zur Kuppelmittelfläche hier nicht berücksichtigt werden. 

Die Aufgabe, die Spannungsverteilung in einer dünnwandigen 
Kuppel bei unsymmetrischer Belastung unter Vernachlässigung der 
Biegungsmomente und der Schubspannung senkrecht zur Mittelfläche 
der Kuppel anzugeben, ist demnach für den Fall, daß sich der Rand 
senkrecht zur Tangentialebene frei bewegen kann, damit gelöst. 



§ 58. Strenge Lösung für die Kugelschale, 

In den beiden letzten Paragraphen waren wir von der Voraus- 
setzung einer so geringen Wandstärke der Kugelschale ausgegangen, 
daß die Spannungen längs der Dicke der Wand gleichmäßig verteilt 
angenommen werden konnten und daß von Biegungsmomenten sowie 
Schubspannungen senkrecht zur Mittelfläche der Kuppel abgesehen 
werden durfte. Die Lösung der Aufgabe konnte aus diesem Grunde 
auch nur unter solchen Randbedingungen Geltimg behalten, die diesen 
Voraussetzungen entsprechen, so daß der praktisch wichtige Fall, wo 
infolge der Befestigung am Rand Biegungsmomente übertragen werden, 
mit den bisherigen Hilfsmitteln nicht gelöst werden kann. 

Die genauere Berechnung der Kugelschale hat H. Reißner in der 
in § 57 schon erwähnten Arbeit in der Müller-Breslau-Festschrift 1912 
durch geeignete Wahl der Veränderlichen und Aufstellen der Diffe- 
rentialgleichungen gefördert. E. Meißner (Phys. Zeitschr. 1913 S. 343) 
ist es geglückt, diese Differentialgleichung 4. Ordnung, die für alle 
Kuppeln mit Achsensymmetrie gilt, im Fall der Kugel, des Kegels und 
des Ringes, in zwei symmetrisch gebaute Differentialgleichungen 2. Ord- 

Föppl. Drang und Zwang, Bd. II. 2 
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nung zu spalten, ^t deren Hilfe das allgemeine Integral angegebe^ 
werden kann. Auf Veranlassung von Herrn E. Meißner hat Herr E. 
Bolle in seiner Dissertation, Zürich 1916, die Kugelschale ausführlich 
untersucht. Unsere Darstellung lehnt sich an diese Arbeit an. 

Die Voraussetzungen, die wir im vorigen Paragraphen gemacht 
haben, übernehmen wir teilweise auch hier. Die Dicke der Kugel- 
schale, die wir von jetzt ab nicht mehr mit A, sondern mit 2 h be- 
zeichnen werden, soll immer noch als klein gegenüber den übrigen 
Abmessungen der Schale angesehen werden. Daß das Material der 
Schale dem Hookeschen Gesetz gehorcht und nur innerhalb der Elas- 
tizitätsgrenze beansprucht werden soll, wird als selbstverständlich vor- 
ausgesetzt. Infolge der geringen Dicke der Schale soll auch hier die 
Normalspannung senkrecht zur Mittelfläche der Kugelschale ganz ver- 
nachlässigt werden. Im Gegensatz zu den früheren Voraussetzungen 
vernachlässigen wir aber jetzt nicht mehr die Biegungsspannungen 
sowie die Schubspannungen in Richtung senkrecht zur Mittelfläche der 
Kugelschale. Dementsprechend verteilen sich jetzt die Spannungen 
nicht mehr gleichmäßig über die Wanddicke, sondern die Biegungs- 
spannungen haben auf der einen Seite der Mittelfläche positives, auf 
der anderen Seite negatives Vorzeichen. Dabei wird noch vorausgesetzt, 
daß sich diese Biegungsspannungen nach dem Geradliniengesetz über 
die Wandstärke verteilen. In Verbindung mit dem Hookeschen Gesetz 
kommt diese Annahme darauf hinaus, daß bei der Formänderung die 
ursprünglich auf einem Kugelradius befindlichen Punkte dauernd auf 
einer zur Mittelfläche normalen Geraden bleiben, eine Annahme, die 
in der Elastizitätstheorie dünner Schalen genau so wie bei den Platten 
(siehe Abschnitt 3) allgemein üblich ist. 

Die äußeren Kräfte am Rand der Kugelschale sollen ebenso wie die 
Belastung auf der Oberfläche Achsensymmetrie besitzen. Während 
unter den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen bei der symme- 
trisch belasteten Kugelschale im Breitenschnitt und Meridianschnitt 
nur die gleichmäßig über die Wandstärke verteilten Spannungen, die 
wir mit a,. bzw. a^ bezeichneten, auftraten, kommt im Breitenschnitt 
jetzt außerdem noch ein Biegungsmoment als Resultante der Bie- 
gungsspannungen mit horizontaler Achse sowie die Schubspannung in 
Richtung senkrecht zur Mittelfläche und im Meridianschnitt ein Bie- 
gungsmoment mit zur Meridiankurve tangential gelegener Achse hinzu. 
Aus Symmetriegründen fehlt im Meridianschnitt die Schubspannung 
in Richtung senkrecht zur Mittelfläche und in beiden Schnitten die 
parallel zur Mittelfläche verlaufenden Komponenten der Schubspan- 
nungen. Der Spannungszustand wird also durch Angabe von fünf 
verschiedenen Spannungskomponenten für jeden Punkt der Mittel- 
fläche beschrieben. Gegenüber der Vermehrung der Zahl der Span- 
nungskomponenten um drei beträgt die Zunahme der das Gleichgewicht 



§ 58. Strenge Lösung für die Kugelschale. 19 

am Schalenelement zum Ausdruck bringenden Gleichungen nur eins. 
Es ist dies nämlich die Bedingung, die das Gleichgewicht gegen 
Drehung des Schalenelementes um die horizontale Tangente ausdrückt. 
Die Gleichgewichtsbedingungen für Drehungen um die beiden dazu 
senkrecht stehenden Achsen eines rechtwinkligen Achsenkreuzes sind 
aus Symmetriegründen von selbst erfüllt, ebenso wie die für Ver- 
schieben in Richtung der horizontalen Tangente, so daß nur drei Gleich- 
gewichtsbedingungen zwischen den fünf Spannungskomponenten be- 
stehen. Diese Überlegung gilt für jede achsensymmetrische Schale bei 
symmetrischer Belastung. Die Aufgabe ist demnach nicht mehr so wie 
bei der vereinfachten Aufgabe der vorigen Paragraphen statisch be- 
stimmt. Zur Lösung der Aufgabe ist es vielmehr erforderlich, »auf die 
Formänderung der Kugelschale einzugehen. 

Da die Formänderung der Schale ebenso Achsensymmetrie besitzt 
wie der Spannimgszustand, so kann die Formänderung durch Angabe 
der Verschiebung der Punkte der Mittelfläche in Richtung der Tan- 
gente an den Meridian und in Richtung senkrecht zur Kugelfläche be- 
schrieben werden. Diese Verschiebungskomponenten bezeichnen wir 
mit u bzw. w, wobei die positive Richtung von u mit der Richtung 
wachsender Breitenwinkel a übereinstimmt und mit x bezeichnet wer- 
den soll, während die positive Richtung von w nach dem Kugelmittel- 
punkt weist und durch die z-Achse des rechtwinkligen Koordinaten- 
systems bestimmt sein möge. Außer den Größen u und w, die den Form- 
änderungszustand schon allein vollständig beschreiben würden, ist es 
zweckmäßig, noch als weitere Formänderungsgröße den Winkel # ein- 
zuführen, der den Zuwachs des Breitenwinkels a infolge der Form- 
änderung für jeden Punkt der Mittelfläche bedeuten soll. Der Zu- 
sammenhang zwischen # einerseits und den Verschiebungsgrößen u 
und w anderseits läßt sich leicht angeben. Wäre (v = 0, so würde sich 

der Wert von # sofort durch -^ ersetzen lassen, wobei R den Kugel- 

radiüs der Mittelfläche bedeutet. Einen weiteren Beitrag zu '& liefert 
die Zunahme der senkrechten Verschiebung dw beim Fortschreiten auf 
der Meridiankurve um ds = Rda^ so daß 

»=^^^ (2^) 

den gewünschten Zusammenhang zwischen den drei Formänderungs- 
größen liefert. Dabei bedeutet der Akzent an w, wie auch später stets, die 
Ableitung nach a. Um die bezogenen Dehnungen durch die Form- 
änderimgsgrößen auszudrücken, müssen wir^wissen, wie sich das Linien- 
element der Meridiankurve nach der Formänderung darin ausdrückt. 
In Abb. 65 ist in einem Meridianschnitt ein dem Winkel da zugehöriges 
Schalenelement mit PQ als Mittelfläche hervorgehoben. Nach der Form- 

2* 
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änderung soll es in das gestrichelt eingezeichnete Element übergehen, 
so daß sich PQ in P'Q' verwandelt, wobei 

P'Q' = {R — w)da+u'da (24) 

gilt, wie aus der Bedeutung der Verschiebungsgrößen u und w ohne 

weiteres hervorgeht. 

Die bezogenen Dehnungen der Mittelfläche 
seinen mit e^ und St für die Dehnung längs der 
Meridiai^kurve und senkrecht dazu bezeichnet, 
die entsprechenden Dehnungen im Abstand z von 
der Mittelfläche mit e„ und e<,. Aus Abb. 65 ent- 
>/f nehmen wir 

' RS' — RS [P'Q'-z(da+de)]-^(R'-z)da 




rz 



RS 



(R — z)da 



c^a-fdi^-^^ 






und durch Einsetzen des Wertes von P'Q* sowie 
^ aus Gl. (23) und (24) 



\ 



w 



w 



Abb. 65. 



rz 



R — Z R—z 



(25a) 



Für die Mittelfläche geht dieser Ausdruck über in 



€r = 



R 



(25b) 



Ebenso findet man für die Dehnungen im Breitenschnitt: 
2n(P'U — z sin [a + #]) — 2 tt (P L — z sin a) 



Ef^ 



'' 2:71 (/>L — z sin a) 

woraus mit den zulässigen Annäherungen 



folgt: 



£*« = 



sin 1? = i9; cos # = 1 

u cot a — iv « z cot a 



— ^. 



'' R — z " R — z 

Der ^^'ert für die Mittelkugel (z = 0) lautet dann 



(26a) 



u cot a — w 



R 



(26b) 



Unter Einführen der Werte der Dehnungen der Mittelfläche £^ 
und Sf in 8„ und Ces erhält man die folgende Darstellung des Form- 
änderungszustandes : 



R 



Sfj, — ( €f, 



R^IR-z 



, Z'Cota A R 



(27) 



§ 68. Strenge Lösung für die Kugelschale. 
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Der Übergang vom Formänderungs- zum Spannungszustand drückt 
sich nach dem Elastizitätsgesetz durch 

Em , Em 

^" = m} — i ^^ ^" + ^««) 5 ^*z = ^a_i ('^ ^«* + ^r«) 

aus. Durch Einführen der Werte aus den Gl. (27) ergibt sich daraus: 



_ Em r 
-m»-l[ 



(m £,. + e,) — "d- ('^ *' +* cot 



"'» = ii^s^T h'" ^« + ^') ~ ^ (m#cota + *')hß3: 



(28) 



Wir gehen nunmehr zur Aufstellung der Gleichgewichtsbeding- 
ungen für ein Schalenelement über, das zu zwei benachbarten Werten 
des Meridian- und Breitenwinkels gehört, wobei die Ebenen, die das 
Element aus der Kugelschale ausschneiden, auf der Mittelfläche der 
Kugelschale senkrecht stehen. Für die weitere Rechnung erweist es 
sich als zweckmäßig, die in diesen Schnitten übertragenen Spannungen 
zu einer Zugkraft, einem Biegungsmoment und einer Schubkraft zu- 
sammenzusetzen. Für die Breitenschnitte werde die auf die Flächen- 
einheit bezogene Zugkraft mit a^, das entsprechende Biegungsmoment 
mit Gl und die Schubspannung mit r bezeichnet; für die entsprechenden 
Größen des Meridianschnittes wählen wir die Bezeichnungen a^ und Gz, 
während Schubspannimgen, wie schon früher bemerkt wurde, aus 
Symmetriegründen im Meridianschnitt nicht auftreten. Wir erhalten 
demnach : 

R—z. Em . . . 

Wz ^ dz = ^2_^ {msr + et) 






— h 



R — z 
R 



dz = 



Em 



m 



2 



1 



(m e, + £,) 



{29a) 



+ h 

. 1 r R 



— z 



R 



dz = 



k^Em 






3R(m^ — 1) 



(m *' + * cot a) 



. (29b) 



^ if R — ^j h^Em ,A,,A/x 

G^ = 2hy*^''-R^'^' = - 3R(m^-i) (^»<^ota + tf) 

Die Bedingungen des Gleichgewichts gegen Verschieben des Schalen- 
elementes in Richtung senkrecht zur Kugelschale lautet mittelst der 
in Abb. 66 eingetragenen Bezeichnungen: 
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d (t /? sin <z) , , , ^ . , , I 
, -dadif + öf /i sin a da ay-f- 

+ a^ i? sin a da d(f + yr Ä^ sin ada d(p = 0, 

wobei die Komponente der äußeren Lasten bezogen auf die Flächen- 
einheit der Mittelkugel in Richtung nach dem 
Mittelpunkt der Kugelschale mit Z bezeichnet 
ist. Die entsprechende Gleichung für Verschieben 
des Elementes in Richtung der Tangente an den 
Meridian lautet: 




d (Or R sin a) 
d a 



dadif — Ot /?cos a dadq> — 



X 



öf.'tdöf. 



Abb. 66. 



I 



— T fi sin a da dy -j- ^ • R^ sin a da drf = 0. 

Schließlich erfordert das Gleichgewicht gegen 
Verdrehen des Schalenelementes um die hori- 
zontale Tangente die Bedingung: 



d (Gl R sin a) 
da 



da dq> — G^R cos ada dtp — r R^ sin adadq> = 0. 



Dabei sind die Biegungsmomente G^ und Gj, wie aus Abb. 66 zu 
entnehmen ist, positiv gerechnet, wenn sie nach einer Verringerung 
der Krümmung des Schalenelementes hinwirken. 

Teilen wir jede der drei Gleichgewichtsbedingungen durch Rda d(p^ 
so ergibt sich: 



fl X 

-3— {Or sin a) — a, cos a — r sin a + jrr- i? sin a = 
d a 2n 

j y 

-r-- (t sin a) 4- (a^ + aj sin a + Tn: Ä sin a = 
da Llfi 



{Gl sin a) — G2 cos a — t Ä sin a = 



' . . (30) 



da 



Multipliziert man die 6rste dieser Gleichungen mit sin a, die zweite 
mit cos a und addiert sie, so erhält man durch Integration nach a fol- 
gendes Integral: 

Or sin* a + T sin a cos a-\-F {a) =0^ . . . . (31) 
wobei 



a 



Fi 



R (' 

a) = 2T \ (-X sin a -j- Z cos a) sin ada + C . . . (31a) 
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gesetzt ist. F (a) ist von den äußeren Lasten abhängig und von der 
Integrationskonstante C, die dazu dient, der Funktion F (a) auf dem 
einen Rand der im allgemeinen durch zwei Parallelkreise begrenzten 
Kugelschale einen vorgegebenen Wert zuschreiben zu können. Das 
Integral (31) drückt nichts anderes als das Gleichgewicht der ganzen 
Schale gegen Verschieben in Richtung der Symmetrieachse aus. 

Damit sind alle Vorbereitungen getroffen, um zur Aufstellung der 
Differentialgleichungen unserer Aufgabe überzugehen. Es wäre nahe- 
liegend, folgenden Weg für die Lösung einzuschlagen: In die Gleich- 
gewichtsgleichungen (30) würde man die Werte für a^, a^, G^ und G^ 
aus den Gl. (29a) und (29b) einsetzen. Durch Elimination von t wür- 
den sich alsdann zwei Gleichungen ergeben, in denen £^, Ei und ^ in 
Abhängigkeit yon a auftreten. Da diese drei Größen sich aber wegen 
der Gl. (23), (25 b) und (26b) durch u und w ausdrücken lassen, so er- 
hielte man zwei Differentialgleichungen für die beiden Verschiebungs- 
komponenten u und w. Die Lösung dieser simultanen Differential- 
gleichungen, von denen die eine von zweiter, die andere von dritter Ord- 
nung ist, würde aber erhebliche Schwierigkeiten bereiten. 

Durch geeignete Wahl der Veränderlichen wird man zu wesentlich 
einfacheren Differentialgleichungen geführt. Mit H. Reißner wählen 
wir als Grundveränderliche 

F=ß.T (32) 

und d. Wir wollen zeigen, daß wir damit auch auf zwei Differential- 
gleichungen geführt werden. Die eine wird aus der dritten Gl. (30) 
gewonnen, indem man für G^ und G^ ihre Werte aus Gl. (29b) ein- 
setzt, womit sie übergeht in 

#"-f #'cota — dcot^a — — # = — 4^ . • • (33) 

m D 

mit 

E h? m2 



D = 



3(m2 — 1) 
Durch Einführen des linearen Differentialoperators 

^ (^) = T-v + cot a • -j cot^ a' X . . . . (34) 

da* ' da ^ ' 

kann man Gl. (33) in der Form 

L(d)--e = —^'V (35) 

m D ' 

schreiben. 

Zur Aufstellung der zweiten Differentialgleichung gehen wir von 
Gl. (23) aus, die die Abhängigkeit des Winkels # von den beiden Ver- 
schiebungsgrößen u und w ausdrückt. Statt ii und w wollen wir c^ 
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und Et aus den Gl. (25b) und (26b) einführen. Zu diesem Zweck schrei- 
ben wir diese beiden Gleichungen in der Form 

Sr R = u' — w und St R = u cot a — (T, 
woraus 

R (cy — £<) = u' — u cot a 

folgt. Durch Integration geht hieraus das Integral 

tt = Äsina + sin a« l — ^ ^da . . . (36a) 

! J sm a 

hervor mit k als Integrationskonstante. Damit ergibt sich durch Ein- 
setzen in Gl. (26b) 



, , ( Ä(«r — ««) . D 

(P = A;cosa + COS a* \ — -^ —da — Re* . . 

J sma 



(36b) 



Nachdem u und w durch e^ und e« ausgedrückt sind, erhalten wir 

aus Gl. (23) 

^ = cot a • (e,. — ß<) — €/ (36o) 

An Stelle von Sr und St können wir aus den beiden Gl. (29 a) Or 
und Ol einführen, woraus 

folgt. Setzt man in diese Gleichung die aus Gl. (30) und (31) errech- 
neten Werte für a^ und o<: 



^(a) 

a- = — T cot a . o ; 

sm^ a 

dt Z j.yF{a) 
da 2h sm'a 



(36d) 



ein, so geht sie über in 

JS* = T'' + r'cota-rcot«a + ^T-f^[z'.--(l + ;^)xJ- 

Mit dem durch Gl. (34) gegebenen Differentialoperator L läßt sich 
die letzte Gleichung auch in der folgenden Form schreiben: 

£*^LW+i. + ^[z'-(l+i)^] 

oder nach Einführen der durch Gl. (32) festgelegten neuen Veränder- 
lichen V A 

ER» = L{V)^ — V + 0, (37) 

wobei r / vT 
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eine von den äußeren Lasten abhängige Funktion darstellt, die als 
gegeben zu betrachten ist. Es läuft demnach die Aufgabe auf die 
Integration der Gl. (35) und (37) 

ER& = L{V) + ^V + \ 

D .4 > .... (38) 

— ^7 = L(#) — — * 

hinaus. Es sind dies zwei simultane Differentialgleichungen 2. Ord- 
nung, deren allgemeines Integral vier willkürliche Konstante enthält. 
Dazu kommt als fünfte Konstante die in (Gl. 31a) in F (a) enthaltene \ 
Konstante C. Mit Hilfe dieser fünf Konstanten läßt sich die Lösung 
der Aufgabe allen Randbedingungen €Lnpassen; denn die sechs am 
inneren und äußeren Rand der Kugelschale vorgegebenen Spannungen 
(a^, r,Gi)a=aa ^^^ (<^n h C^i)a=a< siud gemäß Gl. (31) durch eine Gleich- 
gewichtsbedingung miteinander verbunden, so daß die fünf willkür- 
lichen Konstanten, gerade ausreichen, um allen Randbedingungen zu 
genügen. Das ist der wesentliche Unterschied der strengen Lösung 
gegenüber der im vorigen Paragraphen behandelten einfachen Dar- 
stellung, daß jetzt die Lösung bei beliebigen Randbedingungen möglich 
wird, während die frühere Lösung nur für bestimmte einfache Rand- 
bedingungen Geltung hat, die in der strengen Lösung als Sonderfälle 
mit enthalten sind. 

Sehen wir von der Belastung der Kugelschale zimächst ab, setzen 
also X = und Z = 0, so wird auch 

= 

und damit bilden die beiden Gl. (38) das sog. homogene System unserer 
Aufgabe, durch das den Randbedingungen genügt werden kann. Die 
allgemeine Lösung des inhomogenen Systems (<P + 0) für einen be- 
stimmten Belastungsfall wird bekanntlich aus der allgemeinen Lösung 
des homogenen Systems durch Hinzufügen der zu der betreffenden 
Belastung gehörigen partikulären Lösung gewonnen. Wir wollen zu- 
nächst nur das homogene System (<P = 0) in Betracht ziehen. Wenden 
wir auf die erste der Gl. (38) nochmals die Operation L an, so daß 

REL{^) = LL(V) + ^L(V) 

in 

entsteht, so folgt durch Einsetzen des Wertes von L(V) aus der ersten 
der Gl. (38) sowie von L {&) aus der zweiten Gl. (38) 

LL{V)+^^V = 0, (39) 

wobei 

_ 3(m'-l)/P-yt' 
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ist. Gl. (39) zerfällt in die beiden Differentialgleichungen 

L(V)-i,V = OX 

L(F) + i//F = j 

die nur noch von 2. Ordnung sind. Wendet man auf eine der Gl. (40) 
die Operation L an, so geht sie mit Berücksichtigung der anderen in 
Gl. (39) über, so daß jede Lösung der Gl. (40) gleichzeitig der Diffe- 
rentialgleichung (39) genügt. Die Lösungen der beiden Gl. (40) sind 
aber konjugiert, so daß X — iY die Lösung der einen Differentialglei- 
chung ist, wenn die Lösung der anderen mit X +iY bekannt ist. 
Demnach genügt es, die vollständige Lösung der ersten Differential- 
gleichung (40) zu bestimmen, die ausführlich geschrieben 

7" + Fcota— Fcot^a— i>7 = .... (41) 

lautet, um damit zugleich die vollständige Lösung unserer Aufgabe zu 
haben, wenigstens soweit es sich um die homogenen Differentialglei- 
chungen handelt. 

Durch die Substitution 

X = sin* a \ 

r- \ (42) 

F=ra:«2 = sina-z i 

geht Gl. (41) über in 

^ + ^./2 . L_W ? ^ + ^^ ^0 (43) 

dx^^dx \x^2(x — l)l^ x(x — l) 4 ''' ' ^^^ 

Diese Differentialgleichung hat die Form der allgemeinen hyper- 
geometrischen Differentialgleichung, die in der üblichen Darstellung 
folgendermaßen lautet: 

d^z dz l i—a—a \^ l—y—y' \^ z ( — aa' , yy' , ^^A_a 

d^-^di\ — X — + x-i )+^(^iri)(-^+^in+^^)-o^ 

. . . (44) 

wobei die a, a', ß^ ß\ y, y' die »Exponenten« in den singulären Stellen 
0,1 und oo genannt werden. Die Exponenten haben in unserem Fall 
die Werte 



a = — 1 



a' = 



/j _3 — Ib — 4i;u 


y — 
^ 2 


' 4 


3 + l'5-4i.u 
^ 4 



(45) 



Auf die Theorie der hypergeometrischen Differentialgleichung kann 
hier nicht näher eingegangen werden. Es sei hier für die Leser, die 
sich eingehender damit beschäftigen wollen, auf die autographierte Vor- 
lesung von F. Klein »Über die hypergeometrischen Funktionen«, Leip- 
zig, Teubner 1906, hingewiesen. 
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In dieser Theorie wird gezeigt, daß sich die Lösungen der hyper- 
geometrischen Differentialgleichung (44) in der Nähe jeder singulären 
Stelle durch Potenzreihen nach x darstellen lassen. Bei der Bedeutung 
von a; = sin^ a kommen für uns nur die singulären Stellen x = und 
:r = 1 in Betracht. Die beiden Lösungen für die Umgebung der Stelle 
X = lauten: 

z,=F{ß,ß\2; X) 

x—^ 

worin P (z) eine nach Potenzen von x ansteigende Reihe bedeutet, 
auf deren genauen Wert es hier nicht weiter ankommt. 
Femer bedeutet 

F (a^ b^ c\ x) wird als hypergeometrische Reihe bezeichnet. Die 
Werte von ß und ß' in F {ß, ß\ 2; x) sind aus den Beziehungen (45) zu 
entnehmen. 

Mit den Gl. (46) sind die Lösungen der Differentialgleichung (43) 
gefunden. Die darin auftretenden unendlichen Reihen konvergieren 
für |a;|< 1, also gerade so weit, als sie für unsere Zwecke in Frage kom- 
men. Für Werte von x nahe an 1 konvergiert die entsprechende Reihen- 
entwicklung für die singulare Stelle a; = 1 besser als die in den Gl. (46) 
auftretenden Reihen; jedoch soll hier nicht weiter darauf eingegangen 
werden. 

Die gefundenen Lösungen Zi und Z2 setzen wir in Gl. (42) ein und 
erhalten dann die beiden Lösungen für V: 

Vi = sin a • Zi und F2 = sin a • z^- 

Da die Koeffizienten in den Reihenentwicklungen für Zi und z^ 
wegen des komplexen Wertes von ß und ß' selbst komplex sind, so 
lassen sich Zi und z^ in Real- und Imaginärteil zerlegen: 

Zi = Xi+iYi 

Z2 = -^2 I ^ •* 2> 

und damit wird 

Fi = sina(Xi + i FJ 

Fg = 8ina-(X2 +^^2)1 

worin Xj, Fl, X2, 3^2 Potenzreihen von x mit reellen Koeffizienten 
darstellen. Wie im Anschluß an die Gl. (40) bemerkt wurde, sind 

^^^^^^ V^ = sin a{Xi — iYi) 

F4 = sina(X2 — iY^) 

die Lösungen der zweiten Gl. (40) und damit auch Lösungen der Diffe- 
rentialgleichung 4. Ordnung, die durch Gl. (39) gegeben ist, so daß die 
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vier gesuchten Lösungen unserer Aufgabe gefunden sind. Durch Zu- 
sammensetzen dieser vier komplexen Lösungen ergeben sich die vier 
reellen Lösungen 



i = ' — - = sm a A 1 ; 



J.= 



:Vl 



= sin a • y, 



/« = 



3 



Vt + Vt 



sin a X^] 



4 = — i ^ — - = sm a • y. 



(48) 



und durch Multiplikation mit willkürlichen reellen Konstanten c die 
allgemeine Lösung 

F=Ci/i+^2A+<^8^+C4^=sina(ciXi + C2 71 + ^3X2+^4^2) (49) 

Die allgemeine Lösung für # wird erhalten, indem man in die erste 
der Gl. (38) mit <P = 0: 

für V den Wert aus . Gl. (49) einsetzt und beachtet, daß wegen der 
GL (40) die Beziehungen 

gelten, so daß die allgemeine Lösung für ■& lautet: 

1 



+ Ca[^Ji — ftJt] + 



(50) 



Die Koeffizienten der Reihen für Xi, 7^, X^, Y^ werden durch 
Spalten der komplexen Koeffizienten ^er Gl. (46) in Real- und Imaginär- 
teil erhalten. Setzen wir 

y^ = jBo +B^x +B^x^ +...., 
so berechnen sich die Koeffizienten aus den Rekursionsformeln 



^n — -^n-l 



a«_ 



n-l 






-ß«-! 



M 



in(n + i) 



ö^n-l 



(51) 



"~ "-Un(/i+l) *^^"-M/i(n+l) . 
wobei zur Abkürzung 

a„_i = 4»* — 2n — 1 

gesetzt ist. Entsprechendes gilt für 

Y,= Yi\gx + D.iX-^ + Do + DiX-{-DiX!* + . . 
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'^obei 






1+i"*' 



^-i = - 



Do = 



4/i 



l+/i* 



. (51b) 



gilt und sich die übrigen Koeffizienten C„, i)„ aus An und Ä„ durch 
die Beziehungen 

r=n — 1/ _ o \i r=n—i 



<^n = A.[-^+~± (i,-^ 



+i"* 2 + 



j)\ + <l 



6,/t 



r=0 flr^ + A« 



{51c) 



berechnen lassen. 

Wir können für das Weitere die Funktionen Xi^ Fi, X^^ Y2 als 
bekannte Funktionen von x ansehen, die mit beliebiger Genauigkeit 
angegeben werden können. Die Gl. (49) und (50) lassen sich unter 
Benützung von Gl. (32) auch folgendermaßen schreiben: 



T = ^ = — ß— (Ci A^i + c, Fl + Cs Xj + C4 Yj) 



*=f^K4^-.«^3) 



+ cA^Y, + ^^X,] + 



■ ■ (52) 



+ c-i (— Xt — /iYJ + C4 f— Fa + /f XA 



Um schließlich die gesuchten Spannungskomponenten o,. und a, 
aus den Gl. (36 d) sowie G^ und 6^2 ^"^ ^^^ G^- (29 b) zu erhalten, sind 
die Werte für t und ^ sowie deren Ableitungen aus den Gl. (52) ein- 
zusetzen. Das Resultat ist folgendes: 

Or=— -^ (Cl -^1 + ^8^1 + C3 -^8 + <^4 Yi) — ^.^2 ^ ; 

o, = — ~ - (ci Xi + Cj Fl + C3 Xj + c« l'j) — 



2 sin* a cos a / d Xj 



dY, 



dX 



dY, 



R 



fL±l4.c ii±J--l-c -^«_Lc «J* + -.— -• 



^^=^-3Ä^-i){<'"+^^--Fh(-^^^-^^^) + 



, r, sin^ a cos af 1 1 dX. dYA , / 1 dY^ , 



dX; 



1 dX, 



1 dFj 



dx I' '\TO dx '^ dx 1^ *\m da; 



+/^7? 



(53) 
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G, = - 



sin^äcosaf /l dX^ dl'i^ . /^ <^^i 



^^^ + 



dX,\ , /l dX 



+ /*^^rr +c 



2 



dx/^^Mm da: 




/l dy« . ,d^2\H. 



(53) 



Mit Gl und G2 ist aber auch die größte auftretende Biegungsspan- 
nung an der äußeren und inneren Begrenzung der Kugelschale ge- 
geben. Mit genügender Annäherung ist die Fläche des Schnittstückes 

von der Länge 1 gleich 2 Ä • 1 und das Widerstandsmoment — 0— , so 
daß sich die größten Biegungsspannungen berechnen zu 

3G, , 
a« = — =-^ und ö. 



3 Gj j _ 3 G2 



In den fünf Spannungsgrößen a^, 0^, t, G^, Gg treten die fünf Kon- 
stanten Ci, Cg, Cg, C4 und C auf, wie es die Allgemeinheit der Lösung 
verlangt. 

Die in den vorigen beiden Paragraphen zugrunde gelegten Voraus- 
setzungen Gl = Gg = T = werden durch die besondere Wahl der 
Konstanten 

Cj = ^2 = C3 == C4 = U 

aus der obigen allgemeinen Lösung erhalten, so daß nur die von Null 
verschiedene Konstante C übrigbleibt, mit deren Hilfe sich die Span- 
nungen ^ C 

<jf = ^-ö — ; ^«=H — ^-ö — .... (54) 

sm-a sm*a ' 

berechnen. Die Größe der Konstanten C ergibt sich aus dem Wert 
von Or am Rand der Schale. Dabei müssen die am Rand der Schale 
angreifenden äußeren Kräfte in Richtung der Tangente an die Mittel- 
fläche wirken und sich gleichmäßig über die Dicke der Schale ver- 
teilen, damit dieser Sonderfall eintreten kann. Neu und mit den Ent- 
wicklungen der vorigen Paragraphen nicht zu lösen sind die Fälle, wo 
die Konstanten c von Null verschieden sind. Diese vier verschiedenen 
Lösungen entsprechen den in Abb. 67 unter a, 6, c, d gekennzeichneten 
vier Belastungsfällen. Im Fall a) treten am äußeren Rand Schub- 
spannungen auf; im Fall b) kommt dazu noch ein äußeres Drehmoment. 
Im Fall c) und d) haben wir es mit oben geöffneten Kugelschalen zu 
tun, die nur am Innenrand belastet sind, während der äußere Rand 
in beiden Fällen keine Lasten trägt. 
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/^....-!\ 



€/ 



^ 



Abb. 67. 



Aus den erwähnten fünf verschiedenen Belastungen der Ränder 
läßt sich der allgemeinste Belastungsfall ableiten. Im allgemeinen 
wird es sich jedoch empfehlen, bei beliebig vorgegebenen Randbedin- 
gungen von der analytischen Lösung, wie wir sie oben kennengelernt 
haben, Gebrauch zu machen. 

Die Formänderung, die den verschiedenen Belastungsfällen ent- 
spricht, wird aus den Gl. (36a) und (36b) gewonnen, indem man statt 
der Dehnungen e^ und et die Spannungen a^ und a< nach Gl. (29a) ein- 
setzt, die sich zahlenmäßig für die jeweiligen Kräfte am Rand wie 
oben erwähnt angeben lassen. Die Gl. (36a) und (36b) gehen damit 
über in , . /^ 

K = ft sm a H ~- jR sm a I — -. d a 

^ m E J s\na 



«; ^A cos a-j- 



m+1 



Äcos 



J sm a En 



mE j sm a ü w 

Für den ersten Belastungsfall, der den Werten a 
Gl. (54) entspricht, erhält man daraus 

uc =— ^^E ^ ^ h*^ " 'g (*? y ) — cot a 
w+1 



(m Ot — Or) 

r und Ot nach 



(55) 



wc= — 



mE 



«[ 



C Ä 1 + cos a . lg tg 



f) 



(56) 



wobei die Integrationskonstante A, die einer Verschiebung der Kugel- 
schale als Ganzes parallel der Achse entspricht, gleich Null gesetzt ist. 

Für die übrigen Belastungsfälle, die den Konstanten c entsprechen, 

ist wegen der Gl. (36 d) 

dt 
Of = — Tcot a; 



a* = 



da 



in die Gl. (55) einzusetzen. Auch hier läßt sich die Integration leicht 
ausführen und liefert die Verschiebungen 

m-f 1 



m E 



/? r -f- Ä sin a 



Wf^ = — -^R{ar-]rOt) + k cos a 



(57) 
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Dabei ist die Integrationskonstante k geeignet zu wählen, so dafi 
die Verschiebungen von einem bestimmten Punkt, z. B. dem Scheitel 
der Kugelschale aus gerechnet werden. Aus den Verschiebimgen «c» 
Wq und »ei <^e lassen sich die Verschiebungskomponenten im allgemeinen 
Fall zusammensetzen. 

Es ist damit die Frage nach dem Spannungs- und Formänderungs- 
zustand in der Kugelschale unter beliebigen Randkräften vollkommen 
gelöst. ' 

§ 69. Symmetrisch belastete Kugelschale. 

Bisher haben wir nur von den Belastungen der Ränder der Kugel- 
schale gesprochen und die Lösung für die allgemeinste Art dieser Be- 
lastung angegeben. Es fehlt noch die Besprechung der Fälle, in denen 
der Mantel der Kugelschale belastet ist. Mit anderen Worten, wir brau- 
chen noch partikuläre Integrale der inhomogenen Differentialgleichun- 
gen (38), in denen <P von Null verschieden ist, nachdem wir die all- 
gemeine Lösung der homogenen Differentialgleichungen gefunden 
haben. 

Die drei wichtigsten Belastungsgesetze sind: 

kg 

a) konstanter Oberflächendruck von p -"^, 
' ^ cm* 

b) Berücksichtigung des Eigengewichtes bei vertikal gestellter 
Achse, 

c) Belastung durch die Zentrifugalkräfte bei gleichförmiger Dre- 
hung um die Schalenachse. 

Der Fall a) läßt sich sofort erledigen; denn bei der Bedeutung von 

nach Gl. (37 a) ist auch bei diesem Belastungsgesetz <P = 0, so daß 

kg 

das Gleichungssystem (38) homogen bleibt. Lastet der Druck p — ^ 

cm 

von außen auf der Kugelschale, so erzeugt er an jeder Stelle eine in 

jeder Schnitt richtung gleichförmig verteilte Druckspannung von der 

Größe 

R 

wie aus den Gl. (7) § 56 mit Tq = (Kugel) hervorgeht, wenn man nur 
2 Ä an Stelle von h in die dortige Formel setzt. Diese Lösung entspricht 
dem Fall einer geschlossenen Hohlkugel unter dem Außendruck von 

kg_ 
^ cm« 

Ist das Eigengewicht der Kugelschale zu berücksichtigen, ein Fall, 
der hauptsächlich bei Kuppeln von Bedeutung ist, so erhält man mit 
dem spezifischen Gewicht y des Materials die auf die Flächeneinheit 
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der Mittelfläche bezogene Belastung q = 2hy in Richtung der verti- 
kalen Achse der Schale, die sich in die beiden Komponenten zerlegt 

X = g sin a ; Z =^ q cos a, 
so daß in diesem Fall 

ist. Eine partikuläre Lösung der Gl. (38) mit dem berechneten Wert 
von läßt sich angeben, wenn man beachtet, daß 

L (sin a) = — sin a 

ist. Da auch proportional sin a ist, so lassen sich die Gl. (38) lösen 
durch einen Ansatz, in dem ^ und V proportional sin a gesetzt werden: 

# = il sin a; V = zR = B sin a. 
Durch Einsetzen in die Gl. (38) ergibt sich 
^^ B'q{2m + i) . ^^ Ii^hq(2m + i) 

2 mEh (ä* + ^) 6 (m — 1) (ä«+ y) 

Um das Beispiel für eine oben geschlossene Kugelschale weiter zu 
rechnen, setzen wir in Gl. (31 a) die Konstante C = 0, nehmen dafür 
aber das Integral zwischen den Grenzen und a, so daß 

F{a) = —-jf^q{co&a — i) 

ist und sich die Werte der Spannungen a,., Of nach Gl. (36 d) sowie der 
Biegungsmomente Gi, Gj nach Gl. (29b) berechnen zu 

B , Rq cos a — 1 

R ' 2 A sm^ a 

B Rq Rq cos a — 1 
cos a — ^ , cos a — 



' R-— 2 h 2A sin*a 

h?Em 
G, = G, = _3^-^— j-^^cos«.. 

Für den Scheitel der Kugelschale, also für a = 0, wird 

(cir)o=(ö«)o = -^— 4-y^- 

Die beiden Hauptspannungon stimmen im Scheitel überein, wie es 
bei einer geschlossenen Schale auch sein muß. Die Werte der Span- 
nungen am freien Rand der Schale für a = a^ liefern uns die Rand- 
bedingungen. Bei der Halbkugelkuppel werden die Randbedingungen 
durch Einsetzen von a^ = 90® erhalten zu 

Rq B r (^ 

Föppl. Drang und Zwang, Bd. II. 3 
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Dabei ist a,. = ^-^ der senkrechte Druck, den die Kuppel infolge 

ihres Gewichtes auf die Unterlage ausübt und der sich zur Kontrolle 
auch aus dem Gesamtgewicht der Schale 2 R^n q berechnen läßt, wenn 
man durch die Auflagerfläche i Rnh dividiert. Lagert die Schale auf 
einer rauhen Unterlage, so daß infolge der Reibung eine Schubkraft t 
am Rande der Sfchale auftreten kann, so wird der durch die obigen 
Formeln gekennzeichnete Spannungszustaud auch wirklich bestehen; 
dagegen könnte er bei vollkommen glatter Unterlage durch das parti- 
kuläre Integral allein nicht dargestellt werden. In diesem Fall müßte 
die durch Abb. 67 a gekennzeichnete Lösung der homogenen Differential- 
gleichung noch hinzutreten. 

Schließlich wollen wir noch das dritte wichtige Belastungsgesetz 
der Kugelschale besprechen, nämlich die Belastung durch Zentrifugal- 
kräfte, die infolge gleichmäßiger Drehung der Kugelschale um die 
Achse an den Elementen der Kugelschale in horizontaler Richtung 
angreifen. Die Winkelgeschwindigkeit der Drehbewegung sei mit a> 
bezeichnet; dann läßt sich das Belastungsgesetz mit der Abkürzung 

g g 

folgendermaßen angeben: 

X = ßsina cos a; Z = — ß sin^ a 
und es wird 

<D = -^^(3 + -i-]8inacosa. 

Beachtet man, daß 

L (sin a cos a) = — 5 sin a cos a 

ist, so läßt sich die Lösung der Gl. (38) in der Form 

1? = — RC^ sin a cos a; V = Rx = — RC^ sin a cos a 

anschreiben, wobei C^ und C^ Konstante sind, die sich durch Einsetzen 
dieser Werte für # und V in die Gl. (38) berechnen lassen. Es er- 
gibt sich 



Cü2 



Ci = 



C,= 
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und damit lassen sich nach den Gl. (36 d) die Spannungen a^ und <7«, 
v^enn man bedenkt, daß F (a) gleich Null ist, angeben; es ist nämlich 

a^ = Cg cos^ a ; Oi = C^ cos 2 a + — Ä^ ^2 gjj^ «^^ 
Die Biegimgsmomente betragen nach den Gl. (29b) 

* 3 (m* — 1) \ ' m / 

^2= 0/ 2 ^., Ci(cos^a4- — cos2ar 

* 3 (m^ — 1) ^\ ' m / 

Für a = wird (ö^)^ = (ö|)o und (r)© = — ^ = 0. 



;r 



Die Kugelschale ist demnach im Scheitel geschlossen. Da für a = -^ 

die Meridianspannung a,. = wird und auch die Schubspannung x so- 
i^e i^ verschwindet, so gilt die Lösung für eine geschlossene Hohlkugel. 
Die Werte für die Verschiebungen ergeben sich aus den Gl. (55) 

R(m + i) ly ^\ . 

u = — ^^ — h, —^\~ R cor — Cglsm acos a 
mE \g 7 

(v=-^ — Ä^cü^fcos 2 a-\ cos^aj — C2(cos2 a 4-cos*a) • 

Man entnimmt aus diesen Formeln, daß für a = und et = y die 

tangentiale Verschiebung u verschwindet, während w extreme Werte 
annimmt und zwar ist w für a = positiv, was eine Verringerung des 

Radius bedeutet, und für a = ^ negativ, wie leicht einzusehen ist, 

h 

wenn man den Wert für C^ einsetzt und dabei berücksichtigt, daß — 
jedenfalls eine kleine Größe ist. 

Ist die Dicke der Halbkugel im Vergleich zu ihrem Radius zu 

h 
vernachlässigen, so daß -^ gleich Null zu setzen ist, so verhält sie sich 

wie eine Membran ohne Biegungswiderstand. Die zugehörigen Span- 
nungen und Verschiebungen gehen aus den vorstehenden Ausdrücken 

h 
hervor, indem man -^ gleich Null setzt, so daß 

r = (7- = Gl = G« = und a* = — R^oj^ sin^ a 

g 

wird, während sich die Verschiebungskomponenten u und w durch 

3* 
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m + 1 y 
u = .^ß — R^ o)* sin a cos a 

w = ^ -^ Ä» CO« ( cos 2a + 

darstellen lassen. Die Abplattung, d. h. das Verhältnis der Differenz 
der Racfien für den Äquator und die Rotationsachse zum ursprüng- 
lichen Radius der Kugel ist für den Fall der Membran gegeben durch 

mE g 

Nachdem wir für die wichtigsten Belastungsfälle der Kugelschale 
partikuläre Integrale ungegeben haben, bleibt zur Lösung einer be- 
stimmten Aufgabe nur noch, die allgemeine Lösung der homogenen 
Gl. (38), die wir in den Gl. (52) des vorigen Paragraphen gefunden 
haben, den gegebenen Bedingungen an den Rändern der Schale anzu- 
passen, wozu die fünf Integrationskonstanten c^, C2, Cj, c^ und C in den 
Gl. (53) zur Verfügung stehen. Statt der Spannimgsgrößen a^, G^ und 
T, die sowohl für den inneren wie äußeren Rand der Schale beliebig 
gegeben sein können, soweit sie nur mit den übrigen äußeren Kräften 
ein Gleichgewichtskräftesystem bilden, das der Gl. (31) genügt, können 
an den Schalenrändern auch Deformationsgrößen wie z. B. der Winkel 
t? und die tangentiale Dehnung et vorgegeben sein. In diesem Fall 
drückt man nach den im vorigen Paragraphen entwickelten Bezie- 
hungen die Formänderungsgrößen durch die Spannungsgrößen aus und 
setzt diese in die Gl. (52) und (53) ein, wodurch die Gleichungen zur 
Berechnung der Integrationskonstanten gewonnen werden. Auf die 
zweckmäßige Berechnung der Integrationskonstanten sei auf die schon 
erwähnte Dissertation von Herrn Bolle verwiesen, die auch nähere An- 
gabeli für die Berechnung der Reihen für X^, X2, Y^ und 5^2 enthält. 

Ist die Kugelschale oben offen, so wollen wir diese Begrenzung 
der Schale als »inneren Rand« bezeichnen und die zugehörigen geo- 
metrischen und mechanischen Größen durch den Index i kennzeichnen 
im Gegensatz zum Index a, der sich auf den äußeren Rand der Schale 
beziehen soll. Die Resultierende der am inneren Rand wirkenden 
äußeren Kräfte sei mit Qi bezeichnet. Sie berechnet sich nach Gl. (31) zu 

Qi^ — 2R7i'2h'F{a). 

Sehen wir von • den äußeren Kräften auf dem Mantel der Kugel- 
schale ab, so ist nach Gl. (31a) 

F (a) = C, 
so daß die Resultierende der äußeren Kräfte am inneren Rand 

^, = — 4 Rnh • C 
beträgt, woraus sich C berechnet, da Qt als gegeben anzusehen ist. 
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Für den Fall der im Scheitel geschlossenen Kugelschale, die eine 
Einzellast von P kg trägt, muß die Resultierende der in einem kreis- 
förmigen Schnitt um den Scheitel als Mittelpunkt übertragenen Span- 
nungen mit P im Gleichgewicht stehen, so daß 

gilt, woraus sich die Konstante C zu 

C= , ^ . (58) 

berechnet. 

Bei der geschlossenen, symmetrisch belasteten Kugelschale muß im 
Scheitel, also für a = stets 

a,. = Ol und G^=-G^ (59) 

gelten, da hier der Unterschied zwischen Meridian- und Breitenschnitt 

wegfällt. Setzt man die Werte für a„ a,, Cj und G^ aus den GL (53) 

ein und beachtet, daß darin x = sin^a bedeutet, so sind die GL (59) 

für a = erfüllt, wenn in jeder der beiden Gleichungen der Faktor 

1 
von — gleich Null gesetzt wird. Diese Bedingungen liefern uns zwei 

X 

Gleichungen für die Konstanten Cj, Cj, C3, C4, von denen nur C3,ünd c^ 
auftritt, die sich demnach bestimmen lassen. Die Gleichungen lauten 






(60) 



Bei der mit einer Einzellast von P kg im Scheitel belsisteten Kugel- 
schale bestimmt sich C aus Gl. (58), so daß die Konstanten c^ und c« 
dadurch mitbestimmt sind. Die Auflösung der Gl. (60) liefert 

1 



C3 = 



Es bleibt demnach für die im Scheitel geschlossene Kugelschalc 
nur noch die Bestimmung der beiden anderen Konstanten c^ und Cz 
übrig, wofür die Grenzbedingungen am äußeren Rand ausschlag- 
gebend sind. 

Mit jP = wird C = imd auch c^ = c^ = 0. Das bedeutet, daß 
im Fall der oben geschlossenen Kugelschale, wenn im Scheitel keine 
Einzellast wirkt, der Spannimgszustand in der Kugelschale gar nicht 
mehr von den Integralen X2 und Fg abhängt, sondern nur noch von 
Xi und Y^. Die Normalspannung, die dann im Scheitel übertragen 



.38 
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wird, wollen wir mit a« und das Biegungsmoment mit G, bezeichnen. 
Sie berechnen sich aus den Gl. (53): 



o (62) 



<J$ = (Or)a = = (Oi)a = = — -^ (^i X^ -{■ C^ ^1)0 = 

(;.=(C.)..o = (c.)... = - 3jp* "_,^ [c.(ljf.-^r.) + 

wobei die Konstanten c^ und C2 von den Bedingungen am äußeren 
Rand abhängen und sich daraus errechnen lassen. 

Nehmen wir an, daß die Kugelschale im Scheitel eine ganz feine 
Bohrung hat, deren Radius man praktisch gleich Null setzen kann, 
so muß man wieder zwischen a^ und Of sowie zwischen G^ und G^ unter- 
scheiden. 

Wir wollen annehmen, daß der innere Rand der Schale, der dem 
unendlich kleinen Werte a,- = e entspricht, keine äußeren Kräfte auf- 
zunehmen hat, so daß dort 

(a,), = 0; r, = 0; (Gi), = 

ist. Ddi Qi = ist, so ist auch die Konstante C = zu setzen. Ent- 
wickeln wir die durch die GL (53) bestimmten Spannungskomponenten 
für den inneren Rand unter Berücksichtigung, daß e unendlich klein 
ist, so ergibt sich mit den durch die Gl. (62) eingeführten Bezeich- 
nungen 



(Or)i = = a, -f 6 






(G,), = = G.-f £ 



-2 



4''('"-i)-'^"'('+-l)J 



l + A 



2 



(G,), = G. — e-> — L-i ' ^ '■' 



(63) 



Aus der ersten und dritten dieser Gleichungen ergibt sich, da a, 
und Gg endliche Werte haben, daß wegen des Faktors e"^ die Konstanten 
C3 und C4 unendlich klein wie £^ sind. Daß die Konstanten c^ und c^ 
in dem vorliegenden Fall unendlich klein sind, war zu erwarten, da 
sie bei der geschlossenen Kugelschale überhaupt verschwinden, wie wir 
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oben gesehen haben. Führen wir die erste und dritte Gleichung in die 
zweite bzw. vierte Gleichung ein, so ergibt sich 

(a,), = 2 a, und (G2).= 2 G. (64) 

Dieses Resultat bedeutet, daß die Normal- und Biegungsspan- 
nungen im Scheitel einer geschlossenen, dortselbst nicht belasteten 
Kugelschale halb so groß sind als die tangentialen Normal- und Bie- 
gungsspannungen für den Fall, daß die Kugelschale im Scheitel eine 
feine Bohrung hat. Es sei hier bemerkt, daß dieses Ergebnis nicht 
allein auf die Kugelschale beschränkt ist, sondern für alle achsensym- 
metrischen Schalen Gültigkeit hat. Es gilt auch für den Grenzfall des 
ebenen Spannungszustandes, wie wir in § 52 gesehen haben, wo in 
Gl. (142a) zum Ausdruck kommt, daß in einem gelochten Blech bei 
symmetrisch um das Loch verteiltem Spannungszustand die Ringspan- 
nung am Lochrand den doppelten Wert der Spannung im ungelochten 
Blech annimmt. 

§ 60. Schalen von beliebiger Achsensymmetrie. 

Ebenso wie in den beiden vorhergehenden Paragraphen am Bei- 
spiel der Kugelschale ausführlich dargelegt wurde, läßt sich die Lösung 
auch im Fall der Kegelschale und Ringschale angeben. Wir wollen in 
diesem Paragraphen zunächst für eine Schale von beliebiger Achsen- 
symmetrie die Differentialgleichungen des Problems aufstellen. Dabei 
halten wir uns eng an den in § 58 entwickelten Sonderfall der Kugel- 
schale, so daß wir uns hier kürzer fassen können. Da die Veränder- 
lichkeit der Dicke der Schale längs des Meridians zunächst keine wei- 
teren Schwierigkeiten macht, so soll die Dicke 2 h als veränderlich 
angesehen werden. Die Bezeichnungen der Spannungs- und Verschie- 
bungsgrößen bleiben die gleichen wie sie bei der Kugelschale eingeführt 
worden sind; dasselbe gilt von den äußeren Lasten, sowie den übrigen 
dort benutzten Buchstaben und ihren zugrunde gelegten Bedeutungen. 
Als neu treten hier nur die Bezeichnungen auf, die den veränderten 
Krümmungsverhältnissen Rechnung tragen. Statt des einen Kugel- 
radius R kommen hier die beiden Hauptkrümmungsradien R^ und R^ 
in Frage, von denen R^ im Meridianschnitt und R^ im Normalschnitt 
senkrecht dazu gelegen ist. Ferner ist dabei zu beachten, daß R^ und 
i?2 im allgemeinen Fall, der hier betrachtet werden soll, veränderlich 
und demnach als Funktionen des Breitenwinkels a anzusehen sind. 

Um die Gleichgewichtsgleichungen abzuleiten, denken wir uns ein 
Schalenelement herausgeschnitten, das zu den Winkeldifferentialen da 
imd dq) gehört. Die Bedingungen des Gleichgewichtes gegen Ver- 
schieben in Richtung der Tangente und Normalen zur Meridiankurve 
sowie gegen Drehen um die Tangente an den Breitenkreis liefern uns 
drei Gleichgewichtsbedingungen, die den Gl. (30) von § 58 entsprechen. 
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Die Ableitung erfolgt ebenso wie dort; nur ist dabei zu beachten, daß 
jetzt die beiden Hauptkrümmungsradien voneinander verschieden und 
Funktionen von^a sind, sowie, daß auch die Dicke mit a veränderlicb. 
ist. Da die Dicke in den Gleichgewichtsbedingungen immer nur als 
Faktor der auf die Flächeneinheit bezogenen Spannungen a«., a« und t^ 
sowie der Momente G^ und G^ auftritt, so lassen sich zweckmäßig diese 
Produkte als neue Spannungsgrößen einführen, so daß die Dicke nicht 
weiter in den allgemeinen Gleichungen berücksichtigt zu werden braucht. 
Diese Größen bezeichnen wir mit J^, r< und N bzw. g^ und gg? ^ö daß 
die Beziehungen 

Tr = 2ha^\ Tt = 2kai\ N = 2hx\ gi = 2hG^] g^ = 2hG^ (65) 

gelten. Sie haben die Bedeutung von Spannungen, die auf die Längen- 
einheit der Schnittlinien bezogen sind, die die Mittelfläche mit den 
normalen Begrenzungsschnitten des Schalenelementes gemeinsam hat. 

Zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingungen legen wir Abb. 66 
von § 58 zugrunde. Die Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben 
in Richtung der Tangente an den Meridian lautet: 

d ( Ti Äo sin d) j j m n 7 7 ht rk ' i j i 

— ^^ — ^-p da dcp — Tj Hl cos adadq> — N R^ sm a dadff-f- 

+ X ' Ri R2 sin a da dq) = 0. 

Durch Division mit dadq? ergibt sich daraus die gewünschte Diffe- 
rentialgleichimg. Die mechanische Bedeutung der vier in dieser Glei- 
chung auftretenden Glieder ist die gleiche wie bei den vier Gliedern 
der entsprechenden Gl. (30). Dasselbe gilt von den beiden ahderen 
Gleichgewichtsbedingungen, so daß sich im Anschluß an die Gl. (30) 
ohne Schwierigkeit die Gleichgewichtsbedingungen anschreiben lassen: 

-p- (Ti Ä2 sin a) — Tg Ri cos a — NR^ sin a -}• X • Ä^ Ä^ sin a = 

d 
da 



(NR^ sin a) + Tj R^ sin a-^ T^Risin a-^Z - R^ R^ sin a = 



d 
-j^ (gl i?2 sm a) — ga ^i cos a — NR^ fig sm a = 



.(66) 



Wie dort läßt sich sofort ein Integral dieser Differentialgleichungen 
angeben, indem man die erste mit sin a und die zweite mit cos a multi- 
pliziert und beide addiert. Durch Integration nach a ergibt sich daraus 

Ä2sina(risina + 7V cosa)4-/'(a)=0, . . .. (67) 
worin 



<r 



F(a) = f Äi Ägsin a(X8in a + ^cos a) da -[- C . . (67a) 



!«■ 



eine entsprechende Bedeutung hat wie in Gl. (31a). Durch Gl. (67) 
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kommt die Bedingmig des Gleichgewichtes der durch die Breiten- 
kreise Oq und a begrenzten Schale in Rieh ung der Achse zum Aus- 
druck. 

Wir gehen zu den Formänderungsgrößen der Schale über. Wie 

bei der Kugelschale führen wir außer den Verschiebungen u und w 

der Punkte der Mittelfläche der Schale als dritte Formänderungsgröße 

den Winkel tf ein, der die Änderung des Breitenwinkels a angibt. Da 

durch u und' w die Formänderung allein schon beschrieben werden 

\ kann, so muß # von u und w abhängig sein. Diese Abhängigkeit, die 

? bei der Kugelschale durch Gl. (23) gegeben ist, lautet hier ganz ent- 

\ sprechend : 

^ = ^ (68) 

Die bezogenen Dehnungen der Mittelfläche längs des Meridians 
und senkrecht dazu sollen hier auch ^eder mit Sf bzw. et bezeichnet 
werden. Ihre Abhängigkeit von u und w ist die gleiche, wie sie in den 
Gl. (25b) und (26b) bei der Kugelschale zum Ausdruck kommt. Be- 

\ züglich ihrer Abhängigkeit von den Krümmungsradien ist hier zu be- 

achten, daß die beiden bezogenen Dehnungen, da sie zu Hauptrich- 
tungen sowohl für den Spannungszustand wie für die Krümmungsver- 
hältnisse der Mittelfläche gehören, je nur von dem zugehörigen Haupt- 

I krümmungsradius abhängen; nämlich e^ nur von R^ und ß| nur von 

i?2, so daß 

u' — w 



ß- = 



u cot a — vp 



e,= 



(69) 



ist. Das gleiche gilt von den Dehnungen der Fasern im Abstand z 
von der Mittelfläche. Aus den Gl. (25 a) und (26 a) wird hier 

u' — w ^' 



«r« = 



i?i — z R^ — z 

u cot a — w '& cot a 
^tt = — B : 2 



h 



(70) 



R^ — z i?2 — ^ 

woraus mit z = die Werte von «,. und e* nach den GL (69) hervor- 
gehen. Von den beiden Ausdrücken auf den rechten Seiten der beiden 
letzten Gleichungen rührt jedesmal der erste von den Verschiebungs- 
komponenten u und w her, während der zweite in beiden Gleichungen 
von der dehnungslosen Verbiegung der Mittelfläche abhängt. Der 
Faktor von z in diesen Ausdrücken gibt das Maß der Verbiegung in 

den Hauptrichtungen an jeder Stelle, so daß -5-^ die Krümmungs- 

/l I ~~- z 
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änderung der Meridiankurve und — die Krümmungsänderung des 

dazu senkrechten Schnittes bedeutet, und zwar für Punkte im Ab- 
stand z von der Mittelfläche. Für die Mittelfläche selbst erhält man 
die Krümmungsänderungen daraus mit z = 0. Bezeichnet man die 
Krümmungsänderungen bezogen auf die Längeneinheit der Linien auf 
der Mittelfläche mit x^ bzw. «g? so ist 

_ 1 1 _ *' . _ 1 1 _ cota 

III /tj Ifi /l2 /l2 -"2 

wenn Ri bzw. Äg' cii® Werte der Hauptkrümmungsradien nach der 
Formänderung bedeuten. 

Diese Einführungen der Krümmungsänderungen der Mittelfläche 
an jeder Stelle bietet bei Aufstellung des Zusammenhanges zwischen 
Spannung und Formänderung, wozu wir jetzt übergehen wollen, einen 
gewissen Vorteil in der übersichtlichen Darstellung. Nämlich ebenso 
wie die Hauptspannungen T^ und Tt mit den Hauptdehnungen c,. und 
€t nach dem Hookeschen Gesetz linear miteinander in Beziehung stehen, 
so gilt das gleiche auch für die Biegungsmomente gi und gg in ihrer 
Abhängigkeit von den Krümmungsänderungen x^ und p^g- Das Hookesche 
Gesetz kommt in folgenden Beziehungen zum Ausdruck: 

-, 2hEm . ,. ^ 2hEm . . . ,-^. 

Tr= ^2_i {mer + 6,); r.^-^^^^—j-Cm £, + £,) . . . (72a) 

gi = — 3(^ 2_i) (^xi + ^); g2 = — 3(^2_^) (yytx2 + xi)' ('2b) 

Beachtet man den Zusammenhang zwischen T^^ r<, g^ und g^ einer- 
seits mit öy, a^, Gl und G^ anderseits, so erkennt man, daß sich Gl. (72a) 
mit Gl. (29a) deckt und daß Gl. (72b) durch Einführen der Werte für 
«1 und ptfg ™ Fall der Kugelschale in GL (29b) übergeht. 

Die Vorbereitungen zur Aufstellung der gesuchten Differential- 
gleichungen des Problems sind damit erledigt. Als Veränderliche wählen 
wir wie bei der Kugelschale den Winkel #, sowie die Größe 

V = NR^ (73) 

Mittels V lassen sich T^ und Tt durch die Gl. (66) und (67) aus- 
drücken : 



flo i?ft sin^ a 



2 '*2 



F' H 



wobei zur Abkürzung 



(74) 



H = 4^ R^R^Z (74a) 



§ 60. Schalen von beliebiger Achsensymmetrie. 43 

bedeutet. Die beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen (66) sind dabei 
benützt worden, um die Spannungen T^ und T^ durch die eine Ver- 
änderliche V auszudrücken. Die dritte Gleichgewichtsbedingung (66) 
liefert uns eine der beiden Hauptgleichungen unserer Aufgabe. Die 
darin auftretenden Biegungsmomente g^ und g^ lassen sich wegen der 
Gl. (72b) und (71) durch die Veränderliche d ausdrücken. Es ist 
nämlich 



2h^Em ( &' , » , 



(75) 



2¥Em ( » , , *' 

Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in die dritte Gl. (66) ergibt 
sich eine Differentialgleichung zwischen ^ und V. Bevor wir diese 
Rechnung ausführen, nehmen wir fürs weitere 

h = const (76) 

an, damit die Rechnungen nicht zu weitläufig werden. Unter dieser 
Voraussetzung erhält man die Differentialgleichung 



-t+-^[(f)'+f-"]- 



die im Fall der Kugelschale, wie man sofort sieht, in die entsprechende 
GL (33) von § 58 übergeht. Auch hier empfiehlt sich der übersicht- 
lichen Schreibweise wegen die Einführung eines linearen Differential- 
operators : 

i<*'=i[f*"+((0+f-'°)-*'-f -"«•*] 

h d \ R^^ina dd^] * 42 a /'tqx 

= -5 — -' zr-\—D J—\ 5-cot*a I?, . . . (78) 

Risma dal El da] R^ 

der für die Kugelschale in den durch Gl. (34) dort eingeführten Diffe- 
rentialoperator bis auf den Faktor -^ übergeht. 

Statt Gl. (77) läßt sich nun die abgekürzte Schreibweise 

^W-— :^» = - l^f.7V y .... (79) 

m R^ 2Enrm^ 

benützen. 

Die zweite Hauptgleichung unseres Problems folgt aus der Ver- 
träglichkeitsbedingung (Gl. 68) zwischen den drei Verzerrungsgrößen 
M, w und #. Wir drücken zu dem Zwecke u und w mittels der Gl. (69) 
durch Br und Si aus. Aus den Gl. (69) folgt durch Integration 
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i-: — -da; w = cos a« I -^ — -. = — -da — Br /?• 

sm a J sin a * 

und durch Einsetzen dieser Werte in Gl. (68) erhält man 

fi^# = cot a{Ri€r— R^et) — (^2««)'- 

Führt man darin aus den Gl. (72a) Tr und T^ an Stelle von Er 
und et ein, so geht die letzte Gleichimg über in 



2ER^» = 



cota 



Rl+ -]Tr-[Ri + 



fU 



^.)^-[^(^.-i4- 



Da sich die Spannungen T^ und T^ wegen der Gl. (74) durch V 
und deren Ableitung nach a ausdrücken lassen, so erhält man nach einigen 
Umformungen die gewünschte Gleichung, worin der durch Gl. (78) ein- 
geführte Differentialoperator benützt ist: 



L{V)+~-^-V = 2Eh^» + 0{a) 

tri /Ij 



(80) 



Darin bedeutet (o) eine nur von der Belastung der Schale ab- 
hängige Funktion, die mit Hilfe der durch Gl. (74 a) eingeführten Ab- 
kürzung H (a) lautet : 

F{a) 



<P{a) 



m-»^' 



)+ 



+ 



1 






msin*a 
/?! \F(a)-co8a 



+ 



1 . R 



sin*a 



+ H(a)coia{~+^ 



m- 



(80d) 



Die Gl. (79) und (80) sind die beiden Hauptgleichungen unseres 
Problemes, auf deren Lösung es ankommt. Da der darin auftretende 
Differentialoperator L von der 2. Ordnung ist, so stellen die Gl. (79) 
und (80) ein System von zwei linearen Differentialgleichungen 2. Ord- 
nung dar. Die Belastung des Schalenelementes ist allein in der Funk- 
tion <P (a) enthalten. Wenn wir daher zuerst die am Mantel unbelastete 
Schale untersuchen wollen, so entsprechen ihr die homogenen Diffe- 
rentialgleichungen (79) und (80) mit = 0. Zur Abkürzung wollen 
wir noch 



A 



3(m« — 1) 



2Eh^m^ 
fi = 2Eh^ 



(80b) 



einführen, so daß das homogene System unserer beiden Hauptgleichun- 
gen lautet: 

L(#) L^^ = _;i7 



1 h 



m Ri 



V = fifi 



(81) 
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Wendet man die Operation L (d) auf eine dieser Gleichungen an 
und beachtet, daß h eine konstante Größe bedeutet, so ergibt sich 
die Differentialgleichung 4. Ordnung für '&: 

mit der Abkürzung 

„ , 1 Ä2 o m^— 1 1 Ä« .ß- , 

^ = ^'*-m»Ä7 = ^— ^^ -r^W • • • <^2a) 

Dieselbe Differentiajgleichung 4. Ordnung gilt auch für die Ver- 
änderliche F, so daß die Lösung unserer Aufgabe auf diese eine Diffe- 
rentialgleichung zurückgeführt ist. Sie vereinfacht sich erheblich, wenn 
der Krümmungsradius i?i der Meridiankurve konstant ist; dann heben 
sich nämlich die beiden mittleren Glieder in Gl. (82) gegenseitig weg 
und sie vereinfacht sich zu: 

LL(»)+ß^^ = . (83) 

Diese vereinfachte Differentialgleichung 4. Ordnung zerfällt in die 
zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung 

Li^) + it^^ = 0\ (84) 

In der Tat führt die Anwendung des Differentialoperators L auf 
eine dieser beiden Gleichungen unter Benützung der anderen wieder 
auf Gl. (83) zurück, so daß die Lösungen der beiden Gl. (84) zugleich 
die Lösungen der Gl. (83) darstellen. Wegen des symmetrischen Baues 
der Gl. (84) genügt aber das vollständige Integral der einen von beiden, 
um damit auch das der anderen zu haben, das zum ersteren konjugiert 
komplex sein muß. Bezeichnen wir also mit 

J^ = X^+i Fl und J2=- X^+iY^ 

die beiden Integrale der einen der beiden Gl. (84), wobei die X und Y 
reelle Funktionen von a sein sollen, so sind die Integrale der anderen 
durch 

/j = Xi — i Yi und J^= X2 — i 1^2 

gegeben und die allgemeine Lösung der Gl. (83) setzt sich aus den 
reellen Funktionen X und Y durch Multiplikation mit willkürlichen 
Konstanten c folgendermaßen zusammen: 

J = c^Xi + C2 5^1 + C3 X2 + C4 Fa- 

Damit sind die allgemeinen Überlegungen über den Gang der 
Rechnung für den besonderen Fall, daß die Meridiankurve unserer 
Rotationsfläche konstante Krümmung besitzt, angegeben. Die wei- 
teren Rechnungen für die Kugelschale, die unter diesen Sonderfall 
konstanter Krümmung der Meridiankurve fällt, sind in § 58 und § 5^ 
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ausführlich wiedergegeben. Ebenso einfach läßt sich aber auch die 
Kegelschale, wo auch Ri konstant, wenn auch unendlich groß wird, 
sowie die Ringschale erledigen. 

Die Ringschale ist in der Dissertation von Herrn H. Wißler, 
Zürich 1916, ausführlich behandelt worden. »Über die Festigkeit der 
Kegelschale« ist der Titel der inhaltsreichen Dissertation von Herrn 
Fr. Dubois, Zürich 1917. Da die Berechnung der elastischen Kegel- 
schale für die Technik von großer Bedeutung ist, so soll im nächsten 
Paragraphen näher darauf eingegangen werden. 

Hier sei noch auf eine Arbeit von Herrn E. Meißner hingewiesen: 
»Über Elastizität und Festigkeit dünner Schalen« in der Vierteljahrs- 
schrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich, Jahrg. 1915. Herr 
Meißner zeigt hierin, daß auch für den Fall veränderlicher Dicke der 
Schalen von beliebiger Achsensymmetrie die allgemeine Differential- 
gleichung 4. Ordnung sich in zwei Differentialgleichungen 2. Ordnung 
spalten läßt, sobald die Dicke nach einem bestimmten, von der jewei- 
ligen Meridiankurve abhängigen Gesetz veränderlich ist, das in einer 
Differentialgleichung für h zum Ausdruck kommt. Dieser Hinweis 
möge genügen, da hier der Platz fehlt, um auf diese speziellen Aus- 
führungen näher eingehen zu können. 



§ 61. Die Kegelschale. 

Das elastische Verhalten der Kegelschale von konstanter Dicke 
unter dem Einfluß von beliebigen Randbedingungen und äußeren Lasten 
auf dem Kegelmantel ist in den allgemeinen Entwicklungen des vor- 
hergehenden Paragraphen als Sonderfall mit enthalten und zwar gelten 
hier die vereinfachten Gl. (84), da der Krümmungsradius R^ der Meri- 
diankurve konstant ist. Da /?i unendlich groß ist und infolgedessen 

der Winkel a, der als unabhängige 
Veränderliche bei den Entwicklungen 
des vorigen Paragraphen zugrunde ge- 
legt war, einen konstanten Wert an- 
nimmt, so erfordert die Anwendung 
der allgemeinen Formeln auf die Kegel- 
schale einen Grenzübergang. 

Die Lage eines Punktes P auf dem 
geradlinigen Meridian der Mittelfläche 
des Kegels (siehe Abb. 68) wird am ein- 
fachsten durch den Abstand s von der 
Kegelspitze aus gemessen. Dem Fort- 
schreiten von P zu einem benachbarten Punkt Q entspricht demnach- 
das Längenelement ds. Da man bei der beliebig gekrümmten Meridian- 
kurve zu einem Nachbarpunkt durch Fortschreiten um ds = R^da ge- 




.1 



I 



Abb. 68. 
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langt, so kann der Differentialquotient nach a durch Multiplikation mit 
i?i in den Differentialquotient nach ds verwandelt werden. Wir können 
dem nach in den Gleichungen des vorhergehenden Paragraphen überall 

R\--3 — an Stelle von —3 — schreiben und sie dann auf den Fall des 
ds da 

Kegels anwenden, wobei nur darauf zu achten ist, daß jetzt R^ unend- 
lich groß ist und daß sich R^ durch 

R2 = s • cot a 
ausdrücken läßt. 

Indem man dies be.achtet und die Gleichgewichtsbedingungen (66) 
durch Ri cos a dividiert, gehen sie für den Kegel über in 



ds 
_d_ 
ds 

A. 
ds 



{TrS)—T,'{-Xs=0 

(Ns)'\-Trtga + Zs=0 
{giS) — g2 — Ns = 



(85) 



woraus das Gl. (67) entsprechende Integral 

{Tr&ma + N cos a)- s-^F* (s) = 



mit 



8 



F*{$) = —^{Xsina-\-Zcoaa)sds-\-C' 



(86) 



(86a) 



folgt. 

Was die Formäriderungsgrößen betrifft, so geht aus Gl. (68) für # 
der Ausdruck 

^^ (87) 



* = 



ds 



hervor, da u keine Änderung des Winkels a bewirken kann. Für die 
bezogenen Dehnungen und Krümmungsänderungen ergeben die gleichen 
Überlegungen wie oben die Ausdrücke 



ßr- 



ßt = 



X 



d u 




ds 




u — 


«ptga 




s 


d» 


d^w 



1 — TZ — 



X2 = 



ds 
1 



ds^ 



s s ds 



(88) 
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Die Beziehungen zwischen den Spannungen und den Formände- 
rungsgrößen, die durch die Gl. (72a) und {72b) im Hookeschen Gesetz 
ihren Ausdruck finden, bleiben selbstverständlich auch für den Kegel 
unverändert bestehen. 

Als Veränderliche werden auch hier tf und V benützt, wobei nur 
in Gl. (73) statt Äg ^^^ neue Unabhängige s einzuführen ist: 

V = Nscota . . . : . . . . (89) 

Die Ausdrücke für die Normalspannungen Tr und T^ in Gl. (74) 
gehen über in 

^ s 5 • sin a 



^' = -47+^*<*) 



(90) 



mit 



H* (s) = — Z s cot a, .... 
während sich die Biegungsmomente durch die Gleichungen 



(90a) 



gi = — 



gz = — 



llfiEm 



3(m«- 
2h? Em 



1)V'"^+. 



m^ ^-^ 
s ds 



(91) 



3(m«— 1) 
darstellen lassen. 

Fürs weitere setzen wir auch hier konstante Dicke der Kegel- 
schale voraus. Der Differentialoperator L vereinfacht sich hier zu 



,^(x) = Acot ah 



d? X , dx 



+ 



X 

s 



3(m'-l) 
~" 2EK^m'^ 



ds^ ds 
und- die beiden Hauptgleichungen des Kegelproblems lauten 

Li {») 

LiiV) = 2Eh»» + 0i{s) 

0i(s) = hcot'a-\—tga.sX — ^^^ + -^^] 
* ^ im " ds scosaj 



(92) 



(93) 



mit 



t93a) 



Die Gleichungen des homogenen Systems (0^ = 0) lauten mit den 
durch Gl. (80b) eingeführten Abkürzungen 

L,{V) = fi^ / 

Durch Anwendung der Operation Lj auf eine dieser beiden Glei- 
chungen ergibt sich sofort die Differentialgleichung 4. Ordnung 



(94) 
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^i^i(*) + /»i'* = (95) 

mit der Abkürzung 

ßx^^Xfi (95a) 

Die Lösungen von Gl. (95) sind die gleichen wie die Lösungen der 
beiden Differentialgleichungen 2. Ordnung 






(96) 



Durch Einführen des Differentialoperators L^ nach Gl. (92) folgt ' 
daraus 



<P* . 1 dd 






+ 



s ds 



+ (,.^.JL_4\,=o 

\ Acota s s^l 



h cot a 5 ^ 



(96a) 



Für V gelten genau dieselben Gleichungen. 
Durch die Substitution 

in die erste der GL (96a) bzw. 



-=(*-^)/2lÄ_. 



(97a) 



(97b) 



in die zweite Gl. (96 a) nehmen beide die folgende Form an 



dafi 



+m+('-F)*=»- • ■ ■ ■ w 



die aus der allgemeinen Besselschen Differentialgleichung Titer Ordnung 

(99) 



(Py , i dy , L n' . ^ 

d#+¥^+ ^-^'^=ö 



mit n = 2 hervorgeht. 

Bezeichnen wir mit /„ (x) und K^ (x) die Besselschen Funktionen 
erster bzw. zweiter Art, so setzt sich das allgemeine Integral der Gl. (99) 
aus diesen beiden Funktionen durch Multiplikation mit beliebigen Kon- 
stanten zusammen. Demnach ist die Lösung unserer Gl. (98) 

# = c^Jzix) +C2K2{x). 

Beachtet man, daß für x die beiden Werte (97 a) bzw. (97 b) gelten 
können, so ergeben sich die beiden allgemeinen Lösungen der Gl. (96 a) zu 



^i = CtJ,(^{i + i)^2-jJ^.s^ + c,K^{{i + i)]/2 



/^i 



Äcota 



*«=c,/s((l — 0/2 



ßl 



Acota 

FOppl. Drang und Zwang, Bd. II. 



+ c, 



Ki (d - / 



ßl 



- (100) 



Acota 
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Um aus diesen kojnplexen Lösungen für # reelle zu gewinnen, 
setzen wir 



*u = /.((l + ^)/2^..)' 



* 



12 



^.((i + o/ 



ßx 



Acota 






(101) 



so daß vier verschiedene Lösungen für # durch die Kombinationen 



V _1 *iL±*2L. 



Xo = i 



. t?i 1 — Ä 



11 



81 



X4= i 



^11 — »i 



X.= 



*12 + *S 



2 



gewonnen werden, aus denen sich die allgemeine Lösung durch Multi- 
plikation mit willkürlichen Konstanten C zu 

^ = CiXj^ + C^X^ + C^X^'^C^X^ .... (102) 
ergibt. , 

Die allgemeine Lösung für V ist durch die Konstanten C gleich- 
zeitig mitbestimmt. Wenn man beachtet, daß wegen der Gl. (96) 

ist, so ergibt sich durch Einsetzen des allgemeinen Wertes für # aus 
Gl. (102) in die erste der Gl. (94) der allgemeine Ausdruck für V zu 

V = — r- [6i Xg — 62 Xi -j" ^8 -^4 — ^4 -'^aj 

= -l^f-^A^iX,-C,X^-\-C,X,-C,X,l (105) 
y 3 (m* — 1) 

Mit diesen allgemeinen Lösungen für ^ und V lassen sich alle Auf- 
gaben über Beanspruchung der Kegelschale unter gegebenen Bedin- 
gungen an den Rändern der Schale lösen. 

Für den Fall, daß auch auf dem Mantel der Kegelschale gegebene 
Kräfte wirken, ist in den Gl. (93) ^i(s) von Null verschieden, und zwar 
eine durch die Belastung der Kegelschale bestimmte Funktion. Die 
allgemeine Lösung der inhomogenen Gl. (93) setzt sich alsdann aus der 
oben gegebenen allgemeinen Lösung des homogenen Systems und einem 
partikulären Integral der inhomogenen Gleichungen zusammen. Die 
drei wichtigsten Belastungsfälle sind wie bei der Kugelschale das Ge- 
wicht, konstanter äußerer Druck sowie Zentrifugalbelastung für kon- 
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stante Rotation um die Symmetrieachse. Auch für die Kegelschale 
lassen sich die zugehörigen partikulären Integrale in einfacher Form 
angeben. Jedoch kann hier nicht näher darauf eingegangen werden, 
zumal die entsprechenden Überlegungen bei der Kugelschale ausführ- 
lich dargelegt worden sind und für die Kegelschale nichts wesentlich 
Neues bieten. Das gleiche gilt für die Untersuchungen, die sich bei 
der im Scheitel geschlossenen Kegelschale anstellen lassen, wo auch 
hier wie bei der Kugelschale von den vier unabhängigen Lösungen 
unserer Differentialgleichimgen zwei verschwinden. Bezüglich weiterer 
Einzelheiten und Durchrechnung von Beispielen sei auf die bereits er- 
wähnte Dissertation von Herrn Dr. Dubois verwiesen sowie auf die 
Dissertation von Herrn E. Honegger, Luzern 1919, in der die Festig- 
keitsuntersuchung von Kegelschalen mit linear veränderlicher Wand- 
stärke durchgeführt ist. 

§ 62. Näheningslösimgen für die strenge Theorie der Schalen. 

In den vorhergehenden Paragraphen ist für die wichtigsten vor- 
kommenden Schalen die strenge Theorie auch streng gelöst worden, so 
daß eine Näherungslösung nicht mehr erforderlich scheint. Trotzdem 
haben die Näherungslösungen ihre Bedeutung, da sie auch auf Fälle 
anwendbar sind, in denen die strenge Theorie versagt. 

Wir bauen die Näherungslösung, die >vir hier auch nur für achsen- 
symmetrische Schalen angeben wollen, auf Grund des Ausdruckes für 
die Formänderungsarbeit auf. Für ein Schalenelement, das durch zwei 
benachbarte Meridian- und Breitenebenen ausgeschnitten wird, beträgt 
die Formänderungsarbeit 

/l 1 1 1 \ 

\^ ^ ^ ^ I (104) 

Dabei enthalten die fünf Spannungsgrößen nach Gl. (65) die Dicke 

2h als Faktor. Daß in dem Ausdruck für die Formänderungsarbeit 

1 
das letzte Glied Nd' ohne den Faktor -s- auftritt, während die übrigen 

Glieder mit diesem Faktor behaftet sind, erklärt sich daraus, daß bei 
den ersten vier Gliedern die Spannungen und die zugehörigen Defor- 
mationsgrößen durch das Hookesche Gesetz miteinander verbunden 
sind, so daß beim Aufbringen der Lasten die Spannungen und Form- 
änderungsgrößen proportional miteinander wachsen, während N und 
# unabhängig voneinander sind. Diese besondere Rolle, die N und # 
im Ausdruck für die Formänderung spielen, legt es nahe, gerade diese 
beiden Größen als Unbekannte zu wählen und zu versuchen, ob sich 
alle übrigen Spannimgen und Formänderungsgrößen durch sie aus- 
drücken lassen. Bevor wir dies ausführen, bilden wir noch durch Inte- 
gration der Gl. (104) den Ausdruck für die gesamte Formänderungs- 

4* 
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arbeit, indem wir das Integral über die ganze Schale erstrecken. Die 

Integration nach <p läßt sich sofort angeben ; sie beträgt nämlich 2 tz, 

so daß die gesamte Formänderungsarbeit gegeben ist durch 
«i 

A=7i^{Trer+ r,€< + gi?<i + g,?<, + 2iV#)Äi/?,sinada. (105) 

«i 

Mit Hilfe der Gl. (72 a), die das Hookesche (jesetz ausdrücken, 

lassen sich e, und et durch 7V und T^ ersetzen und ebenso gi und gj 
mittels der Gl. (72b) durch Xi und x^. Beachtet man ferner, daß wegen 
der Gl. (73) und (74) sicji Tr und Tt durch die eine Unbekannte N und 
deren Ableitung nach a darstellen lassen und entsprechend Xi und x^ 
wegen der Gl. (71) durch die eine Unbekannte il> und deren Ableitung 
nach a, so kann man den Ausdruck für die Formänderungsarbeit auch 
in folgende Form umgestalten: 

A = 7t]*F{N\N,^',»,a)da, (106) 

wobei F (a) eine bestimmte Funktion ist, die sich nach dem eben C^- 
sagten ohne Schwierigkeit angeben läßt. Für den Fall der Kugel- 
schale soll sie weiter unten angegeben werden. 

Aus der Bedingung für das Gleichgewicht, daß die Formände- 
rungsarbeit zum Minimum werden soll, folgt 

jF(iV',iV,*',#,a)da = Min ..... (107) 
«1 
Nach den Lehren der Variationsrechnung läßt sich diese Minimal- 
forderung mittelst der sog. Lagrangeschen Gleichungen 

da\dN'j ^.. . , . . . . (108) 

da\ b*' 

in zwei Differentialgleichungen umsetzen, die in unserem Fall nichts 
anderes als die beiden Hauptgleichungen (79) und (80) unserer Aufgabe 
darstellen. Es wäre dies ein zweiter Weg zur Ableitung dieser Haupt- 
gleichungen. 

Beim Ritzschen Näherungsverfahren, das wir hier anwenden wollen, 
gehen wir von der Minimalaufgabe nach Gl. (107) aus und wählen für 
N und ^ Funktionen von a, die den Grenzbedingungen genügen xxnd mit 
willkürlichen Konstanten versehen sind, die so zu bestimmen sind, daß 
das Integral einen möglichst kleinen Wert annimmt. Dadurch wird die 
Variationsaufgabe der strengen Theorie in eine einfache Aufgabe der 
Maxima-Minima- Rechnung zur Bestimmung der Konstanten der Nähe- 
rungslösung verwandelt. 

Wenn sich die Randbedingungen in # selbst ausdrücken, so ist 
dieses Näherungsverfahren besonders geeignet. Dies trifft z. B. dann 



bF 

bN 


— 


bF 
b& 


-0 
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zu, wenn der Schalenrand so festgehalten wird, daß sich a am Rand 
nicht ändern kann, so daß dort # = ist. Diese Randbedingung be- 
steht bei vielen Aufgaben. Ist dagegen gi Si,m Rand gegeben, so ist 
damit nach Gl. (75) eine Beziehung zwischen ^ und #' am Rand fest- 
gelegt. Zweckmäßigerweise wird man in diesem Fall für t9 die Lösimg 
dieser Differentialgleichung erster Ordnung ansetzen, wobei die Kon- 
stante, die bei der Integration erhalten wird, aus der Minimalauf gäbe 
bestimmt wird. 

Wir woUen als Beispiel für unser Näherungsverfahren eine im 
Scheitel geschlossene Kugelschale wählen, die am freien Rand der 
Schale (a = a^) durch einen horizontalen Zug nach außen von der 
Größe H, bezogen auf die Längeneinheit in der Mittelfläche, bean- 
sprucht wird und außerdem soll am freien Rand ein Drehmoment nach 
innen wirken, so daß die Änderimg der Neigung der Tangente an die 
Meridiankurve für den Rand der Schale, die durch den horizontsJen 
Zug nach außen hervorgerufen wird, durch das Drehmoment nach innen 
gerade wieder aufgehoben wird. Die Randbedingungen für t9 sind dem- 
nach sowohl für den freien Rand a = Uq als auch für den Scheitel ge- 
geben durch 1? = 0. Für den Scheitel ist diese Bedingung aus Sym- 
metriegründen selbstverständlich. 

Die Schubspannung N ist am freien Rand der Schale durch H zu 

JV = — H sinaQ 
bestimmt, während sie im Scheitel aus Symmetriegründen verschwin- 
den muß. 

Das Eigengewicht der Kugelschale soll nicht berücksichtigt wer- 
den; ferner sei die Dicke 2 h der Schale konstant, so daß wir statt der 
auf die Längeneinheit in der Mittelfläche bezogenen Spannungskompo- 
nenten wieder nach den Gl. (65) die auf die Flächeneinheit bezogenen 
Spannungen einführen können. Der Ausdruck (105) für die Formände- 
rung der Kugelschale vom Radius R lautet dann 

A=2nhR^ \{arer + atet + GiXj^ + G2X^ + 2r»)smada. (109) 

Mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes, wie es durch die Gl. (29a) 
und (29b) zum Ausdruck kommt, wird 

Or Cr + ö* «4 = -g - (m Or^ — 2 a, a, -f w ofj 

gi^+ga^ = - 3^(^2!,i) (^»^' + 2cota-i>tf--fmcot»a^) 

Führt man in die erste dieser beiden Gleichungen statt o^ und a« die 
Unbekannte r mittels der Gl. (36 d) ein, wobei zu beachten ist, daß mit 
Rücksicht auf die Randbedingungen F (a) = ist, so geht sie über in 

Or Cr + ö| £| = -^ — (m cot' tt T* — 2 cot a T t' + m t'2) . (UOb) 

xS TU 
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Danait nimmt der Wert für die Formänderungsarbeit folgende Ge- 
stalt an: . ,, 



^ A i? I -=, — [m x'^ — 2 cot ax' X -{- m cot* a t*) — 



h^Em 



[m i?'2 + 2 cot a#' 1?.+ m cot« a*«) + 2t 



'^\ sin ada. 



(111) 



3Ä2(m2-l) 

Die Symmetrie der Hauptgleichungen (38) unserer Aufgabe, die 
durch die Lagrangeschen Ableitungen des vorstehenden Integrals ge- 
wonnen werden können, kommt in dem symmetrischen Auftreten der 
Unbekannten r und d im Ausdruck für die Formänderungsarbeit zur 
Geltung. Für den Fall anderer Randbedingungen, vor allen Dingen, 
wenn auf dem Mantel der Kugelschale äußere Kräfte wirken, ändert 
sich der Ausdruck (110b) für a,.e,. + ^^t^u indem alsdann in den Gl. (36 d) 
die von den äußeren Kräften herrührenden Glieder mitberücksichtigt 
werden müssen. In diesem Fall liefern die Lagrangeschen Ableitungen 
die inhomogenen Gl. (38). 

Für unser Beispiel gibt Gl. (111) den richtigen Wert für die Form- 
änderungsarbeit. Die Grenzbedingungen lauten: 



ara = 0: t = 0; » = 0\ 
ür a :;= Oo : t = Tq ; ^ = j 



) 



mit 



^0 = — ^^Asinoo (113) 

wobei sich jetzt a^ auf die Flächeneinheit bezieht und mit // durch 

zusammenhängt. 

Es liegt nahe, mit folgendem Ansatz für r und #, der den Rand- 
bedingungen (112) genügt, in den Ausdruck für die Formänderungs- 
arbeit, die zum Minimum werden muß, einzugehen: 



T = To(sin 7. — ;r + ajsin — ;r -f- Og sin 2 — n -\- . . . 



2 a, 



«0 



at 



i? = ftj sin — :7r + 62 sin 2 — 71 -|- 63 sin -» — n -]- ... 



. (114) 



Oo 



«0 



a. 



Durch Einsetzen der Werte für r und i9 und deren Ableitungen 
nach a in 




m 



(mV* — 2 cot ax' X -{- m cot^ a r*) — 



h^Em 



3R\rn^ — l) 



{ni'»'^ + 2 cot a»'^ + mcoi^a&^) + 2x 



#|sin a da ^= Min 



(115) 
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erhält man einen quadratischen Ausdruck in %, ag . . . 61, ^2 • • • ^^^ 
Bedingungen, daß diese quadratische Form zum Minimum werden soll, 
liefert die Gleichungen zur Bestimmung der Werte für a^, ag . . . b^, 
62 - • • Nimmt man zunächst nur a^ und bi von Null verschieden an, 
so zeigt die Ausrechnung, daß die Übereinstimmung mit den nach der 
strengen Theorie von § 58 abgeleiteten Spannungen wohl im ungefähren 
Verlauf, dagegen zahlenmäßig noch nicht gut übereinstimmt, während 
mit Benützung von je zwei Konstanten a^, «2 ^^^ ^1? ^2 ^i® Überein- 
stimmung schon sehr befriedigend ist. Die Berechnung der Konstanten 
macht eine ziemliche Rechenarbeit erforderlich, da zahlreiche bestimmte 
Integrale von dreifachen Produkten aus trigonometrischen Funktionen 
zu bestimmen sind, wie aus Gl. (115) hervorgeht. Das angegebene 
Beispiel, das für R = 143 cm, Ä = 6 cm, m = 5 in der Dissertation von 
Herrn H. Bolle nach der strengen Methode ausführlich berechnet wor- 
den ist, soll nur dazu dienen, die Näherungsmethode daran zu erläutern, 
in Wirklichkeit wird man diese und ähnliche Aufgaben nach der strengen 
Methode lösen, soweit es strenge Lösungen gibt. Dagegen ist die Nähe- 
rungsmethode dann anzuwenden, wenn die strenge Theorie versagt, wie 
z. B. bei beliebigen achsensymmetrischen Schalen oder bei veränder- 
licher Dicke der Schalen. 

In ähnlicher Weise wie hier für die allgemeinen Schalen von Achsen- 
sym.metrie hat Herr Th. Pöschl in einer Arbeit im »Armierten Beton« 
1912 »Über die Berechnung der Spannungsverteilung in zylindrischen 
Behälterwänden mit veränderlichem Querschnitt« das Ritzsche Ver- 
fahren auf die Zylinderschale mit veränderlicher Dicke angewandt. Er 
erhält gute Übereinstimmung mit den Ergebnissen der strengen Theorie 
und berechnet ferner Beispiele, die nach der strengen Theorie nicht 
lösbar sind. Es sei in diesem Zusammenhang darauf hingewiesen, daß 
Herr E. Meißner in einer Arbeit über »Beanspruchung und Formände- 
rung zylindrischer Gefäße mit linear veränderlicher Wandstärke« in 
der Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich die 
strenge Schalentheorie auch auf solche zylindrische Schalen, deren Dicke 
linear veränderlich ist, ausgedehnt hat. Da die zugehörigen Haupt- 
gleichungen aus den Entwicklungen des § 60 ganz ähnlich abgeleitet 
werden können, wie in § 61 für die Kegelschale angegeben worden ist, 
so soll hier nicht weiter darauf eingegangen werden. Die strenge Lösung 
ist auch in diesem Fall wie bei der Kegelschale durch Besselsche Funk- 
tionen möglich. 



Sechster Abschnitt. 

Die Drehfestigkeit der Stäbe. 

§ 63. Die Theorie von de Saint'Venant 

Schon lange vor de Saint-Venant hatte man sich bemüht, eine 
Theorie der Drehfestigkeit oder der »Torsion« aufzustellen und hierbei 
auch einige Erfolge erzielt. Zuerst scheint sich Coulomb mit dieser 
Aufgabe ernsthaft beschäftigt zu haben; er hat bereits die richtige 
Formel für den Verdrehungswinkel eines Stabes von kreisförmigem 
Querschnitt gefunden. Später hat alsdann Na vier zugleich mit seiner 
Theorie der Biegung auch eine vollständig ausgearbeitete Theorie der 
Drehfestigkeit von prismatischen Stäben mit beliebigem Querschnitt 
aufgestellt, die sehr einfach war und die mit dem Ansprüche auftrat, 
eine allgemeine und zutreffende Lösung der ganzen Aufgabe zu bilden. 
Diese Theorie herrschte bis über die Mitte des vorigen Jahrhunderts 
hinaus, und sie hat selbst bis in dieses Jahrhundert hinein noch einzelne 
Anhänger gehabt, obschon sie mit einigen sehr einfachen und allgemein 
bekannten Erfahrungstatsachen in augenscheinlichem Widerspruch 
stand. 

Auf diese Widersprüche hat zuerst de Saint-Venant hingewiesen. 
In zahlreichen Arbeiten hat er die Theorie der Drehfestigkeit auf eine 
ganz neue Grundlage gestellt. Abgesehen von den Stäben mit kreis- 
förmigem Querschnitt, für die sich in den Ergebnissen gegen früher 
nichts änderte, kann man daher die heutige Theorie der Verdrehung 
erst von SainJ-Venant ab rechnen. Merkwürdig lange hat es freilich 
gedauert, bis sie sich gegenüber der Navierschen Theorie durchzusetzen 
vermochte. Erst nachdem Navier gestorben und sein Buch »Resume 
des le^ons« im Jahre 1864 in dritter, von Saint-Venant bearbeiteter 
Auflage neu erschienen war, hat sich dies geändert. In diesem Buche, 
das auch heute noch eine der wichtigsten Quellen für die Lehre von 
der Drehfestigkeit bildet, ließ Saint-Venant zuerst die kurze Darstellung 
Naviers über diesen Gegenstand wieder abdrucken und knüpfte daran 
eine Anmerkung, die sich über mehr als 200 Druckseiten erstreckt und 
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worin er unter • Widerlegung der Ansichten Naviers eine zusammen- 
hängende Darstellung seiner eigenen früheren Arbeiten über die Lehre 
von der Verdrehung gegeben hat. Von da ab galt, wenigstens bei den 
führenden Männern in diesem Zweige der Wissenschaft, die Streitfrage 
als entschieden. Wo sich noch Widerspruch regte, konnte er sich nir- 
gends auf bestimmte Erfahrungstatsachen stützen oder auf zwingende 
Gründe, deren Gewicht auch ein Gegner hätte anerkennen müssen. 

Die Theorie von Navier war von der Annahme aus- 
gegangen, daß der Querschnitt eines Stabes bei der Ver- 
drehung ebenso wie bei der Biegung eben bleiben müsse. 
Für den Fall der Biegung hat sich diese Annahme bekanntlich als 
Rechnungsgrundlage sehr gut bewährt, obschon sie im allgemeinen 
Falle der Biegung, bei dem die Schubspannungen mitwirken, auch 
nicht genau richtig ist. Es ist daher begreiflich, daß man in den Kreisen 
der Ingenieure, die sich viel häufiger mit der Biegung als mit der Ver- 
drehung der Stäbe zu beschäftigen hatten, sehr geneigt war, die guten 
Erfahrungen, die man mit der Annahme des Ebenbleibens der Quer- 
schnitte bei der Biegung gemacht hatte, auch auf die Drehfestigkeit 
zu übertragen, um so mehr, als in dem praktisch wichtigsten Falle 
der Verdrehung einer runden Welle das Ergebnis dieser Theorie mit 
den Beobachtungstatsachen aufs beste übereinstimmt. 

Weniger begreiflich ist dagegen, daß Navier an den auffälligen 
Widersprüchen seiner Theorie mit den Erfahrungstatsachen anschei- 
nend selbst ganz achtlos vorüberging und nicht schon beim ersten 
Hinweise darauf zum mindesten bedenklich wurde, ob sich die An- 
nahme des Ebenbleibens der Querschnitte im Falle der Drehfestigkeit 
aufrecht erhalten ließls. Wäre ihm ein solcher Zweifel jemals gekommen, 
so hätte er als scharfer Denker bei weiterer Verfolgung der Frage sicher- 
lich zu den gleichen Schlüssen gelangen müssen wie de Saint-Venant. 

Der Zwiespalt zwischen der Navierschen Theorie der Verdrehung 
und der Erfahrung läßt sich am anschaulichsten in der folgenden Form 
aussprechen. Man denke sich eine Reißschiene und einen Spazierstock 
aus dem gleichen Stoff angefertigt, und zwar so, daß der Querschnitt 
in beiden Fällen denselben Flächeninhalt hat. Auch die Länge soll 
in beiden Fällen die gleiche sein. Niemand, der aus eigenen Erfah- 
rungen das elastische Verhalten einer Reißschiene und eines Spazier- 
stockes kennt, kann darüber im Zweifel sein, daß ein verdrehendes 
Kräftepaar vom gleichen Momente bei der Reißschiene einen weit 
größeren Drillungswinkel hervorbringt als unter den gleichen Um- 
ständen beim Spazierstocke. Nach der Navierschen Theorie müßte 
dies aber gerade umgekehrt sein. Denn nach dieser Theorie soll der 
Drillungswinkel unter sonst gleichen Umständen dem polaren Trägheits- 
momente der Querschnittsfläche des Stabes umgekehrt proportional 
sein. Von allen Flächen gleichen Inhalts hat aber der Kreis das kleinste 
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polare Trägheitsmoment, und das polare Trägheitsmoment eines Recht- 
ecks wird um so größer, je kleiner bei ihm die Schmalseite im Ver- 
gleiche zur Langseite genommen wird. Die Verdrehungssteifigkeit der 
Reißschiene müßte also nach dieser Theorie weit größer sein als die 
des Spazierstockes, was der Erfahrung durchaus widerspricht. 

Wenn eine Theorie derart offenkundigen Beobachtungstatsachen 
nicht gerecht zu werden vermag, muß sie notwendig auf einer ganz 
verfehlten Grundlage aufgebaut sein. Dieser Grundfehler der Navier- 
schen Theorie kann aber nur in der willkürlichen Annahme bestehen, 
daß die Stabquerschnitte bei der Verdrehung eben 'bleiben müßten, 
denn sonst war in dieser Theorie alles folgerichtig entwickelt. Erst 
Saint- Venant hat sich von dieser Annahme frei gemacht und umgekehrt 
den Nachweis erbracht, daß sich die Stabquerschnitte bei der Verdre- 
hung krümmen müssen, mit Ausnahme des kreisförmigen Querschnittes, 
für den allein sich die Theorie von Navier als richtig bestätigt hat. 

Die Tatsache der Krümmung der Stab- 
querschnitte in allen anderen Fällen 
kann übrigens auch auf dem Wege des 
Versuchs mit geeigneten Hilfsmitteln 
nachgewiesen werden. 

Auch durch die folgende Über- 
legung kann man sich von der Unzu- 
lässigkeit der Annahme, daß die Quer- 
schnitte bei der Verdrehung eben 
bleiben müßten, leicht überzeugen. 
Man betrachte einen Stab etwa von 
quadratischem Querschnitt, wie er in 
Abb. 69 angedeutet ist. Wir wollen annehmen, daß man dem Stab 
auf irgendeine Art eine Formänderung aufgezwungen hätte, wie sie 
der von Navier vorausgesetzten entspricht. Jeder Punkt des Quer- 
schnitts beschreibt dann gegen den ihm gegenüberliegenden eines Nach- 
barquerschnittes, den wir uns bei der Formänderung festgehalten denken 
wollen, einen kleinen Kreisbogen, der senkrecht zu dem vom Mittel- 
punkt des Quadrats nach ihm gezogenen Halbmesser steht. Die ela- 
stische Formänderung beschränkt sich an der betrachteten Stelle auf 
diese Schiebung, und dieser entspricht eine Schubspannung t in der 
Querschnittsfläche, die der Schiebung proportional ist und die in der 
gleichen Richtung senkrecht zum Halbmesser geht. Das waren auch 
in der Tat genau die Folgerungen, die Navier selbst an die Voraus- 
setzung des Ebenbleibens der Querschnitte geknüpft hatte. 

Nun wollen wir verschiedene Punkte des Querschnittsumrisses ins 
Auge fassen, für die dieselben Bemerkungen ebenso gelten. Man kann 
dann die Schubspannung t in zwei Komponenten r^ und Ta» zerlegen, 
von denen die eine in die Richtung des Querschnittsumrisses fällt, 
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Abb. 69. 
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ivährend die andere senkrecht dazu steht. Jeder dieser Komponenten 
entsprechen zugeordnete Schubspannungen, die wir mit T^a. und Zg^ zu 
bezeichnen haben und die jenen gleich sein müssen. Aber die Schub- 
spannungen Tgg. müßten auf der zur Z- Achse senkrecht stehenden Mantel- 
fläche des Stabes angreifen, wenn wir eine Stelle der zu dieser Mantel- 
fläche gehörigen Umrißseite ins Auge gefaßt hatten. Hieraus folgt, 
daß zur Aufrechterhaltung des vorausgesetzten Formänderungszustan- 
des nicht nur verdrehende Kräftepaare an den beiden Stabenden anzu- 
bringen wären, sondern daß außerdem auch noch auf der Mantelfläche 
des Stabes äußere Kräfte als Lasten angreifen müßten, die als Schub- 
spannungen parallel zur Stabachse darauf wirkten. Nur wenn dies 
geschieht, läßt sich die von Navier vorausgesetzte Formänderung tat- 
sächlich erzwingen. 

Aber ein derartiger Belastungsfall ist nicht gemeint, wenn man 
von der Verdrehimg eines Stabes spricht. Zu diesem Begriffe gehört 
vielmehr, daß die Formänderung nur durch die in den Endquerschnitten 
angreifenden Kräftepaare herbeigeführt und aufrecht erhaJten werden 
soll, während die Mantelfläche frei bleibt von äußeren Kräften und 
von jedem äußeren Zwange. Unter diesen Umständen widerspricht 
aber der von Navier aus seiner Annahme erschlossene Spannungs- 
zustand den notwendigen Gleichgewichtsbedingungen an den einzelnen 
Raumelementen, die an die Mantelfläche angrenzen, und er muß daher 
notwendig falsch sein. 

Man kann demnach auch sagen, daß die Naviersche Theorie inso- 
fern fehlerhaft war, als sie gegen eine wichtige Randbedingung verstieß, 
nämlich gegen die Randbedingung, daß die Schubspannungen längs des 
Querschnittsumrisses keine Komponenten haben dürfen, die senkrecht 
zur Umrißlinie stehen. In der Theorie von Saint-Venant spielt gerade 
diese Randbedingung die entscheidende Rolle. Von ihr rührt es auch 
her, daß sich keine allgemein für alle Querschnittsformen verwendbare 
Lösung der Verdrehungsaufgabe angeben läßt. Für jede andere Quer- 
schnittsgestalt muß vielmehr auch wieder eine neue Lösung gesucht 
werden. 

Das Ziel der Theorie der Drehfestigkeit besteht darin, sowohl die 
elastische Formänderung, als den zugehörigen Spannungszustand für 
jede Stelle des Stabes zu ermitteln. Man kann dieses Ziel auf zwei ver- 
schiedenen Wegen erreichen. Der eine Weg, den Saint-Venant einschlug, 
besteht darin, daß man zuerst die elastische Formänderung ermittelt, 
indem man die Komponenten f ?/C der elastischen Verschiebungswege 
als Funktionen der Koordinaten xyz des betreffenden Körperpunktes 
vor der Formänderung darstellt, was mit Hilfe der elastischen Grund- 
gleichungen geschehen kann. Nachdem |;;C bekannt sind, findet man 
auf Grund des Elastizitätsgesetzes auch die damit verbundenen Span- 
nungen. 
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Der andere Weg geht unmittelbar auf die Ermittelung der Span- 
nungen los und schließt, nachdem diese bekannt geworden sind, erst 
rückwärts auf die damit verbundenen Formänderungen. Bei diesem 
Wege geht man aus von den Verträglichkeitsgleichungen, imd in § 8 
des ersten Abschnittes ist bereits gezeigt, wie dies geschehen kann. 
Dieser zweite Weg hat manche Vorzüge vor dem ersten, namentlich 
den, daß er sich besser zur Aufsuchung von Näherungslösungen be- 
nützen läßt. 

Hier wollen wir aber zunächst den von Saint-Venant selbst be- 
nützten Weg über die elastischen Grundgleichungen einschlagen und 
vorläufig auch nur an die strenge Lösung der Aufgabe denken. Freilich 
muß man daran sofort die Warnung knüpfen, die »Strenge« dieser 
Lösungen nicht zu überschätzen. Die mathematische Aufgabe, das 
den vorgeschriebenen Grenzbedingungen genügende Integral der Grund- 
^ gleichungen tu finden, läßt sich zwar in gewissen Fällen in aller Strenge 
lösen; aber damit ist noch nicht gesagt, daß diese Lösung auch physi- 
kalisch unbedingt zuverlässig wäre. Sie wäre es nur, wenn man sich 
darauf verlassen dürfte, daß die Voraussetzungen, auf denen die Grund- 
gleichungen beruhen, bei dem Körper, auf den man eine gefundene 
Lösung gerade anzuwenden wünscht, ebenfalls streng erfüllt wären. 
Aber davon kann gewöhnlich keine Rede sein; man setzt einen isotropen 
Stoff voraus, aber die Baustoffe, aus denen man die Stäbe herstellt, 
für die man solche Festigkeitsberechnungen durchzuführen hat, zeigen 
gewöhnlich ein merklich verschiedenes elastisches Verhalten nach ver- 
schiedenen Richtungen hin, das sich gerade bei der Beanspruchung auf 
Verdrehen recht deutlich bemerklich machen kann. Das geht schon 
daraus hervor, daß der aus Verdrehungsversuchen abgeleitete Wert 
des Schubmoduls G mit den Elastizitätskonstanten E und m häufig 
nicht besonders genau in dem aus Gl. (29) von § 2 ersichtlichen Zu- 
sammenhange steht, der für einen isotropen Körper zutreffen müßte. 
Auch die Voraussetzung der homogenen oder gleichmäßigen Beschaffen- 
heit des Stoffes an verschiedenen Stellen trifft nicht immer zu, indem 
z. B. bei Walzeisenträgern häufig ein sehr deutlich ausgesprochener 
Unterschied zwischen »Randstahl« und »Kemstahl« zu bemerken ist. 

Wer in der Elastizitätstheorie nur an der mathematischen Be- 
handlung der aufgeworfenen Fragen seine Kräfte zu üben gedenkt, 
wird sich über solche Unstimmigkeiten leichten Herzens hinwegsetzen. 
Aber der Ingenieur, der sich nicht aus Freude an theoretischen Ent- 
wicklungen, sondern in der Absicht, über das tatsächliche Verhalten 
der Naturkörper, die ihm vorkommen, zuverlässigen Aufschluß zu er- 
halten, mit der Festigkeitslehre beschäftigt, wird darüber ganz anders 
denken. Für ihn bleibt auch die mathematisch strenge Theorie zu- 
nächst immer noch mit einem gewissen Zweifel behaftet, der sich zwar 
nicht auf die Richtigkeit, wohl aber auf ihre Anwendbarkeit bezieht 
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und solange nicht eine Bestätigung durch die Erfahrung vorliegt, 
wird er sich nicht unbedingt auf sie verlassen. Von diesem Stand- 
punkte aus gibt es keine scharfen Trennungslinien zwischen strengen 
Theorien und Näherungstheorien. Wohl aber gibt es trotzdem noch 
einen Gradunterschied, imd man wird einer Theorie um so mehr Ver- 
trauen entgegenbringen, je weniger willkürliche oder zweifelhafte An- 
nahmen sie enthält. In dieser Hinsicht ist aber die »strenge« Theorie 
immerhin im Vorteil. 

Die elastischen Grundgleichungen, also die Gl. (36) von § 2, lassen 
sich für den Fall, daß keine äußere Massenkraft an dem Körper an- 
greift, in der Form 
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anschreiben. Um eine Lösung zu finden, die auf den Fall der Ver- 
drehung paßt, lassen wir uns von der Überlegung leiten, daß für alle 
Querschnitte des Stabes, die von den Stabenden weit genug entfernt 
sind, im wesentlichen die gleichen Bedingungen vorliegen, daß ferner 
jeder Querschnitt gegenüber den Nachbarquerschnitten eine Drehung 
ausführt, wie sie schon von der Navierschen Theorie vorausgesetzt 
und im Anschluß an Abb. 69 besprochen war und daß schließlich im 
Gegensatze zur Navierschen Theorie jeder Querschnitt außerdem noch 
gekrümmt wird. Wir betrachten zuerst die Drehung für sich, die zu 
Verschiebungen ?/f in der Querschnittsebene führt. Das Achsenkreuz 
des Koordinatensystems denken wir uns auf dem Stabe selbst fest- 
geheftet, so daß die X-Achse mit der Stabachse 
und der Ursprung mit dem entsprechenden Punkte j 
des Anfangs querschnitt es zusammenfällt, während 
die X T-Ebene dauernd durch einen dem Ursprung 
benachbarten Punkt des Anfangsquerschnittes hin- 
durchgehen soll. Der in beistehender Abbildung 
mit A bezeichnete Punkt eines beliebig heraus- 
gegriffenen Querschnittes beschreibt bei der Dreh- 
ung des Querschnittes gegen das Koordinaten- 
system einen kleinen Kreisbogen A B, der gleich 
dem Abstände r von der JC-Achse mal dem Ver- 
drehungswinkel A q> ist. Diesen Winkel denken wir uns sehr klein ; 
er ist proportional dem Abstände des betrachteten Querschnitts vom 
Anfangsquerschnitte, so daß wir 

setzen können, worin # den auf die Längeneinheit kommenden Vor- 




Abb. 70. 
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drehungs- oder Drillungswinkel bedeutet. Für die Verschiebungskom- 
ponenten rjC de& Punktes A in Abb. 70 ergibt sich hiernach 

tl = ^xrsin a; C = — ^xr cos a, 

wofür man weiterhin 

ri=^'&xz\ C = — ^oi^y (2) 

schreiben kann. Damit ist jener Teil der ganzen Formänderung bereits 
vollständig beschrieben, der in der Navierschen Theorie allein berück- 
sichtigt worden war. 

Die Querschnittskrümmimg wird durch die Wege herbeigeführt, 
die von den Punkten des Querschnitts in der Richtung der Stabachse 
zurückgelegt werden, also von den Verschiebungskomponenten f. Als 
unsere Hauptaufgabe müssen wir es daher betrachten, f als Funktion 
von xyz zu ermitteln. 

Aus den Gl. (2) und (1) folgt zunächst 

-r-^ = 0; -— = und daher e=^ — 
oy oz öx 

öf 
und es entsteht die Frage, welcher Wert für e oder-r^ — anzunehmen 

ox 

ist. Nach den Gl. (34) von § 2 ist 




und wenn ^ oder e nicht gleich Null wäre, müßten daher im Quer- 
schnitt des Stabes außer Schubspannungen auch noch Normalspan- 
nungen übertragen werden. Das ist an sich wohl möglich, wenn der 
Stab nicht nur auf Drehfestigkeit, sondern zugleich auch noch auf 
Zug oder Druck oder auf Biegung beansprucht ist. Aber mit diesem 
verwickelten Falle wollen wir uns jetzt nicht beschäftigen, sondern nur 
mit dem einfachsten, bei dem keine Normalspannüngen, sondern nur 
Schubspannungen in der Querschnittsfläche zu erwarten sind. Daß 
ein solcher einfacher Fall möglich und wir daher berechtigt sind, für ihn 

ll=» <3) 

zu setzen, wird sich daraus ergeben, daß wir mit diesem Ansätze die 
elastischen Grundgleichungen sowohl als alle Grenzbedingungen zu be- 
friedigen vermögen. 

Nach Gl. (3) werden alle Querschnitte des Stabes in derselben 
Weise gekrümmt, so daß sie kongruent miteinander bleiben. Aus Gl. (3) 
folgt ferner auch e = 0, d.h. die Formänderung bei der reinen 
Verdrehung erfolgt ohne jede Änderung des Rauminhalts, 
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Die zweite und dritte der elastischen Grundgleichungen (1) sind mit 
diesen Ansätzen bereits überall erfüllt und die erste geht über in 

Das ist eine sehr bekannte Differentialgleichung, mit der jeder 
Mathematiker wohl vertraut ist und die z. B. bei der Lehre von der 
konformen Abbildung und sonst in der Funktionentheorie eine große 
Rolle spielt. Sie hat unendlich viele Lösungen, unter denen es aber 
jene herauszusuchen gilt, die zugleich die Bedingungen am Rande be- 
friedigt. Wir wollen zunächst feststellen, um welche Randbedingimgen 
es sich in unserem Falle handelt. 

Nach den vorher schon angeführten Gl. (34) von § 2 findet man 
für die Spannungskomponenten mit Rücksicht auf die Gl. (2) und (3) 




Ox = Oy= o^ = r^^ = 0\ x^y = G\r-- + »z]; r^z = G\-r— — '»y] . (5) 



Innerhalb des Stabes, für den imsere Lösung gilt, handelt es sich 
daher überall nur um einen Zustand der reinen Schubbeanspruchimg^ 
und zwar so, daß an jeder Stelle eine der Schnittebenen, auf denen 
nur Schubspannungen übertragen werden, mit der Querschnittebene 
zusammenfällt. Am Rande muß nun, wie wir uns vorher im Anschlüsse 
an Abb. 69 überzeugt haben, die Schubspannung in die Richtung der 
Umrißlinie fallen. Bezeichnen wir die Koordinaten eines Umrißpunktes 
mit yz und denken wir uns die Gleichung der UmrißUnie an der be- 
trachteten Stelle durch z = f(y) gegeben, so wird die Richtung der Um- 
rißlinie durch den Differentialquotienten -r- beschrieben. Soll nun die 

Resultierende von T«y und t^.« in die gleiche Richtung fallen, so muß 

ZjtM __ dz 

rxj, dy 

sein und für | folgt daraus mit Rücksicht auf die Gl. (5) die Randbe- 
dingung ^^ 

'^ ^' (6) 



by 

Es war das Verdienst von Saint- Venant, diese Gleichungen aufge- 
stellt und sie für eine Reihe verschiedener Querschnittsformen gelöst 
zu haben. 

Eine der einfachsten Lösungen bezieht sich auf den 
elliptischen Querschnitt. Setzt man nämlich 

S = kyz (7) 
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so wird damit offenbar der Gl. (4) genügt und die Randbedingung geht 
über in 

{k — ^)y _ dz 

{k + ^)z'^ dy' 

woraus durch Integration folgt 

(*-*)y^ + (* + Ä)z« = C (8) 

wenn man unter C einen' Integrationsfestwert versteht. Unter der Vor- 
aussetzung i^ > A; ist dies die Mittelpunktsgleichung einer EUipse. Durch 
passende Wahl der uns noch frei stehenden Festwerte C und k kann inan 
sie mit jeder beliebig vorgeschriebenen Elhpse zusammenfallen lassen. 
Bezeichnet man. nämlich die Halbachsen der Ellipse mit a und 6, und 
zwar so, daß a>b ist, so muß 

a* = -= V- und b^ = 



sein oder auch, wenn man bei gegebenem a und b nach C und k auflöst 

C = Zv — s — ; — TS- 5 k =V — ö — ; — r«~ (9) 

Es bleibt nur noch der Festwert tf zu ermitteln. Dieser folgt aus der 
Bedingung, daß die in jedem Querschnitt übertragenen Schubspannungen 
ein Kräftepaar liefern müssen, das mit dem Yerdrehungsmomente M 
im Gleichgewichte steht. Für die Schubspannungen folgt aber aus den 
Gl. (5) mit Rücksicht auf Gl. (7) 

T«w = G (d + ft) z; Ta., = G{k — 'd)y, 

wofür man nach Einsetzen von k aus Gl. (9) auch 



\Z z^y = 2G^ 



€? 



T«« = — 2 G d 



(10) 



*»z 



— 4-y_.j V— Y 



a^ + b^y 



Vi j \ /' schreiben kann. Das Vorzeichen von & 

\^' 4 *Tx^ ; kann positiv oder negativ sein und 

i; ff Ji richtet sich nach dem Drehsinn des * 

j^^^ 7j Momentes M. Bei einem positiven 

Werte von # nehmen in einem Flächen- 
teilchen dF des ersten Ellipsenquadranten die Spannungskomponenten 
Tx» und Tfl., die in beistehender Abbildung eingetragenen Pfeile an, so 
nämlich, daß beide in bezug auf den Mittelpunkt als Momentenpunkt 
im Uhrzeigersinn drehen. Dasselbe gilt dann nach den Gl. (10) auch 
für die Spannungskomponenten in den gleich gelegenen Flächenteilchen 
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der drei anderen Quadranten. Die in dem Flächenteilchen dF über- 
tragenen Spannungen liefern zum Verdrehungsmomente den Beitrag 

und im ganzen erhält man daher für das Verdrehungsmoment M 

M = -^^[a*0, + b^e;^ (H) 

wenn man unter 0y und ö, die Trägheitsmomente der Ellipsenfläche in 
bezug auf die Y- und die Z-Achse versteht. Für diese gilt aber, wie als 
bekannt vorausgesetzt werden darf, 

und wenn man diese Werte einsetzt und hierauf nach # auflöst, geht 
die Gleichgewichtsbedingung gegen Drehen über in 

^ = ^^JrM (12) 

womit zunächst der Verdrehungswinkel der Welle bekannt ist. Aus 
Gl. (9) und Gl. (i) folgt dann weiter mit diesem W^erte von i? 

*=^ zi^r- ^ ^>der f= äLsT^ 1/Z . . . . (13) 
ncrtrG na^lrG 

und hiermit ist die elastische Gestaltänderung des Stabes von ellip- 
tischem Querschnitt beim Verdrehen vollständig beschrieben. Man sieht 
daraus, daß der Querschnitt die Gestalt eines hyperboli- 
schen Parabaloids annimmt. Die Linien gleicher Verschiebung f 
liegen nämlich auf gleichseitigen Hyperbeln, und alle auf einem Durch- 
messer der Ellipse liegenden Punkte der Querschnittsfläche bilden nach 
der Formänderung eine Parabel. 

Setzt man a = 6, womit die Ellipse in einen Kreis übergeht, so 
werden nach den Gl. (13) k und | zu Null, und in diesem Falle bleibt 
der Querschnitt, wie es die alte Naviersche Theorie vorausgesetzt .hatte, 
bei der Formänderung eben. 

Endlich findet man für die Spannungskomponenten aus den Gl. (10) 
nach Einsetzen des Wertes von •& aus Gl. (12) 

Geht man von der Mitte aus auf einem Halbmesser der Ellipse weiter, 
so wachsen die Abstände y und z im gleichen Verhältnisse miteinander, 
und das gleiche gilt auch von den Spannungskomponenten r«^ imd t„. 
Hieraus folgt, daß die Gesamtspannung t in jedem Punkte des Halb- 

Föppl. Drang und Zwaag, Bd. II. 5 
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messers die gleiche Richtung hat, und «das ist die Richtung der im End- 
punkte des Halbmessers gezogenen Ellipsentangente oder, wie man auch 
sagen kann, die Richtung des konjugierten Durchmessers. Denkt man 
sich eine Reihe von Ellipsen in den Querschnitt eingetragen, die der 
Umrißellipse ähnlich und auch ähnlich zu ihr gelegen sind^ so geht in 
jedem Punkte einer solchen Ellipse die Spannung r in der Richtung der 
zugehörigen Ellipsentangente. Allgemein bezeichnet man in der Lehre 
von der Drehfestigkeit eine Linie, die überall in der Richtung der Schub- 
spannung r in der Querschnittsfläche fortschreitet als eine Spannungs- 
linie. Beim elliptischen Querschnitt sind daher die Spannungslinien 
die soeben erwähnten zur Umrißellipse ähnlichen Ellipsen. 

Die größte Spannung, die längs eines Halbmessers vorkommt, tritt 
am Endpunkte des Halbmessers auf. Bezeichnet man ^ie mit r,., so folgt 
aus den Gl. (14) / ut / % i\ 

wobei jetzt unter y und z die Koordinaten eines Punktes der Umfangs- 
linie zu verstehen sind. Zwischen diesen besteht aber die ElHpsen- 
gleichung « , 

a» ^ i« ' 
mit deren Hilfe man z in y ausdrücken kann, worauf man 

erhält. Nun war a>b vorausgesetzt und daraus folgt, daß t„* an jener 
SteUe des Umfangs den größten Wert annimmt, für die y^ so klein als 
mögUch, also gleich Null ist. Für die größte überhaupt vorkommende 
Spannung r^ax findet man hiernach 

und zwar tritt diese größte Schubspannung am Endpunkte 
der kleinen Halbachse der Ellipse auf, also in jenem Punkte 
des Ellipsenumfanges, der den kleinsten Abstand vom 
Mittelpunkte hat. 

Gerade gegen diesen Schluß haben sich die Anhänger der alten 
Theorie von Navier am heftigsten gesträubt. Ihnen galt als selbstver- 
ständlich, daß die größte Spannung an jener Stelle des Ellipsenumfanges 
eintreten müsse, die am weitesten von der Mitte entfernt wäre, also- 
am Endpunkte der großen Halbachse. Wenn heute noch jemand dieser 
Meinung sein sollte und für andere Gegengründe nicht zugänglich ist, 
kann man ihn nur auffordern, sich durch einen Versuch davon zu über- 
zeugen, was richtig ist. Man beanspruche einen elliptischen Zylinder 
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aus weichem Stahl mit gut polierter Oberfläche auf Verdrehen und be- 
obachte, an welcher Stelle die ersten, auf eine Überschreitimg der Fließ- 
grenze hinweisenden Fließfiguren auftreten. Diese Stelle muß die 
stärkst beanspruchte sein, und man wird dabei die Behauptung der 
Saint- Venantschen Theorie bestätigt finden. Außerdem lehrt der Ver- 
such auch, daß sich die Querschnitte in der Tat krümmen, während die 
vorgefaßte Meinung, die durch den Versuch widerlegt wird, auf der 
Ansicht beruhte, daß die Querschnitte eben blieben. 

Mit dem elliptischen Querschnitt ist zugleich auch der einfache, 
aber praktisch besonders wichtige Fall einer Welle von kreisförmi- 
gem Querschnitt erledigt. Für sie gelten alle vorausgehenden Formeln, 
wenn man darin b = a setzt. 

Femer läßt sich die aufgestellte Lösung auch in sehr einfacher 
Weise auf den Fall einer hohlen Welle übertragen, vorausgesetzt, daß 
auch die innere Begrenzung des Hohlquerschnitts mit einer Spannungs- 
linie des entsprechenden Vollquerschnitts zusammenfällt. Diese Be- 
merkung gilt allgemein, also nicht nur für den elliptischen Querschnitt, 
auf den sie hier angewendet werden soll. Denkt man sich' nämlich in den 
beliebig gestalteten Querschnitt eines Stabes eine Spannungslinie 
eingetragen, so wird durch sie der Querschnitt in einen inneren und 
einen äußeren Teil geschieden. Ebenso trennt auch eine zylindrische 
Fläche, deren Querschnitt die betrachtete Spannungslinie ist, den ganzen 
Stabkörper in einen inneren und einen äußeren Teil. Zwischen diesen 
beiden Teilen werden aber auch schon im vollen Stabe keinerlei Kräfte 
übertragen. Das folgt daraus, daß sich der Stab überall im Zustande 
der reinen Schubbeanspruchung befindet und die Trennungsfläche so 
gezogen wurde, daß sie überall in die dabei spannungsfrei bleibende 
Schnittrichtung fäUt. 

Da beide Teile keine Kräfte aufeinander ausüben, kann es auch für 
keinen von ihnen etwas ausmachen, wenn man den anderen Teil ganz ent- 
fernt. Das Gleichgewicht der an den Endquerschnitten angebrachten 
Lasten und der durch sie hervorgerufenen Spannungen muß 4ann bei 
der gleichen Formänderung auch weiterhin so bestehen bleiben, wie es 
vor der Wegnahme des anderen Teiles gewesen war. Hierbei wird als 
selbstverständlich vorausgesetzt, daß auch an den Endquerschnitten 
die Lasten ebenso verteilt sind wie die Spannungen in allen anderen 
Querschnitten, so daß mit Wegnahme des inneren oder äußeren Stab- 
teiles auch der daran angreifende Teil der Endlasten wegfällt. 

Läßt man den inneren Teil fort, so gelangt man zu einer Hohlwelle, 
auf die sonach die für den Vollquerschnitt aufgestellte Lösung der Ver- 
drehungsaufgabe sofort übertragen werden kann. Für den elliptischen 
Hohlquerschnitt mit den Halbachsen a und b für die äußere und aa 
und a b für die innere Umrißlinie, wobei a irgendein echter Bruch sein 
kann, lassen sich die vorausgehenden Formeln ohne Änderung über- 

5* 
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nehmen bis zur Momentengleichung (11). Dagegen hat man für die Träg- 
heitsmomente 0y und ©5 jetzt zu setzen 

©^ = (1 — a*) —^ ; Ö. = (1 — a*) — ^ 

Für den Verdrehungswinkel erhält man daher an Stelle von Gl. (12) 

a^ 4- 6* 
(1 — af)na^b^G ^ ^ 

Auch die Berechnung der Spannungen läßt sich in derselben Weise 
durchführen wie vorher, und man erhält für die am Ende der kleinen 
Halbachse der Umrißellipse auftretende größte Spannung 

2M ...^ 

Tmax - j^-_ ^) ^ ^ (1/) 

Mit b = a gelten diese Formeln wieder für den kreisringförmigen 
Querschnitt, für den man sie hauptsächlich anzuwenden hat. 

Außer für den elliptischen Querschnitt hat de Saint- Venant strenge 
Lösungen der Verdrehungsaufgabe zunächst noch für den regelmäßig 
dreieckigen Querschnitt und für den rechteckigen Querschnitt gegeben, 
worauf wir noch zurückkommen werden. Außerdem hat er noch eine 
Reihe von Querschnitten behandelt, deren Umrißlinien aus algebraischen 
Kurven höherer Ordnung gebildet sind von solcher Art, daß sich eine 
strenge Lösung dafür leicht angeben ließ. Dabei wurden difese Umriß- 
linien so gewählt, daß sie sich nicht viel von denen unterscheiden, 
wie sie in der Technik öfters vorkommen, für die man aber keine zugleich 
einfache und strenge Lösung zu finden vermag. So hat Saint- Venant 
z. B. den quadratischen und den rechteckigen Querschnitt durch solche 
ersetzt, deren Umrißlinien durch Kurven vierten Grades gebildet 
werden und sich jenen eng anschließen. Das führt zu einer Näherungs- 
tlieorie für den quadratischen oder rechteckigen Querschnitt, die eigent- 
lich eine strenge Lösung für einen nicht viel von dem gegebenen ab- 
weichenden Querschnitt ist. Das Bedürfnis nach einer Näherungslösung 
entsteht nämlich aus dem Grunde, weil die strenge Lösung für den recht- 
eckigen Querschnitt nicht in geschlossener Form, sondern nur durch 
eine unendliche Reihe dargestellt werden kann. Wir halten es freilieh 
für besser, zur Ableitung von Näherungslösungen einen anderen Weg 
einzuschlagen, wie dies späterhin geschehen soll. 

§ 64. Einrfihrung einer Spannungsfunktion. 

Wir fassen jetzt die Verdrehungsaufgabe von der anderen, vorher 
schon erwähnten Seite her an, indem w^ir zuerst die Spannungskompo- 
nenten T;ry und Ta-, als Funktionen der Querschhittskoordinaten zu 
erniitteln suchen und daraus nachträglich erst einen Schluß auf die 
elastische Formänderung ziehen, die mit der Verdrehung verbunden ist. 
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In §8 wurde schon gezeigt, wie man au» den Verträglichkeits- 
gleichungen zu den Bedingungsgleichungen (63) und (64) gelangt, denen 
die Spannungskomponenten t^ und x^ im Falle der reinen Verdrehungs- 
beanspruchung genügen müssen. Sie lauteten, wenn man sie jetzt in 
umgekehrter Reihenfolge anschreibt 

ö^ br^^Q (18) 

^_^=C = 2G» (19) 

bz by 

Die erste dieser Gleichungen war aus den Gleichgewichtsbedingungen 
gegen Verschieben in der Richtung der Stabachse hervorgegangen und 
die zweite aus den Verträglichkeitsgleichungen. Die Konstante C, wie 
sie damals geschrieben wurde, kann auch, wie aus den Gl. (5) des vorigen 
Paragraphen hervorgeht, gleich 2G# gesetzt werden. 

Rein analytisch betrachtet drückt G. (18) die Bedingung dafür aus, 
daß sich beide Funktionen t^^ und Taa in einer einzigen Funktion F der 
Querschnittskoordinaten ausdrücken lassen, so nämhch, daß 

bF _bF 

bz ' ^''~ by 



xy — ■^ _ » *xt — ^ ^- * ' * * \ / 



gesetzt wird. Die dadurch definierte Spannungsfunktion F, deren Er- 
mittlung wir als unsere nächste Aufgabe zu betrachten haben, muß 
dann der aus Gl. (19) hervorgehenden Gleichung 

b^F b^F 

genügen. 

Außerdem muß noch die Randbedingung am Umfange des Quer- 
schnitts erfüllt sein, die vorher durch die Gl. (6) es vorigen Para- 
graphen ausgesprochen worden war. Hier gestaltet sich diese Rand- 
bedingung erheblich einfacher. Aus der ursprünglichen Bedingung für 
den Querschnittsumriß 

tg^ dz 

Ta-v dy 
folgt nämlich nach Einführung der Spannungsfunktion 

^^ dy + ~dz = (22) 



by ^ ' bz 

Das ist aber die Bedingung dafür, daß sich F beim Fortschreiten 
längs dea Querschnittsumfanges nicht ändert. Diese Bedingung gilt 
übrigens nicht nur für den äußeren Umriß, sondern auch für die innere 
Begrenzungslinie bei einem Hohlquerschnitte. Für alle Randlinien 
muß daher F einen konstanten Wert annehmen, der aber 
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^' V 

— > . — I 



für verschiedene, nicht miteinander zusammenhängende 

Randlinien im allgemeinen verschieden ist. 

Eine . strenge Lösung der Verdrehungsaufgabe erhält man, wenn 

man F so zu bestimmen vermag, daß es allen genannten Bedingungen 

genügt. Wir wallen zunächt ein Beispiel 
für eine strenge Lösung besprechen und 
dann zu den Näherungslösungen über- 
gehen, bei denen nicht alle Bedingungen 
erfüllt werden. 

Das Beispiel bezieht sich auf den vor- 
her schon erwähnten Fall eines regel- 
mäßigdreieckigen Querschnitts. Das 
ist zugleich auch das einzige Beispiel für 
einen durch gerade Linien begrenzten Quer- 
schnitt, von dem man eine strenge Lösung 
der Verdrehungsaufgabe durch einen ein- 
fachen geschlossenen Ausdruck gefunden hat. 
Die Dreieckseite sei, wie in nebenstehender Abbildung angegeben, mit 

a imd die Höhe mit Ä bezeichnet, so daß A = -^y3 ist. Die Z- Achse 

lassen wir mit einer Symmetrieachse des Querschnitts zusammenfallen, 
und die 7- Achse führen wir durch den Schwerpunkt des Dreiecks. Die 
Gleichungen der drei Geraden, die den Querschnitt begrenzen, in bezug 
auf dieses Koordinatenkreuz lauten 




Abb. 72. 
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—y = 0; z — 



a 



2h ,2h , ^ 



a 



z+3- = 0. 



Das Produkt dieser drei Gleichungen Hefert die Gleichung, der jeder 
Punkt des Querschnittsumrisses genügen muß. Die Gleichung lautet 
nach Ausmultiplizieren 

z._Äz«_*3yia_Äy«+^2/ =0, . . . .(23) 

wenn in allen Gliedern a in Ä ausgedrückt wird. Schreiben wir dafür 
zur Abkürzung 

f{yz) = o. 



so ergibt sich bei Differentiation nach y und 2, daß 



by^ 



dz' 



(24) 



ist. Immer wenn die Summe der beiden zweiten Differentialquotienten 
der Gleichung des Querschnittsumrisses auf eine Konstante führt, kann 
man eine sehr einfache Lösung der Verdrehungsaufgabe angeben, indem 
man die Spannimgsfunktion F gleich / mal einer Konstanten setzt. 
Dieser Fall liegt übrigens auch bei dem vorher behandelten elliptis($hen 
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Querschnitt vor, für den man die früher auf anderem Wege gefundene 
Lösung ebenfalls sehr schnell nach dem hier eingeschlagenen Verfahren 
ableiten könnte. Hier haben wir 

zu setzen und erfüllen damit alle Bedingungen, die vorher für F aufge- 
stellt waren, denn wegen Gl. (24) ist die Differentialgleichung (21) 
erfüllt und die Randbedingung (22) ebenfalls, da F für alle Punkte deö 
Umfangs zu Null wird. M^n könnte natürlich, wenn man wollte, zu F 
auch noch eine beliebige Konstante addieren, auf die es aber nicht 
ankommt, da die Spannungen nur von den Differential quotienten von F 
abhängen. 

Setzt man f(yz) gleich einem positiven Werte, der kleiner ist als 

4Ä* 

tyj , SO erhält man die Gleichung einer der Spannungslinien, die dem- 
nach algebraische Kurven von der dritten Ordnung sind. Für die Schub- 
spannungen findet man nach den Gl. (20) 

T„ = f|-(3j/*-3z« + 2M 

T.. = - -r- y (3 2 + A). 

Es fehlt noch die Ermittlung des Verdrehungswinkels #. Dieser 
ei^bt sich aus der Bedingung, daß die Schubspannungen im Querschnitt 
dem Verdrehungsmoment M das Gleichgewicht halten müssen. Ein 
Flächenteilchen dF^ das in der Abbildung ersichtlich gemacht ist, liefert 
zur Summe der auf den Schwerpunkt bezogenen Momente der Schub- 
spannungen den Beitrag 

dF(x,,z-x,.y) = dF^(Zy^z-Z^ + 2hz^+&yH + 2hif). 

Daraus folgt durch eine Integration nach y der Beitrag, den 'ein im 
Abstände z von der y-Achse und parallel zu dieser Achse verlaufender 
Streifen von der Höhe dz zum Momente liefert, gleich 

und eine Integration nach z zwischen z = s- und z = + -^ ergibt 

nach Ausrechnung ^ „ j. 

woraus der Verdrehungswinkel # folgt zu 

,= «•-* „ J«* ,25, 

Gah? Ga*f3 



A» 
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Die größte Schubspannung tritt in der Mitte der Umfangseiten auf. 

h 
Das ist der Wert von tg^y an der Stelle «/ = 0, s = ^, also 

G^h JbM _2QM 






Hiermit ist die Aufgabe vollständig gelöst, bis auf die Bestimmung 
der Gestalt der krummen Fläche, auf der die ursprünglich in einer 
Querschnittsebene liegenden Punkte nach der Formänderung enthalten 
sind. Das ließe sich auch noch leicht nachholen durch Zurückgehen 
auf die Gl. (5), aus denen sich, nachdem alle anderen Größen darin 
bekannt sind, | als Funktion von y und z bestimmen läßt. Da kein 
praktisches Bedürfnis danach besteht, möge aber von dieser Ausrechnung 
abgesehen werden. 

§ 66. Naherungslösungen für den rechteckigen Querschnitt. 

Der beste Weg, um zu brauchbaren Näherungslösungen der .Ver- 
drehungsaufgabe zu gelangen, geht von den Sätzen über die Form- 
änderungsarbeit aus. Und zwar empfiehlt es sich, den Satz vom Mini- 
mum der Formänderungsarbeit anzuwenden, in der Art, daß man zuerst . 
einen Spannungszustand ausfindig macht, der allen statischen An- 
forderungen streng genügt und in dem je nach dem Genauigkeitsgrade, 
den man anstrebt, noch einer oder mehrere willkürliche Festwerte vor- 
kommen, die man nachträglich so bestimmen kann, daß die zugehörige 
Formänderungsarbeit so klein wird, als es nach dem gewählten Ansätze 
noch möglich bleibt. 

Allen statischen Anforderungen, die man an eine Lösung — an die 
strenge sowohl als an eine Näherutigslösung — stellen kann, genügt 
man durch die Wahl einer sonst beliebigen Spannungsfunktion F, die 
erstens für alle auf einer Randlinie liegenden Punkte den gleichen Wert 
annimmt und in der zweitens ein für alle Glieder gleicher Faktor vor- 
kommt, der so zu bestimmen ist, daß die im Querschnitte übertragenen 
Spannungen mit dem gegebenen Verdrehungsmomente M Gleichgewicht 
halten. Im einzelnen Falle wird man kaum auf besondere Schwierigkeiten 
stoßen, einen geeigneten Ausdruck für die Funktion F aufzustellen, 
der diesen Forderungen genügt und der zugleich noch eine oder einige 
willkürlich bleibende Konstanten in sich schließt. Für den rechteckigen 
Querschnitt, den wir hier als Beispiel für die Anwendung des Verfahrens 
zugrunde legen, ist dies jedenfalls leicht und noch in sehr verschiedener 
Art möglich. Auch in anderen Fällen wird man gewöhnlich nicht auf 
grundsätzliche Schwierigkeiten bei der Aufstellung einer passenden 
Funktion F stoßen; dagegen kann die Durchführung der sich daran 
schließenden Rechnung leicht so umständlich werden, daß man sie nicht 
mehr bewältigen kann und das Verfahren aus diesem Grunde versagt. 



^ 
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Nachdem man einen geeigneten Ausdruck für F aufgestellt hat, 
berechnet man die dazugehörige -Formänderungsarbeit A. Da es sich 
bei unserer Aufgabe um einen Körper handelt, der sich überall im Zu- 
stande der reinen Schubbeanspruchung befindet, ist die bezogene Form- 
änderungsarbeit A an jeder Stelle 

zu setzen und daher erhält man für die auf die Längeneinheit des 
Stabes treffende Formänderungsarbeit A 

-M(lf)V(if)V - 

wobei man sich nicht dadurch stören lassen darf, daß derselbe Buch- 
stabe F darin in zwei verschiedenen Bedeutungen vorkommt, die sich 
aber leicht auseinanderhalten lassen. 

Bei einem Vollquerschnitt ohne Hohlräume braucht F zunächst nur 
der Bedingung zu genügen, daß F auf der ganzen Umrißlinie den gleichen 
Wert »erhält, und da es auf diesen Wert selbst nicht ankommt, können wir 
ihn auch gleich Null annehmen. Das hat zur Folge, daß sich alle Ansätze 
die wir im dritten Abschnitte bei der näherungsweisen Behandlung 
der Biegungsfestigkeit der Platten für die damals mit | bezeichnete 
Einsenkung der Platte gemacht haben, ohne Änderung auch auf die jetzt 
vorliegende Frage übertragen lassen. 

Wir betrachten wie damals zuerst den einfachsten Ansatz 

/r = cco8i^cosT»-, (28) 

der offenbar der Randbedingung ohne weiteres genügt. Hierbei liegt 
wie früher bei der rechteckigen Platte, der Koordinatenursprung in der 
Rechteckmitte und unter a und h sind die Halbseiten des 
Rechtecks zu verstehen. Mit c ist ein Festwert bezeichnet, der nicht 
willkürlich bleibt, sondern so zu bestimmen ist, daß die Spannungen 
dem Verdrehungsmomente M das Gleichgewicht halten. Diese Forderung 
wird durch die Gleichung ausgesprochen 

^=J(2t,,-yT,,)dF = -J(z|^ + y||)d/J'. . (29) 

Setzt man den in Gl. (28) angenommenen Ausdruck für F ein, so 
geht die Gleichung über in 

,^ \nz ny . nz j„ , Cny . ny nz ,~, 
^ = '^ J 26 •^"^ ^ ^'" 2^^^ + '^ J 2^ ^"^ rf ^^"^ TÄ '^^^ 
Mit Hilfe der Integral formel 

f a; sin ic d x = sin x — x cos x 
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läßt sich dies weiter ausrechnen, und man erhält das einfache Ei^bnis 

32 abc 



M = 



n^ 



Damit der für F gewählte Ansatz allen statischen Anforderungen 
genügt, hat man ihn daher jetzt zu schreiben 

Darin kommt freilich keine willkürliche Konstante mehr vor, 
durch deren passende Wahl wir uns nach dem Satze vom Minimum der 
Formänderungsarbeit dem tatsächlich zu erwartenden Spannungs- 
zustande des Stabes so eng als möglich anzuschließen vermöchten. Wir 
haben daher keinerlei Gewähr dafür, daß Gl. (30) als eine einigeritiaßen 
genaue Näherungslösung angesehen werden könnte. Aber als eine erste 
Annäherung können wir sie immerhin betrachten, da sie wenigstens 
allen statischen Anforderungen genügt und daher bei einem Stoffe, der 
ein anderes elastisches Verhalten zeigt, als wir es hier voraussetzen, sehr 
wohl verwirklicht sein könnte. Es lohnt sich daher, auch noch die wei- 
teren Folgerungen festzustellen, die sich daraus ziehen lassen. 

Für die Schubspannungskomponenten folgt nach den Gl. (20) 

Tifi M ny . nz 

T«.« = -X-; r^ cos -^z-^ Sm 



Tifl M ny nz 

^" ~ ~ 64^6 '"" 2 a ''''' 2T 



'WZ 



Wenn wir a>b voraussetzen, tritt die größte Schubspann- 
nung, die hiernach niöglich ist, an der Stelle j/ = und z = b auf, also 
in der Mitte der längeren Rechteckseite, und wir erhalten dafür 

Um auch den Verdrehungswinkel t? zu berechnen, der dieser Nähe- 
rungslösung entspricht, setzen wir F in Gl. (27) ein und führen die Inte- 
gration über die Querschnittsfläche aus, die nach den in § 37 zusammen- 
gestellten .Integralformeln sofort vorgenommen werden kann. Man er- 
hält zunächst 

^ = 8192 • CTa« ^ i «-« J ^'^ 2T '''' 2b '^^+ b-} '"« Ja ''" 2b '^^| 

und beim weiteren Ausrechnen 

CT» a« + 6« 

8192 ^* Go»ft» * 
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Anderseits muß aber A auch gleich der bei der Verdrehung von den 

1 
äußeren Kräften geleisteten Arbeit sein, also gleich -jr M^ und aus 

dem Vergleiche folgt 

^ a« -i- ^2 ^2 J« ^2 

*=4Ö96 -'^nffSp-- 0.235 -g5f-^ • • • ^32> 

Wir sind damit in den Besitz einer zunächst zwar noch sehr rohen 
Näherungstheorie für den rechteckigen Querschnitt gelangt, die sich 
aber auf dem schon angezeigten Wege leicht — so weit wenigstens als 
man die damit verbundene Rechenarbeit nicht scheut — nach Belieben 
weiter verfeinern läßt. 

Um wenigstens ein Beispiel dafür zu geben, erweitem wir jetzt den 
Ansatz (28) in der folgenden Weise 

F = Cx cos 7~- cos -i^-r + Cj sm 2 -^ sm 2 tt-t . . . (33) 
^ 2a 2fc ' * 2a 2b ^ ' 

Setzt man diesen Wert in Gl. (29) ein, so erhält man nach einfacher 

Ausrechnung ^^ , 

32 ab , ,o/v 

M=-^^{c,:\^c^) ....... (34) 

Außerdem berechnen wir die Formänderungsarbeit A nach Gl. (27), 
was zwar eine etwas längere Rechnung erforderlich macht, aber auch ohne 
wesentliche Schwierigkeiten durchführbar ist. Man findet dann 

Einer der beiden Festwerte c in dem Ansätze (33) kann hiernach 
noch willkürüch gewählt werden, während der andere, um allen Gleich- 
gewichtsbedingungen zu genügen, nach Gl. (34) dadurch mitbestimmt 
ist. Diesen willkürlich wählbaren Wert bestimmen wir nun so, daß die 
Formänderungsarbeit A durch ihn zu einem Minimum gemacht wird. 
Aus Gl. (35) folgt für die kleinen Änderungen dc^ und öc^ von Ci und c^ 

und aus Gl. (34) ebenso 



n^ 



Nun müssen aber sowohl bA als dilf zu Null werden, da M ein für 
allemal fest vorgeschrieben ist, und daraus folgt zunächst 

und weiterhin beim Einsetzen in die Gleichung für bA 
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^71* a « I 32 32 ^ 

2 -^ Ci — 2 :?r« Cg + g^ Cg g" ^i = ^^ 

woraus nach Ausführung der Zahlenrechnung 

Cg = 0,0854 Ci 

folgt. Aus Gl. (34) folgt hierauf weiter 

M 



Ci = 0,284 



ab 



womit die angesetzte Lösung vollständig bestimmt ist.- Die größte 
Schubspannung Xr^ax tritt wieder in der Mitte der längeren Rechteck - 
Seite, also bei j/ = 0, z = b auf und wird 

^max — ^126"^ ^M^ -^ (36) 

und der Verdrehungswinkel d folgt aus 

nach Ausrechnung von A nach Gl. (35) zu 

Eine weitere Verbesserung, die aber freilich eine erheblich ver- 
mehrte Rechenarbeit erfordert, würde sich nun aus dem allgemeineren 
Ansätze 

F = c^ cos ^ cos "2^ + ^2 ^*^ 2 "2a ^'^ 2 "2^ + c^ cos 3 -2^ cos 3 ^ (38) 

anstelle von Gl. (33) ableiten lassen, worauf wir aber jetzt verzichten 
wollen. 

§ 66. Andere Näheningslösungeii für den rechteckigen Quer- 
schnitt 

Eine Spannungsfunktion F^ die für den ganzen Umfang des recht- 
eckigen Querschnitts zu Null wird, ist auch 

F = c{a^—ij^)(b^ — z^) (39) 

und mit diesem Ansätze wollen wir die Rechnungen des vorigen Para- 
graphen nochmals wiederholen. Zunächst folgt aus Gl. (29) für c 

9M 



c = 
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und nach Gl. ^27) folgt beim Einsetzen von F für die Formänderung» - 
arneit ^, ^ q -^2 
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Für den Verdrehungswinkel '& finden wir hiermit die Formel 

* = ^'225 -^^ itf (40) 

in naher Übereinstimmung mit Gl. (37). Die größte Spannung T^ax ^*^ 

der Stelle y == 0, z = 6, wenn wieder a>6 vorausgesetzt wird, ergibt 

sich jetzt zu 

9 ^ M 

W = 2ca«A=-jg^^ = 0,562^. .... {4J) 

Das sind die Formeln der einfachen Näherungstheorie für die Ver- 
drehung eines Stabes von rechteckigem Querschnitt, deren man sich in 
der Technik gewöhnlich bedient und die auch in Band III der »Vor- 
lesungen « ausführlicher, als es soeben geschehen ist, auseinandergesetzt 
wurde. 

Man kann dieser Theorie den Vorwurf nicht ersparen, daß sie sehr 
willkürlich verfährt und daß sie daher nicht viel Vertrauen verdient. 
Aber sie hat den großen Vorzug der Einfachheit, und sie kann, ohne von 
diesem Vorzug allzuviel einzubüßen, auch leicht soweit verallgemeinert 
werden, daß sie sich dem tatsächlichen Verhalten des verdrehten Stabes 
sehr viel enger anzuschließen vermag und daher entsprechend genauere 
Ergebnisse liefert. Man braucht zu diesem Zwecke nur den Ansatz für F 
in Gl. (39) mit irgendeiner einfachen Funktion von y und z zu multipli- 
zieren, die nur Glieder ersten Grades nicht enthalten darf und in der 
einige willkürliche Beiwerte vorkommen, wodurch an der Erfüllung der 
vorgeschriebenen Umfangsbedingung nichts geändert wird und hierauf 
diese »Freiwerte«, wie man sie passend nenneft kann, nach dem Satze 
vom Minimum der Formänderungsarbeit derart zu ermitteln, daß sich 
die Lösung so genau als möglich an die strenge Lösung der Aufgabe 
anschließt. Die Rechenarbeit, die man dabei aufwenden muß, steigt 
zwar mit der Zahl der Freiwerte, die man einzuführen wünscht, also 
mit der Genauigkeit, die man anstrebt, bleibt aber doch im Vergleiche 
mit anderen Verfahren immerhin noch in mäßigen Grenzen. 

Wir begnügen uns damit, die Rechnung für den folgenden Ansatz 
mit drei Freiwerten vollständig durchzuführen, nämlich für 

F=(c^-\-c^,ß-\-c^z^){a^-iß){h^~z^) . . . (42) 
Für die Schubspannungskomponenten ergibt sich daraus 

r., = -|^ = 2 (a* - y^) z (2 c, z^ + c, ?/* + q - r,/;») 
T.. = |-^ = - 2 (6« - :') y (2 f, y^ + r, -' + c^ - c^ a\ 



• t 
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Aus der Momentengleichung (29) erhält man beim Einsetzen dieser 
Werte nach der leicht durchzuführenden Integration über die ganze Quer- 
schnittsfläche 

32 a*fe* 
M = —^ — (5ci + a2cj+^fe2^. 

Weiterhin ist nach der Vorschrift von Gl. (27) die Formänderungs- 
arbeit A zu berechnen. Das gibt zwar etwas umständliche Rechnungen^ 
die sich aber auch ohne besonders großen Zeitaufwand erledigen lassen. 
Man erhält 

^ = ^G-i-^' <«• + "> + '■■«' (m + ä '•) + "' ** (i "+ S) + 

Bei einer Änderung der »Freiwerte« Cj, Cg, Cj darf sich M nicht 
ändern, da es fest vorgeschrieben ist und auch A nicht, weil es durch die c 
zu einem Kleinstwerte gemacht werden soll. Das liefert die beiden 
Gleichungen 

5 d Ol + a« « Cj 4- 62 (5 Cj = 

c,dc,{a^ + b^) + c,dc^a^l^^ + ^ b^'j + c^dc^b^l^^ 

und jede dieser Gleichungen muß für jede beliebige Wahl der de erfüllt 
sein, die mit der anderen Gleichung verträglich ist. Das ist nur möglich, 
wenn die Koeffizienten der <Jc in der einen Gleichung gleiche Vielfache 
von jenen in der anderen Gleichung sind. Man wird dadurch zu den 
beiden folgenden Gleichungen 



35 



geführt, die zwischen den Freiwerten c bestehen müssen. Außerdem 
müssen aber die c auch noch die vorher schon aufgestellte Gleichung für 
das Verdrehungsmoment M befriedigen. Aus diesen drei Gleichungen 
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ersten Grades kann man die drei Unbekannten Cj, Cj, c^ berechnen. Man 
findet 

_ . 45 il/ (9 g* + 1 3 a' y + 9b*) 

"* — 256 (^ü' (a» + 9 b^ (ft* + 9 a«) 

135 M 



C8 = 



256 c? b* (a« + 9 6») 

135 Jt/ 
256 a» fc» (9 a« + ft«) 



Hiermit ist die Lösung vollständig bestimmt. Wir entnehmen 
daraus wieder den Wert von t^ an der Stelle y = 0, z — b und dürfen von 
vornherein erwarten, daß dies der Größtwert der Spannung ist, falls a 
die größere Halbseite des Rechtecks bedeutet. Die Ausrechnung liefert 

_ 4 5i»f 9 g* + 157 gg b* -f 12 b* 
Tmax — j2g ß 51 • («2 + 9 62) (fc2 + 9 a») * ■ ' ^ ' 

Fär den quadratischen Querschnitt, also für 6 = a geht dies 
über in ., 

rmax = 0,618 -J^ . (44) 

Nehmen wir dagegen den anderen Grenzfall eines sehr langen 
und schmalen Rechtecks an, bei dem man b* gegen a' nahezu ver- 
nachlSssigen kann, so liefert die Formel 

Diese Formeln sind nun schon bedeutend genauer als die vorher 
al>geleiteten Näherungsformeln, bei denen das Seitenverhältnis des 
Rechtecks nicht genügend zum Ausdruck kommen konnte, weil der ge- 
wählte Ansatz zu wenig Freiwerte enthielt, mit denen man ihn nach dem 
Satze von der kleinsten Formänderungsarbeit dem wahren Sachverhalt 
näher hatte anpassen können. 

Es fehlt noch die Berechnung des Drillungswinkels #. Diesen erhält 
man wie früher aus der Gleichung 

nachdem man in A die vorher berechneten Freiwerte c eingesetzt hat. 
Wir begnügen uns damit, die Zahlenrechnung für die beiden Grenzfälle 
des Quadrats und des schmalen Rechtecks durchzuführen. Für das 
Quadrat ergibt sich ^ 

# = 0,445-^ (46) 

was sich von Gl. (40) nur wenig unterscheidet, so daß wir annehmen 
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dürfen, daß eine weitere Verbesserung wenigstens für den Fall des 
quadratischen Querschnittes kaum noch nötig erscheint. 

Um zu einer mögUchst einfachen Formel zu gelangen, vernach- 
lässigen wir beim schmalen Rechteck überall i* gegenüber a* und 
erhalten 

~ 448 Ga fe» 
woraus dann weiterhin 

* = ^'201^^ (47) 

folgt. Dieser Wert unterscheidet sich schon erheblich mehr von der aus 
der einfacheren Annahme hervorgegangenen Gl. (40), und wir dürfen 
daher auch von der jetzt verbesserten Formel nicht erwarten, daß sie 
sich dem wahren Werte schon so weit genähert hätte, um eine noch 
genauere Berechnung überflüssig zu machen. 

§ 67. Das hydrodynamische Cileichnis und das Gleichnis von 

PrandlL 

Ein anderer Weg, um zu gut brauchbaren Näherungislösungen der 
Verdrehungsaufgabe zu gelangen, besteht darin, daß man diese Aufgabe 
mit verwandten Aufgaben aus anderen Teilen der theoretischen Physik 
vergleicht und Näherungslösungen, die man dort entweder schon ge- 
funden hat oder doch leicht finden kann, hierher überträgt. Die Ver- 
wandtschaft, die dabei gemeint ist, besteht darin, daß die aus anderen 
Teilen der theoretischen Physik entnommenen Aufgaben in ihrer Lösung 
von derselben Differentialgleichung abhängen und daß auch die Grenz- 
bedingungen in beiden Fällen die gleichen sind. Eine strenge Lösung 
der einen Aufgabe bedeutet dann zugleich auch eine strenge Lösung der 
anderen. Aber auch eine Näherungslösung, die auf dem einen Gebiete 
gefunden wurde, wird sich in der Regel bei der verwandten Aufgabe des 
anderen Gebietes mit Vorteil benützen lassen. 

Im Falle der Verdrehungsaufgabe hat man zwei verschiedene Gleich- 
nisse gefunden, die solche Dienste leisten können. Das eine davon ist 
aus der Hydrodynamik entnommen und bezieht sich auf die Aufgabe, 
eine ebene stationäre Flüssigkeitsströmung anzugeben, die in einem von 
festen Wänden eingeschlossenen zylindrischen Gefäß herumläuft, so daß 
die Wirbelstärke dieser Strömung überall gleich groß ist. Es handelt 
sich also dabei eigentlich nicht um eine dynamische, sondern um eine 
kinematische Aufgabe, da nach den Kräften, von denen die Bewegung her- 
vorgerufen werden kcmnte, dabei gar nicht gefragt zu werden braucht. 

Wir legen in der Querschnittsebene des zylindrischen Gefäßes, in 
der die Flüssigkeitsströmung vor sich geht, ein Koordinatenkreuz ^^'v 
fest und bezeichnen die nach diesen Achsen genommenen Geschwindig- 
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keitskomponenten mit d^ und Vg. Mathematisch ausgedrückt besteht 
unsere Aufgabe darin, Vy und o^ als Funktionen der Querschnittskoordi- 
naten YZ darzustellen. Die »Kontinuitätsgleichung« für die raum- 
beständige Flüssigkeit verlangt, daß an jeder Stelle des Querschnitts 
der Gleichung , ^ x 

y^j^^=0 '. . (48) 

genügt wird. Ferner kann am Rande des Querschnitts die Geschwndig- 
keit keine Komponente senkrecht zur Wand haben; die Flüssigkeit muß 
vielmehr dort überall entlang der Wand strömen. Damit endUch die 
Wirbelstärke überall gleich groJB ist, muß an jeder Stelle auch noch die 
weitere Gleichung 

-vf — ^^Const . (49 

ö z o y . 

bestehen, denn nach dem aus der Hydrodynamik entnommenen Begriff 
des Wirbds bildet der auf der linken Seite dieser Gleichung stehende 
Ausdruck ein Maß für die Wirbelstärke. 

Ein Vergleich der Gl. (48) und (49) mit den Gl. (18) und (19) von 
§ 64 lehrt, daß sie vollständig zur Übereinstimmung miteinander gebracht 
werden können, indem man 

Vy = mXfgy ; ü, = m ta.« ; Const = 2mGd 

setzt, wobei unter m ein Maßstabfaktor zu verstehen ist, der dazu dient, 
die Spannungen in die ihnen entsprechenden Geschwindigkeiten umzu- 
rechnen. 

Auch die Randbedingungen stimmen in beiden Fällen vollständig 
miteinander überein, da im einen Falle die Spannungen und im anderen 
die Greschwindigkeiten am Umfange überall dem Rande entlang laufen 
müssen. Durch die Gl. (18) und (19) und die soeben erwähnte Rand- 
bedingung war aber die Verdrehungsaufgabe eindeutig bestimmt, und 
wir sind daher sicher^ zugleich die richtige Lösung der Verdrehungs- 
aufgabe für einen gegebenen Querschnitt gefunden zu haben, wenn wir 
die verlangte Flüssigkeitsströmung für denselben Querschnitt anzugeben 
vermögen. Hierbei muß man sich nur vorbehalten, den Maßstabfaktor m 
nachträglich noch so zu wählen, daß das aus den Schubspannungen ge- 
bildete Kräftepaar im Gleichgewichte mit dem vorgeschriebenen Ver- 
drehungsmomente M steht. 

Die einfachste und praktisch wichtigste Anwendung 
findet dieses Gleichnis bei der angenäherten Lösung der 
Verdrehungsaufgabe für einen Querschnitt, der ein schma- 
les Rechteck bildet. Für diesen Fall haben wir bereits im vorigen 
Paragraphen die Näherungsformeln (45) und (47) auf ganz anderem Weg 
abgeleitet; aber wir sind dabei zu dem Schlüsse gekommen, daß diese 

Föppl. Drang und Zwang, Bd. IT. 6 
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Formeln noch nicht als hinreichend genau angesehen werden könnten. 
Die früher gewählten Ansätze fügen sich nämlich, wie daraus hervor- 
geht, gerade dem Grenzfalle des sehr schmalen Rechtecks nur ziemlich 
schlecht, und man müßte sie, um die Lösung zu verbessern, durch die 
Einführung einer noch größeren Zahl von Freiwerten erst noch an- 
passungsfähiger machen, was aber zu einer sehr großen Rechenarbeit 
führen würde. Umgekehrt ist dagegen gerade in dem Grenzfalle des 
schmalen Rechtecks das hydrodynamische Gleichnis besonders gut ge- 
eignet, um mit einfachen Mitteln zu einer gut zutreffenden Näherungs- 
lösung zu gelangen. 

Man kann sich nämlich beim schmalen Rechteck sehr leicht ein Bild 
davon machen, wie die verlangte Flüssigkeitsströmung ungefähr aus- 
sehen muß. Zu diesem Zwecke denke man sich eine Anzahl Stromlinien 
in den Querschnitt eingezeichnet. Wir wissen schon, daß sich diese 
Stromlinien mit den Spannungslinien der Verdrehungsaufgabe decken. 
Die äußerste Stromlinie fällt mit der Umrißlinie des Querschnitts zu- 
sammen. Eine ihr nahe benachbarte kann sich aber der Gestalt nach 

auch nicht viel von der äußersten 
! Z unterscheiden, damit die Wirbel- 

stärke überall die gleiche bleibt. 
Wir behalten uns vor, dies nach- 
her noch näher im einzelnen nach- 
zuweisen. Wenn dies feststeht, 
folgt daraus schon, daß im mitt- 
leren Teile eines schmalen Recht- 
ecks (Abb. 73) die Stromlinien 
nahezu geradlinig und parallel zu den Langseiten verlaufen müssen. 
Wenn die Z-Achse, wie in der Abbildung angenommen ist, durch den 
Mittelpunkt des Rechtecks parallel zu den Schmalseiten gezogen wird, 
gilt demnach für alle auf der Z-Achse liegenden Punkte 




Abb. 73. 



ü, '= und zugleich mit großer Annäherung 






= 0. 



Na(!h Gl. (49) hat dies aber zur Folge, daß an diesen Stellen zugleich 

ÖD, 



hz 



= Const 



sein muß. Demnach wachsen die Geschwindigkeiten und hiermit auch 
die Spannungen für die auf der Z-Achse liegenden Punkte proportional 
mit dem Abstände von der Mitte. Geht man wieder vom Strömungsbilde 
zum Spannungsbilde über, so kann man hiernach für die auf der Z-Achse 
liegenden Punkte ,,, = 2G#z (50) 

setzen, denn offenbar ist die Integrationskonstante gleich Null, da im 
Koordinatenursprung die Spannungen verschwinden müssen. 
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Durch die Endpunkte einer kleinen Strecke dz, die irgendwo auf 
der Z- Achse zwischen z = und z = b liegen mag, denke man sich zwei 
Stromlinien gelegt, so wie die beiden in die Abbildung eingetragenen, 
nur viel näher zusammen, und überlege sich, wie sie sich über die Recht- 
eckfläche weiterhin fortsetzen müssen. Offenbar haben beide Strom- 
linien ebenso wie die Rechteckfläche selbst die Koordinatenachsen als 
Symmetrieachsen, und sie werden daher von beiden rechtwinklig ge- 
schnitten. Der zwischen ihnen auf der K-Achse gebildete Anschnitt 
muß zweifellos größer sein als dZy da alle Strecken dz auf der Z-Achse 
zusammen nur die kleine Strecke b ausmachen, während die ihnen auf 
der y-Achse entsprechenden Abschnitte die weit größere Strecke a 
bilden. Es ist kaum nötig, darauf hinzuweisen, daß auch nicht etwa 
einzelne Abschnitte dz auf Kosten anderer eine Ausnahme von dieser 
Regel bilden können wegen der durch die Forderung überall gleicher 
Wirbelstärke bedingten Regelmäßigkeit des ganzen Stromverlaufs. 

Die zwischen zwei benachbarten Stromlinien eingeschlossene Flüssig- 
keit bleibt stets innerhalb dieses Raumes und bildet, wie man sagt, 
einen Stromfaden. Wegen der Unzusammendrückbarkeit muß aber die 
Flüssigkeit durch einen Querschnitt des Stromfadens um so schneller 
strömen, je enger der Querschnitt ist. Daraus folgt unmittelbar, daß in 
den Punkten der Z- Achse, auf der sich die Stromlinien dichter zusammen- 
drängen, die Stromgeschwindigkeiten größter sein müssen als an anderen 
Stellen, insbesondere größer als an den ihnen entsprechenden Punkten der 
y- Achse. Hiernach muß die größte Geschwindigkeit und mit ihr auch 
die größte Spannung an den Stellen y = 0, z = ±b auftreten, also 
in den Mitten der Langseiten des Rechtecks. 

Man überlege sich, auf wie einfache Weise man durch den Vergleich 
mit der Flüssigkeitsbewegung von vornherein schon zu dem der älteren 
Theorie von Navier schnurstracks widersprechenden Ergebnisse über den 
Ort der größten Beanspruchung geführt wird, das sich bei jedem anderen 
Vorgehen, also etwa auch bei dem in den vorhergehenden Paragraphen 
befolgten, erst am Schlüsse einer langen Ausrechnung herausstellte 
und daher nicht so zwingend und überzeugend wirken konnte wie hier, 
wo diese Folgerung beinahe als selbstverständlich erscheint. 

Für die weitere Ausrechnung bezeichnen wir die größte Schub- 
spannung mit Tniax. Für irgendeinen anderen Punkt auf der Z- Achse hat 
man dann nach Gl. (50) ^ 

ZU setzen. In einem Flächenelemente von der Größe dz dSy das sich 
an die Z- Achse unmittelbar anschließt, wird dann eine Kraft übertragen, 
deren statisches Moment, auf den Mittelpunkt des Rechtecks bezogen, 
gleich 



^max T~ d zds ' Z 



z 
b 

6* 
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ist. Hiermit vergleichen wir ein anderes Flächenelement, das zu dem 
gleichen Stromfaden gehört und dessen Längenausdehnung in der Strom- 
richtung ebenfalls mit ds bezeichnet sei. Die in ihm übertragene Kraft 
liefert zur Summe der Momente aller Spannungen den Beitrag 

Tmax -ydzdsp 

wenn p den Hebelarm dieser Kraft, also das Perpendikel auf die Strom- 
linien-Tangente an der betreffenden Stelle bedeutet. Dies folgt nämlich 
daraus, daß in demselben Maße, in dem die Breite des^ Stromfadens 
an dieser Stelle größer geworden ist als dz^ die Strömungsgeschwindig- 
keit der Flüssigkeit und hiermit auch die Spannung kleiner geworden 
ist, so daß das Produkt aus beiden innerhalb desselben Strom fadens 
überall unverändert bleibt. 

Alle zu einem Stromfaden gehörenden Flächenelemente ergeben daher 
eiae Moinentensumme, die wir mit dM bezeichnen wollen und für die 
man 

rf jtf = Jzmax y d 2 • p d 5 

findet. Die Integration ist über sämtliche Längenelemente ds des ins 
Auge gefaßten Stromfadens ^u erstrecken, der durch den Abstand z 
und die Breite dz auf der Z-Achse gekennzeichnet ist. Diese Faktoren 
sind daher ebenso wie t^m^b und b bei der Ausführung der Integration 
als unveränderlich zu betrachten, so daß man die vorhergehende Glei- 
chung auch 



dM = ^^zdz^pds 



schreiben kann. Das hierin noch auszuführende Integral (pds hat aber 

eine einfache geometrische Bedeutung. Durch Verbindung der End- 
punkte eines Längenelementes ds einer Stromlinie mit dem Mittelpunkte 
des Rechtecks entsteht nämlich ein unendlich schmales Dreieck von der 
Grundlinie ds und der dazugehörigen Höhe p, so daß pds den doppelten 
Inhalt dieses Dreiecks darstellt. Alle Dreiecke dieser Art, die zur gleichen 
Stromlinie gehören, füllen aber zusammen die ganze von der Stromlinie 
umschlossene Fläche aus. Bezeichnen wir den Inhalt dieser von einer 
bestimmten Stromlinie eingeschlossenen Fläche mit 5, so können wir 
daher auch 

b 

setzen, worin S als eine Funktion des Abschnittes z aufzufassen ist, der 
von der Stromlinie auf der Z-Achse gebildet wird und durch den die 
betreffende Stromlinie näher beschrieben wird. 
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Die Momentengleichung, die das Gleichgewicht zwischen den, im 
Querschnitt übertragenen Schubspannimgen und dem von den äußeren 
Kräften gebildeten Verdrehungsmomente ausspricht, lautet demnach 

b 

M = 2'^{Szdz (52) 

Bis dahin ist die Betrachtung wenigstens für das sehr schmale 
Rechteck als streng richtig anzusehen. Für die weitere Verwertung von 
Gl. (52) ist man dagegen auf Näherungsannahmen angewiesen. 

Für z = b wird S gleich der ganzen Rechteckfläche, also gleich iab. 
Wenn z ein wenig kleiner ist als ft, unterscheidet sich die von der zuge- 
hörigen Stromlinie umschlossene Fläche S offenbar auch nicht viel 
von einem ihr umschriebenen Rechtecke, dessen Schmalseite gleich 2z 
und dessen Langseite etwas, aber nicht viel kleiner ist als 2 a. Es fragt 
sich nun, wie man die Größe dieser Langseite einschätzen soll. Beim 
ersten Blick scheint es am nächsten zu liegen, sie im selben Verhältnisse 

z 
kleiner anzunehmen gegenüber 2 a, wie 2z kleiner ist als 2ft, also 2a v 

dafür zu setzen. Aber damit würde man einen erheblichen Fehler be- 
gehen; es würde damit nämlich, wie sich noch zeigen wird, der Forderung 
widersprochen, daß die Wirbelstärke an allen Stellen des Querschnitts 
gleich groß sein muß. Ohne uns Jetzt mit einem Nachweise dafür auf- 
zuhalten, begnügen wir uns mit einer Schätzung, von der wir wenigstens 
sicher wissen, daß sie uns nur eine obere Grenze für S liefern kann. Wir 
setzen nämlich sicher etwas zu hoch 

S = iaz 

in die vorhergehende Gleichung ein und erhalten damit 



f/ 2^ 8a62 



M = 2^^ haz^dz = 



Wenn wir in dieser Gleichung unter M das Moment der äußeren 
Kräfte verstehen und sie nach r^ax auflösen, ergibt sich 

T -A^-l^ r53^ 

wobei in der letzten Form unter 04 = 2a und b^ ^2b die ganzen Recht- 
eckseiten zu verstehen sind. Da S vorher zu groß in die Rechnung ein- 
gesetzt war, muß diese Näherungsformel sicher einen etwas zu kleinen 
Wert für t^^ lieförn. 

Auch für den Verdrehungswinkel # ergibt sich ein Näherungswert 
von entsprechender Genauigkeit aus Gl. (50), wenn man darin Tg^ = r 
und z — h annimmt, nämlich 

rt Tmax 3 M M ^ 3 M 

2Gb = 16aA»G=Ö'*ö^5"a~/>»G"= a^b^G ' ' ^^^'> 



niax 
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und zwar wird auch # hiermit zweifellos etwas zu niedrig gefunden. 
Um wieviel, wird sich später noch zeigen. Einstweilen mag nur noch 
darauf hingewiesen werden, daß man bei dem für S gewählten Ansätze 
zwar offenbar für die mehr nach der Rechteckmitte hin liegenden Strom- 
hnien S stark überschätzt, daß aber dieser Fehler im Gesamtergebnisse 
nicht gar zu viel ausmachen kann, da die mittleren Teile des Quer- 
schnitts trotz dieser Überschätzung doch nur einen geringen Teil zur 
ganzen Momentensumme beitragen, da für sie sowohl S als ;: in Gl. (52) 
kleiner sind als für die äußeren Stromfäden. . 

Wie man aus der hier durchgeführten Betrachtung erkennt, bildet 
das hydrodynamische Gleichnis ein seiner Anschaulichkeit wegen sehr 
wertvolles Hilfsmittel für die Aufstellung von Näherungsformeln oder 
zum Zwecke einer ungefähren Abschätzung in den dazu geeigneten 
Fällen, wenn es auch allein noch nicht ausreicht, um auf alle Fragen 
befriedigende Auskunft geben zu können. Jedenfalls gestattet es nicht, 
eine Lösung der Verdrehungsaufgabe mit seiner Hilfe auf rein experimen- 
talem Wege herbeizuführen. In dieser Hinsicht ist ihm ein anderes 
Gleichnis überlegen, das von Prandtl herrührt und das in der Tat 
ein Mittel an die Hand gibt, um die Spannungsverteilung in einem ge- 
gebenen Querschnitte durch geeignete Messungen auf dem Versuchswege 
festzustellen. 

Zu diesem Zwecke denke man sich in einem dünnen Blech eine 
Öffnung herausgeschnitten,' die in der Gestalt mit dem Querschnitte 
übereinstimmt, für den man die Verdrehungsaufgabe lösen will. Das 
Blech möge wagrecht liegen und ein Gefäß abschließen und die in dem 
Blech hergestellte Öffnung sei selbst durch eine dünne Seifenhaut ge- 
schlossen von der Art, wie sie bei den Seifenblasen vorkommt. Bläst man 
etwas Luft in das Gefäß, so daß darin ein kleiner Drucküberschuß gegen- 
über dem äußeren Luftdrucke entsteht, so baucht sich die Seifenhaut 
aus, und sie bildet, wie man sagen kann, einen Hügel, der sich über der 
horizontalen Ebene des Blechs erhebt. Man kann nun leicht beweisen, 
daß die Ordinaten des Hügels unter der Voraussetzung, daß sie als 

klein betrachtet werden können ge- 
genüber den Abmessungen der Öff- 
nung, an jeder Stelle proportional 
sind mit den Werten der Spannungs- 
funktion F der Verdrehungsaufgabe. 
Um dies zu beweisen, leiten wir 
^j,b 74. zunächst die Differentialgleichimgab, 

der die ausgebauchte Fläche geringen 
muß. Abb. 74 zeigt einen Schnitt durch die Flüssigkeitshaut parallel 
zur Xy-Ebene. Wir betrachten das Gleichgewicht gegen Verschieben 
parallel zur X- Richtung zwischen den Kräften, die an einem Elemente 
der Haut angreifen, das sich in der FZ-Ebene als ein kleines Rechteck 
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von den Kantcnläiigen dy und dz projiziert. Man weiß aus der Physik 
der Kapillarkräfte, daß die in der Haut übertragenen Spannungen un- 
abhängig von der Gestalt der Flüssigkeitshaut sind und an allen Stellen 
der Haut für die Längeneinheit eines durch die Haut gelegten Schnittes 
die gleiche Größe haben, die wir mit s bezeichnen wollen.. Der auf die 
Flächeneinheit bezogene Luftüberdruck im Gefäße soll die Bezeich- 
nung p erhalten. 

Die Spannung längs der Kante dz des ins Auge gefaßten Haut- 
elements ist dann gleich sdz, und die X-Komponente dieser Zugkraft 
kann gleich 



— sdz 



by 



gesetzt werden, da die Ausbiegungen f und hiermit auch die Neigungs- 
winkel der Fläche gegen die FZ-Ebene als klein vorausgesetzt wurden, 
so daß es genügt, die Tangente des Neigungswinkels an Stelle des Sinus 
zu setzen. An der gegenüberliegenden Kante des Hautelements wirkt 
ebenso eine Kapillarspannung, für deren X- Komponente der gleiche 
Ausdruck gilt, aber mit entgegengesetztem Pfeile. Für das Gleich- 
gewicht gegen Verschieben in der X- Richtung kommt es daher auf den 
Unterschied zwischen beiden Komponenten an und dieser ist gleich 

Da die positive X-Achse, wie aus der Abbildung zu entnehmen ist^ 
in die Richtung gelegt wurde, nach der die Ausbauchung erfolgt, hat der 
zweite Diffenrentialquotient von f überall einen negativen Wert, und der 
vorstehende Ausdruck gibt daher einen Kraftüberschuß in der Richtung 
der negativen X-Achse, also nach abwärts, an. 

Von den beiden anderen Kanten, die das im Grundriß rechteckige 
Hautelement begrenzen, rührt ein ebenfalls nach abwärts gehender Kraft- 
überschuß her, der sich in derselben Weise zu • 

sd V'-^—^dz 

berechnet. Demgegenüber wirkt nach oben hin die Komponente des auf 
der Hautfläche lastenden Luftüberdrucks von der Größe pdydz. Streicht 
man in der sich daraus ergebenden Gleichgewichtsbedingung den ge- 
meinschaftlichen Faktor dydz^ so bleibt die Differentialgleichung 
der »Flüssigkeitshaut, nämlich 

in der s und p als Festwerte anzusehen sind. 
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Anderseits gilt für die Spannungsfunktion F der Verdrehungs- 
aufgabo die Differentialgleichung (21), nätnlich 

Setzen wir darin 

F = k^ . . .• (56) 

wobei k ein Maßstabfaktor ist, der die Dimension einer auf die Flächen- 
einheit bezogenen Spannung haben muß, wenn f eine Länge bedeuten 
soll und wählen wir bei der Seifenblase p so, daß 

2G» = k^ (57) 

wird, so stimmen beide Differentialgleichungen vollständig miteinander 
überein. Bei einem Querschnitte ohne Hohlräume, wie wir ihn hier 
voraussetzen, stimmen. aber auch die Randbedingungen für F und f 
völlig miteinander überein, denn bei der Seifenhaut wird | am Rande 
überall zu Null, und von der Spannungsfunktion war verlangt, daß sie 
längs des ganzen Randes den gleichen Wert annehmen soll. Hiermit 
ist bewiesen, daß in einem passenden Maßstabe, wie er sich aus Gl. (57) 
ergibt, die Ordinaten des von der Seifenblase gebildeten Hügels überall 
den Wert der Spannungsfunktion F darstellen. Aus diesem Grunde wurde 
der Hügel von Prandtl als der Spannungshügel bezeichnet. Aus den 
Untersuchungen von § 64, in dem wir die Spannungsfunktion einführten, 
geht nämlich schon hervor, daß die Linien gleicher Höhe, die 
man auf dem Spannungshügel ziehen kann, zugleich die 
Spannungslinien des Querschnitts angeben. 

Geht man von einem Punkte des Spannungshügels mit den Koordi- 
naten 2/zf zu einem Nachbarpunkte über, so ändert sicli die Ordinate f 
um einen Betrag d|, der sich 

by ^ ^ bz 

setzen läßt. Daher hat ein Weg, der auf dem Hügel in einer Richtung 
fortschreitet, der einen Winkel <p mit der Xy-Ebene einschließt, eine 
Steigung St^ die sich zu 

o < = -r — sm a> + -r — cos w 
öy ^ oz 

ergibt. Differentiert man diesen Ausdruck nach tp und setzt den Diffe- 
rentialquotienten gleich Null, so folgt daraus die Richtung, in der die 
Steigung entweder zu einem Maximum oder zu einem Minimum wird. 
Die größte Steigung oder auch das größte Gefäll, das an dieser Stelle auf 
dem Hügel vorkommt, ergibt sich beim Einsetzen des für <p festgestellten 
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Wertes in die vorhergehende Formel nach einfacher Ausrechnung zu 



'• m^^- 



Anderseits ist aber die gesamte Schubspannung t, die bei der Ver- 
drehungsaufgabe an der gleichen Stelle des Querschnitts vorkommt, 
wenn man sich zugleich der Gl. (20) von § 64 und ferner noch der Gl. (56) 
erinnert, 

Damit ist bewiesen, daß die Größe der Schubspannung 
gleich dem Gefäll des Hügels an der betreffenden Stelle 
mal dem Maßstabfaktor k ist. 

Nach Gl. (20) ist 

bF 



^scz 



dl/' 

gleichgültig, in welcher Richtung das Koordinatenkreuz YZ in der Quer- 
schnittsebene festgelegt wurde. Fassen wir einen bestimmten Punkt des 
Spamiungshügels ins Auge, so können wir uns der einfacheren Darstellung 
•wegen die Koordinatenrichtungen so gewählt denken, daß die Z-Achse 
eine Tangente an die durch diesen Punkt gehende Linie gleicher Höhe 
ist, während die Y-Achse eine Normale zu dieser Linie bildet. Dann gibt 

bF df 

^^ — oderÄ^ — bereits das Gefäll des Hügels und r^, die an dieser Stelle 

oy by ^ " 

des Querschnitts übertragene Schubspannung an und durch diese Be- 
merkung kann die vorhergehende ausführlichere Beweisführung über den 
Zusanmienhang zwischen beiden ersetzt werden. Daran läßt sich sofort 
auch noch eine weitere Bemerkung knüpfen. Bezeichnet man den in der 
Richtung der Normalen gemessenen Abstand zwischen zwei nahe be- 
nachbarten Spannungslinien mit dtij so gibt 

X an = -r — an =^ mo an 
ön 

den »Kraftfluß« an der zu dem betreffenden Stromfaden gehörigen 
Stelle des Querschnitts bei der hydrodynamischen Darstellung des 
Spannungszustandes an. Hiernach liefert der Höhenunterschied zwischen 
irgend zwei Linien gleicher Höhe des Spannungshügels, die nun nicht 
mehr benachbart zu sein brauchen, ein Maß für den gesamten »Kraft- 
fluß« an, der zwischen den entsprechenden Spannungslinien verläuft. 
Rücken die Spannungslinien an einer Stelle näher zusammen, so steigert 
sich nach der hydrodynamischen Darstellung die Geschwindigkeit und 
nach dem Seifenblasen- Gleichnis wird der Hügel an dieser Stelle steiler 
und beide Aussagen weisen darauf hin, daß die Spannung dort größer 
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ausfällt. Beide Gleichnisse lassen sich daher nebeneinander gebrauchen 
und vermögen sich gegenseitig zu unterstützen und zu ergänzen. 

Ferner läßt sich noch zeigen, daß der Rauminhalt des 
Spannungshügels ein Maß für den Drillungswiderstand des 
Querschnitts abgibt. 

Die in dieser Aussage vorkommende BiBzeichnung »Drillungswider- 
stand « bedarf zunächst noch einer näheren Erklärung. Der auf die Län- 
geneinheit des Stabes bezogene Verdrehungswinkel # ist in jedem Falle- 
auf den sich unsere Betrachtungen beziehen lassen, proportional dem 
Verdrehungsmomente M und umgekehrt proportional dem Schubmodul G 
des Stoffes, aus dem der Stab angefertigt ist. Außerdem hängt er nur 
noch von der Gestalt und von den Größenverhältnissen des Stabquer- 
schnitts ab. Je größer bei gegebener Gestalt die Querschnittsabmessun- 
gen sind und auch je wMerstandsfähiger der Stab vermöge seiner Quer- 
schnittsgestalt gegen eine Verdrehung ist, um so kleiner fällt bei gegebe- 
nen M und G der Winkel i> aus. Man kann diese Überlegung dadurch 
ausdrücken, daß man »# 

* = TG •••••••• (59) 

setzt, worin nun / eine Größe ist, die ein Maß für die Widerstands- 
fähigkeit gegen Verdrehen bildet, so weit sie durch die Gestalt und die 
Abmessungen des Querschnitts bedingt wird. Diese Größe wird der 
Drillungswiderstand des Querschnitts genannt, und Gl. (59) ist 
als die Definitionsgleichung für diesen Begriff zu betrachten. Das Produkt 
JGy das auch die stofflichen Eigenschaften des Stabes mit in sich faßt, 
heißt im Gegensatze hierzu die Verdrehungssteif igkeit des Stabes. 
Im besonderen Falle des kreisförmigen Querschnitts vom 
Halbmesser a ist der Drillungswiderstand schon aus früheren Betrach- 
tungen ohne weiteres zu entnehmen. Man hat dafür 

d. h. der Drillungswiderstand stimmt in diesem Falle — aber auch nur 
in diesem — mit dem polaren Trägheitsmomente der Querschnitts- 
fläche überein. Ferner wird im Falle des elliptischen Querschnitts 
mit den Halbachsen a und h nach Gl. (12) von § 63 

was die vorige Formel als Sonderfall mit in sich schließt. Endlich 
ist für das schmale Rechteck nach der Näherungsformel (54), wenn 
a>h ist, Aa 

J = }^a}fi (60) 

zu setzen, mit dem Vorbehalte, daß dieser Wert, wie wir damals schon 
erkannten, jedenfalls etwas zu hoch ist. 
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Diese Bemerkungen sollten nur dazu dienen, den Begriff des Dril- 
lungswiderstandes an den früher behandelten Beispielen näher zu er- 
läutern. Wir wenden uns jetzt zürn Beweise der vorher aufgestellten 
Behauptung über den Zusammenhang zwischen Drillungswiderstand 
und Inhalt des Spannungshügels. Dazu gehen wir aus von der Mo- 
mentengleichung (29), nämlich 

worin jetzt zur Vermeidung einer Verwechslung das Flächenelement mit 
dFi bezeichnet ist. Durch eine partielle Integration erhält man 

da bei der Ausführung der nach y vorgeschriebenen Integration yF 
herauskommt, was an den auf dem Querschnittsumriß liegenden Inte- 
grationsgrenzen überall verschwindet, da dort F zu Null wird. 

Mit dem anderen Integrale, das in der Momentengleichung vor- 
kommt, läßt sich dieselbe Umformimg vornehmen, womit die Gleichung 

übergeht in Jf = 2JFdF^ (61) 

oder, wenn man sieh des Zusammenhangs zwischen F und f nach Gl. (56) 
erinnert, in - A/ = 2&J|di^, (62) 

Anderseits folgt aus der Verbindung der Gl. (57) und (59) 

und der Vergleich mit der vorhergehenden Gleichung zeigt, daä 

7 = 4 — JfdT?, (63) 

ist, womit die Behauptung bewiesen ist, denn das hier noch stehende 
Integral gibt den Inhalt des Spannungshügels an. 

Hiemach kann man auf Grund eines Seifenblasen Versuchs den 
Drillungswiderstand / eines gegebenen Querschnitts ermitteln, falls man 
das Verhältnis zwischen s und p anzugeben vermag. Praktisch wird man 
dabei so vorgehen, daß man in derselben Gefäßwand zwei verschiedene 
Offnungen anbringt, die man mit Seifenhäuten überspannt und von 
denen die eine kreisförmig ist, während die andere die Gestalt des Quer- 
schnitts hat, für die / ermittelt werden soll. Dann verhalten sich die 
beiden Drillungswiderstände zueinander wie die Inhalte der beiden 
Spannungshügel. Hat man diese ausgemessen, so folgt aus dem Ver- 
gleiche der gesuchte Drillungs widerstand, da der des kreisförmigen 
Querschnitts von vornherein bekannt ist. 
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§ 68. nnwendung des Satzes von Stokes auf die Yerdrehungs* 

aufgäbe. 

Der Satz von Stokes ist ein rein mathematischer Lehrsatz, der 
zur Geometrie der Wirbelfeder gehört und der in vielen Teilen der 
theoretischen Physik, besonders in der Theorie der Elektrizität und des 
Magnetismus mit großem Nutzen angewendet wird. Auch für die 
Theorie der Verdrehung der Stäbe bildet er ein wichtiges Hilfsmittel. 

Da wir ihn bei unseren Lesern nicht 
durchgängig als bekannt voraussetzen 
dürfen, leiten wir ihn zunächst in Be- 
schränkung auf den einfachen Fall ab, 
für den wir ihn hier anzuwenden be- 
absichtigen. 

Hierzu denken wir uns in der Quer- 
schnittsfläche des Stabes ein einfach 
Y zusammenhängendes Flächenstück ab- 
gegrenzt, so etwa wie in beistehender 
Abb. 75. Es kann entweder ganz im 
Innern des Querschnitts liegen oder auch teilweise bis an den Umfang 
des Querschnitts, der in der Zeichnung weggelassen ist, heranreichen. 
Über dieses Flächenstück bilden wir da« Oberflächenintegral des Flüssig- 
keitswirbels der ebenen Flüssigkeitsbewegung bei der hydrodynamischen 
Darstellung des Spannungszustandes, also das Integral 




Abb. 75. 






dF^ 



Das erste Glied in diesem Ausdrucke läßt sich umformen in 

wenn die Integration zuerst nach z über den zwischen 1 und 2 in der 
Abbildung liegenden Streifen von der Breite dy ausgeführt wird und 
Vyyi und Vy^2 ^^® Werte von Vy an den Stellen 1 und 2 des Umfangs be- 
deuten. Ebenso erhält man 



S^H 



dz(v,,i — o,,i) 



und im ganzen wird daher 

b 
b 



J(l7 -I7) '^^ =P^ («v.!-«'.,) 4- J*^^ ("..1 --«'..3). 



Die Integrale auf der rechten Seite sind jetzt nur noch über alle 
Elemente der Umfanglinie zu erstrecken. Hierzu liefert das an der 
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Stelle 1 gelegene Element des Umfangs, das mit ds bezeichnet sei, im 
ganzen den Beitrag 

dy o^,i'\'dz Vs^i = dscos (fücosa-^ds sin <p'üsina = v ds cos (a — (p)^ 

wenn man die in die Abbildung eingeschriebenen Winkelbezeichnungen 
benätzt und unter ü die Größe der gesamten Strömungsgeschwindigkeit 
an dieser Stelle versteht, die als Vektorgröße aufgefaßt mit dem deutschen 
Buchstaben t> bezeichnet werden soll. Bezeichnet man auch ds unter 
Einbeziehung der Richtung mit d^, so kann man für den zuletzt er- 
haltenen Ausdruck kürzer ddS schreiben, da er in der Tat das innere 
geometrische Produkt aus den beiden gerichteten Größen t) und di 
darstellt. 

Was für die Stelle 1 ausführlich dargelegt wurde, läßt sich ent- 
sprechend auch auf alle anderen Elemente des Umfangs übertragen. 
Hiermit ergibt sich als Aussage des Satzes für den hier allein ins Auge 
{gefaßten Fall der ebenen Flüssigkeitsströmung (der Satz selbst gilt viel 
allgemeiner) die Gleichung 

Auf der rechten Seite steht das Linienintegral der Geschwindigkeit, 
erstreckt über den ganzen Umfang der nach Belieben abgegrenzten 
Fläche in Abb. 75, wofür man in der Sprache der Geometrie der Vektor- 
felder häufig auch die Bezeichnung »Zirkulation« gebraucht. 

Für den Fall der Verdrehungsaufgabe, die durch die Flüssigkeits- 
strömung veranschaulicht werden soll, vereinfacht sich die vorher- 
gehende Gleichung in Verbindung mit Gl. (49) zu 

- ^t>d^ = F'Consi = 2mGi»F, 

wenn unter F der Flächeninhalt des in Abb. 75 beliebig abgegrenzten 
Flächenstücks verstanden wird. Geht man hierauf von den Geschwindig- 
keiten wieder zu den ihnen entsprechenden Spannungen über und be- 
zeichnet man mit t die als Vektorgröße aufgefaßte Schubspannung r, 
so läßt sich die vorhergehende Gleichung auch 

^Td^ = 2G^F (65) 

schreiben^ und das ist die Form, in der wir sie hier anzuwenden haben. 
Diese merkwürdige Beziehung hat einer der scharfsinnigsten In- 
genieure, die zum Aufbau der technischen Mechanik beigetragen haben, 
nämlich der verstorbene R. Bredt, ehemals Leiter und Besitzer einer 
großen Maschinenfabrik in Wetter a. Ruhr, in- einer Abhandlung 
»Kritische Bemerkungen zur Drehungselastizität« im Jahrgange 1896 
der Zeitschr. d. Ver. D. Ing., S. 785, ohne Kenntnis des Stokesschen 
Satzes auf Grund, einer besonderen Betrachtung, die freilich nur schwer 
verständlich ist, selbständig aufgefunden und sie zur Grundlage einer 
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Theorie der Verdrehung im allgemeinen und besonders der Walzeisen- 
träger, hauptsächlich der I-Träger gemacht, die man vielleicht auch 
heute noch als die beste Arbeit bezeichnen darf, die über den zuletzt 
genannten Gegenstand jemals erschienen ist. 



§ 69. Näheningslösiuigeii für die Profile der Walzeisenträger. 

Die Querschnitte der meisten Walzeisen, wie der Winkeleisen, der 
1-Eisen usw. bestehen aus einigen schmalen Rechtecken, die an den 
Übergangsstellen bei den nach innen einspringenden Ecken mit Aus- 
rundungen versehen sind. Die nach außen gekehrten Ecken sind da- 
gegen gewöhnlich scharf ausgebildet; sollten sie jedoch ebenfalls ab- 
gerundet sein, so ist dies für den Verdrehungswiderstand gleichgültig, 
da die an diesen Ecken angrenzenden Querschnittsteile bei der Bean- 
spruchung auf Verdrehen ohnehin spannungslos bleiben. 

Die Erfahrung hat gelehrt, daß Ausrundungen der ein- 
springenden Ecken nötig sind, um schon beim Walzvorgange 
Beschädigungen an diesen Stellen zu verhüten und um überhaupt die 
vorgeschriebene Querschnittsgestalt zuverlässig einhalten zu können. 
Aber auch beim fertigen Stabe sind die Ausrundungen erforderlich, um 
eine Überanstrengung an den einspringenden Ecken sowohl bei der Ver- 
drehung als auch bis zu einem gewissen Grade bei der Biegung des Stabes 
zu vermeiden. 

Für den Fall der Verdrehung, mit dem wir es hier zu tun haben, 
folgt dies schon aus einer einfachen Überlegung auf Grund des hydro- 
dynamischen Gleichnisses. Wenn nämlich die Flüssigkeit um eine scharfe 
Ecke herumbiegen soll, drängen sich die Stromlinien zusammen, und die 
Flüssigkeit nimmt daher dort eine erhöhte Geschwindigkeit an, die im 

I2 Grenzfalle sogar unendlich groß 

werden kann. Das lehrt bis zu 
einem gewissen Grade schon die geo- 
metrische Anschauung. Zu einem 
strengeren Nachweise, der 
auch eine ungefähre Berech- 
nung der dadurch herbeige- 
führten Spannungserhöhung 
gestattet, stützt man sich 
aber am besten auf den vor- 
her besprochenen Satz von 
Stokes. 

Beistehende Abb. 76 stellt ein 
Stück vom Querschnitt eines I-Trä- 
gers dar mit der Übergangsstelle von dem aufrecht stehenden Stege zu 
den wagrecht liegenden Flanschen mit der dazugehörigen Ausrundung der 
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nach innen einspringenden Ecke. Die Symmetrieachse des Profils ist 
als Z-Achse angenommen. Auf der rechten Seite sind zwei Spannungs- 
linien in den Querschnitt eingetragen, die aus den schon früher bespro- 
chenen Gründen im allgemeinen ähnlich wie die benachbarte Umriß- 
linie des Querschnitts verlaufen müssen. Zwei Normalen zu den Span- 
nungslinien grenzen ein zwischen ihnen gelegenes Flächenelement ab, 
das in der Abbildung schwarz hervorgehoben ist und auf das wir Gl. (65) 
anwenden wollen. Die Krümmungshalbmesser der beiden Spannungs- 
linien seien r und r +dn (vgl. die Abbildung), d. h. wir wollen annehmen, 
daß es genüge, bei beiden Spannungslinien an der betrachteten Stelle 
den gleichen Krümmungsmittelpunkt anzunehmen. Diese Annahme 
läßt sich damit rechtfertigen, daß sie nur dazu benutzt wird, den Unter- 
schied zwischen den Längen der Bogenelemente, die zum Zentriwinkel dq? 
gehören, festzustellen, wozu sie wenigstens an den Stellen, auf die es 
hierbei ankommt, als genau genug zutreffend angesehen werden darf. 
Die Schubspannung auf der dem Querschnittsumriß zunächst ge- 
legenen Spannungslinie sei an der betrachteten Stelle mit r bezeichnet, 
die ander anderen mit r + dr. Dann liefert die Anwendung von Gl. (65) 
auf das bezeichnete Flächenstück 

r rdq) — (r + dr) (r + dn) d(p = r d(pdn »20^. 

Unter Weglassung des von der dritten Ordnung kleinen Gliedes folgt 
daraus nach Division mit dq)dn 

r + r^ = — 2Gr#, 
dn 

wofür man auch 

5- = — 2G* — - (66) 

an r 

schreiben kann. Eine Gleichung von dieser Art gilt auch an jeder anderen 
Stelle zwischen denselben beiden Spannungslinien. Dort, wo die Span- 
nungslinien nahezu geradlinig verlaufen müssen, also im Stege in größerem 
Abstände vom Flansche, vereinfacht sich die Beziehung zu 

4^ = _2G# (67) 

dn 

also zu derselben Gleichung, die wir schon früher bei der Behandlung 
detB sehr schmalen Rechtecks zur Aufstellung der mit etwas anderen Be- 
zeichnungen geschriebenen Gl. (50) benutzt haben. Die gleichen Schlüsse 
wie damals lassen sich in der Tat auch hier für die vom Flansche weiter 
ab liegenden Teile des Steges ziehen. 

Der Vergleich der Gl. (66) und (67) lehrt uns, daß das Spannungs- 

gefäll ~j— zwischen beiden Spannungslinien in der Ausrundung jeden- 
falls größer ist und bei sehr kleinem r sogar weitaus größer sein muß 
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als in den geraden oder nahezu geraden Strecken des Stromfadens.. 
Anderseits muß man aber, wenn man auf der Normalen n ein Stück 
weit von der Umfangslinie in den Querschnitt hineinrückt, alsbald 
zu einer Stelle gelangen, auf der die Schubspannung nahezu Null ge- 
worden ist. Hiernach muß wegen des großen Spannungsgefälles die 
Schubspannung am Umfange innerhalb der Ausrundung von vornherein 
größer sein als am Umfange des Steges. in größerem Abstände vom 
Flansche, damit sie sich beim Einwärtsrücken vom Umfange aus in 
nicht allzuviel verschiedenen Abständen vom Umfange ebenfalls erst 
auf Null vermindern kann. Denkt man sich in der Grenze r unendlich 
klein, Avie es einer scharf einspringenden Ecke entspricht, so wird das 
Spannungsgefäll nach Gl. (66) sogar unendhch groß, und das ist nur 
möglich, wenn die Umfangsspannung selbst jede Grenze übersteigt. 
Hiermit ist zunächst einmal die Behauptung bewiesen, daß scharf eia- 
springende Ecken oder auch Ecken mit ungenügender Ausrundung zu 
großen Spannungserhöhungen führen müssen. 

Abgesehen davon, daß diese Betrachtung wegen der bei der Ab- 
leitung von Gl. (66) gemachten Annahme nur näherungsweise Gültig- 
keit beanspruchen kann, ist sie bis dahin auch nur von qualitativer 
Art. Dafür hat sie aber den Vorzug, in sehr anschaulicher Darstellungs- 
weise die Bedingungen vor Augen zu führen, nach denen sich der Span- 
nungsverlauf in einer einspringenden Ecke regeln muß. Man braucht 
aber dabei nicht stehen zu bleiben, sondern kann noch eine weitere 
Berechnung daran knüpfen. 

Bezeichnet man die Stegdicke des I -Trägers mit d^ und die am 
Stegumfang auftretende Schubspannung mit r^, so ist an den von der 
Übergangsstelle weiter abliegenden Teilen des Steges 

dn dl 

zu setzen und aus Gl. (66) folgt damit für die Übergangsstelle 

^—^-T ■ ■ ■ ^ ■ ■ -m 

Ferner sei die größte Spannung am Umfange der Ausrundung mit 
r^ und der Abstand einer dem Umfange an dieser Stelle benachbarten 
Spannungslinie mit da, bezeichnet, während der Abstand derselben 
Spannungslinie in ihrem geradlinigem Teile vom Umfange des Steges mit 
doi. bezeichnet werden soll. Dann gilt nach dem Kontinuitätsgesetz 
für die zugehörige Flüssigkeitsströmung die Gleichung 

Tj dUi^ = Tj düi 

Das Spannungsgefäll an der Stelle 2 muß aber aus zwei Gründen 
größer sein als an der Stelle 1 ; zunächst nämlich, weil r^ an sich größer 
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ist als TjL und demgemäß auch um einen entsprechend größeren Betrag 
bis zur nächsten Spannungslinie hin abnehmen muß, und zweitens 
auch noch, weil diese Abnahme zugleich auf einer im Verhältnisse 
da^ida^ kleineren Strecke erfolgt. Man hat daher genau genug für den 
Zweck einer Näherungsrechnung 

dnJ2^ [dnji \ Tj 
und wenn man diese Annahme mit Gl. (68) verbindet, erhält man 



-^ "^1 I ''^g o ''l 



+ -^=2 



2 



2 



dl r ^1^1 

Das ist eine quadratische Gleichung, aus der sich die Unbekannte 
T, berechnen läßt. Wenn man nur auf die positive Wurzel der Gleichung 
achtet, die allein in Frage kommen kann, ergibt sich 



Tg — Ti 



Ä('+y'+(x)) '«^> 



Nach dieser Formel kann man mit einer für praktische Zwecke aus- 
reichenden Genauigkeit die an der Übergangsstelle stattfindende Span- 
nungserhöhung berechnen; nicht nur für I -Eisen, sondern auch für 
Winkel-Eisen, E-Eisen und ähnliche Profile. 

Wenn der Krümmungshalbmesser r der Ausrundung ein 
Drittel der Stegdicke beträgt, wird nach dieser Formel Tj 
doppelt so groß alsr^. Dagegen wird für r = di die erhöhte Span- 
nung Tg nur noch = 1,28 Tj, also die Erhöhung nicht mehr besonders 
hoch. 

Schließlich muß noch darauf hingewiesen werden, daß selbst ein 
recht großer Wert von Tj bei einem Träger mit ungenügender Ausrundung 
der einspringenden Ecken noch keine besondere Grefahr mit sich bringt, 
wenn der Träger dauernd in der gleichen Weise auf Verwinden bean- 
sprucht wird. Eine Einsturzgefahr für ein Bauwerk, in dem ein solcher 
Träger vorkommt, besteht aus diesem Grunde überhaupt nicht. Der 
Erfolg der Überanstrengung besteht vielmehr nur in einer geringen 
Formänderung an der betreffenden Stelle, wodurch der Spannungs- 
verlauf weiterhin ungefähr so abgeändert wird, als wenn eine, dann 
freilich etwas mehr in die Tiefe gehende Ausrundung mit etwas größerem 
Halbmesser vorgenommen worden wäre. Etwas anderes ist es, wenn die 
Belastung abwechselnd in entgegengesetzten Richtungen angreift und 
sich dieser Belastungswechsel sehr häufig wiederholt. Dann können 
auch rein örtliche Spannimgserhöhungen der hier besprochenen Art mit 
der Zeit zu einem sog. »Ermüdungsbruche« führen. Ferner kann auch 
bei einem sehr spröden Stoffe, der nur eine sehr geringe Überschreitung 
der Elastizitätsgrenze verträgt, infolge eines großen Wertes von Tj 

Föppl. Drang uDd Zwang, Bd. II. 7 
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schon beim ersten Aufbringen der Belastung ein Bruch herbeigeführt 
werden. In allen anderen Fällen wird sich aber ein großes Tj über- 
haupt nicht leicht bemerklich machen, und es schadet darum gewöhnlicli 
nichts, wenn auf die Spannungserhöhung in der Ausrundung, wie es 
meistens geschieht, überhaupt nicht geachtet wird. 

Damit ist die Frage der Ausrimdungen genügend besprochen, und 
wir werden weiterhin von ihnen absehen. Zum Drillungswiderstand des 
Querschnitts, den wir jetzt zu berechnen haben, tragen sie überhaupt 
nichts Merkliches bei, so daß sie dabei ganz außer Betracht bleiben 
können. 

Zur Ermittlung des Drillungswiderstandes eines Quer- 
schnitts, der sich aus zwei oder mehr sehr schmalen Recht- 
ecken zusammensetzt, stützt man sich am besten auf das 
Seifenhaut- Gleichnis von Prandtl, obschon auch der Satz von 
Stokes dazu eine gute Handhabe bietet. Bei dem Seifenhaut- Gleichnis 
kann man nämlich von den im Gedächtnis haftenden Erfahrungen Ge- 
brauch machen, die man in der Kinderzeit, als man noch mit Seifenblasen 
spielte, gesammelt hat. Bis zu eineni gewissen Grade vermögen diese 
Erfahrungen einen Versuch zu ersetzen, wie man ihn in der früher 
besprochenen Weise zur Ermittlung des Drillungswiderstandes vorzu- 
nehmen hätte. 

Hierbei wollen wir zunächst wieder an einen I-Träger denken, 
obschon für die anderen Walzeisenprofile ebenfalls Entsprechendes gilt. 
Wenn man von den Ausrundungen in den einspringenden Ecken und auch 
von der Verjüngung des Flansches nach den Enden hin absieht, wie sie 
wenigstens bei den älteren Normalprofilen vorkommt, setzt sich der 
Querschnitt des I-Trägers aus drei Rechtecken zusammen, von denen 
das dem Steg entsprechende in allen Fällen unbedenklich als sehr 
schmal angesehen werden darf, während dies vom Flanschenquerschnitt 
nicht mit dem gleichen Rechte gesagt werden kann. Nur bei den neueren 
breitflanschigen Profilen ist auch beim Flanschquerschnitt die Lang- 
seite weitaus größer als die Schmalseite, so daß es genügt, die eine 
näherungsweise als unendlich groß im Vergleiche zur anderen anzu- 
sehen. Wir wollen aber zunächst einmal voraussetzen, daß dieser 
Sachverhalt zutreffe, und uns fragen, wie alsdann der Drillungswider- 
stand des aus den drei schmalen Rechtecken zusammengesetzten Quer- 
schnitts gefunden werden kann. Das kommt darauf hinaus, den Dril- 
lungswiderstand des ganzen Profils mit der Summe der Drillungswider- 
stände der drei Teile zu vergleichen, aus denen wir es uns zusammen- 
gesetzt dachten. 

Wenn man diese Frage durch einen Seifenblasenversuch entscheiden 
will, muß man die Öffnung in der Gefäßdecke, der man die Gestalt 
des vorgelegten Trägerprofils gegeben hat, durch zwei schmale Drähte 
längs der TrennungsHnien in die drei rechteckigen Teilöffnungen zer- 
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legen und über jede dieser drei Öffnungen eine Seifenhaut ausspannen. 
Es kommt dann nur noch darauf an, durch den Versuch festzustellen, 
wie sich die Summe der Inhalte der drei darüber entstehenden 
Teilhügel zu dem Gesamthügel verhält, der sich unter dem gleichen 
Drucke p über der zusammenhängenden Fläche der ganzen Öffnung 
herstellen läßt. 

Wer in seiner Jugendzeit das Seifenblasenspiel mit aller Aufmerk- 
samkeit betrieben hat, die es als eine der mancherlei wichtigen Vor- 
bereitungsstufen des Kindesalters zum physikalischen Versuchswesen 
zweifellos verdient, kann, auch ohne den Versuch eigens zu diesem 
Zwecke wiederholt zu haben, nicht im Zweifel darüber sein, djiß der 
Spannungshügel über der ganzen Öffnung größer ausfallen wird als die 
Summe der Spannungshügel über den drei Teilöffnungen. Außerdem 
läßt sich aber auch voraussehen, daß der Unterschied zwischen der 
Summe der drei Teilhügel und dem Gesamthügel um so weniger aus- 
machen wird, je länger die einzelnen Rechtecke im Verhältnisse zu 
ihren Schmalseiten angenommen werden. Denn dieser Unterschied 
wird dadurch hervorgerufen, daß sich an der Trennungslinie zwischen 
je zwei Teilen eine Talfurche ausbildet, die bis zum Hügelfuße hinab- 
reicht, während sie im anderen Falle fehlt, der Hügel vielmehr ohne 
Unterbrechung durch eine solche Einsenkung entweder in gleicher 
Höhe fortschreitet, wenn die beiden Rechtecke gleiche Schmalseiten 
haben sollten oder andernfalls allmählich aus der geringeren Höhe über 
der engeren Öffnung in die größere Höhe über der weiteren Öffnung 
übergeht. In Abständen aber, die groß sind im Vergleiche zu den Schmal- 
seiten beider Rechtecke, wird es für die Ausbildung der Seifenblase und 
hiermit des Spannungshügels überhaupt nichts ausmachen, ob durch 
Einfügen des Drahts die Trennung vollzogen war oder ob die Öffnung 
im ganzen überspannt wurde. 

Mit dem Vorbehalte, daß dies im Falle des Zweifels erst noch durch 
die wirkliche Ausführimg des Versuchs nachzuprüfen und auch das 
Verhältnis des Unterschiedes gegenüber dem Gesamthügel im einzelnen 
Falle festzusetzen wäre, dürfen wir es aber einstweilen als ausgemacht 
ansehen, daß im Grenzfalle unendlich schmaler Rechtecke 
der Drillungswiderstand des ganzen Walzeisenprofils ge- 
nau genug gleich der Summe der Drillungswiderstände der 
einzelnen Rechtecke gesetzt werden darf, in die man sich 
das Profil zerlegt denken kann. Bezeichnet man Schmal- und 
Langseite des ersten dieser Rechtecke mit di und Z^ und entsprechend 
bei den anderen Rechtecken, so ist nach Gl. (60) der vom ersten Recht- 
ecke herrührende Beitrag zum Drillungswiderstande 

7* 
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wobei zu bedenken ist, daß in Gl. (60) a und b die Halbseiten, hier aber 
li und dj die ganzen Rechteckseiten bedeuten. Der Drillungswider- 
stand des ganzen Trägerprofils ist daher nahezu 

J=\^Zld? (70) 

zu setzen, wobei die Summe über alle Rechtecke desganzen 
Profils zu erstrecken ist. Bei der Beurteilimg des Genauigkeits- 
grades dieser Formel ist zu bedenken, daß J^ durch Gl. (60), wie damals 
schon bemerkt wurde, sicher etwas zu hoch angegeben ist, während J 
umgekehrt zu niedrig erhalten wird, wenn man es aus der Summe der 
richtig berechneten /j, J^ usw. bildet. Die beiden Fehler werden sich 
daher in Gl. (70) zum Teile aufheben, imd es läßt sich zunächst nicht 
voraussehen, welcher von beiden überwiegen wird. Es bleibt daher 
zweifelhaft, ob / durch Gl. (70) zu niedrig oder zu hoch angegeben ist. 

Das ist aber, vom praktischen Standpunkt aus gesehen, kein be- 
sonderer Mangel von Gl. (70). Denn von da aus erscheint ohnehin die 
ganze theoretische Entwicklung einer darauffolgenden Prüfung und 
Bestätigung durch die Erfahrung bedürftig. Damit ist nicht gemeint, 
daß diese Erfahrung aus genaueren Messungen an Seifenblasen zu ge- 
winnen wäre. Das Seifenblasen- Gleichnis hat seine Schuldigkeit vollauf 
getan, sobald es nur zu einer dem wirklichen Sachverhalte angemessenen 
allgemeinen Formel für den Drillungswiderstand / geführt hat, während 
die Prüfung des Genauigkeitsgrades dieser Formel in den verschiedenen 
praktisch vorkommenden Fällen weit besser durch den Vergleich mit 
eigens zu diesem Zwecke angestellten Verdrehungsversuchen erfolgt. 

Ohne die theoretische Überlegung, die vorherging, wäre es nicht 
möglich gewesen, eine Form ausfindig zu machen, in der man hoffen 
dürfte, die Ergebnisse sehr zahlreicher Verdrehungsversuche mit den 
verschiedenen Walzeisenprofilen ohne Zwang einheitlich wiederzugeben. 
Wer jemals Versuche angestellt hat, weiß, wie wichtig es ist, einen 
Leitfaden von der Art der Gl. (70) zu haben, nach dem die Messungs- 
ergebnisse beurteilt und miteinander verglichen werden können. Wenn 
er fehlt, was ja auch manchmal vorkommt, erhält man nur einen Wust 
von vielen unzusammenhängenden Zahlen, mit denen sich dann gewöhnlich 
überhaupt nichts anfangen läßt. 

In der Erwartung, daß solche Versuchsergebnisse aus Verdrehungs- 
versuchen in absehbarer Zeit zur Verfügung gestellt werden können, 
sei noch bemerkt, daß man an Stelle von Gl. (70) ebensogut und be- 
quemer die daraus nach Gl. (59) abgeleitete Formel für den auf die 
Längeneinheit der Stablänge bezogenen Verdrehungswinkel *, nämlich 
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für den Vergleich mit den Beobachtungswerten benutzen kann. Zu 
diesem Zwecke wird man sie mit einer zur Berichtigung dienenden Ver- 
hältniszahl C versehen, die als »Malwert« beigefügt wird, so daß sie 

geschrieben wird. Die Aufgabe für den Versuchsansteller besteht darin, 
nach sorgfältiger Ermittlung des Schubmoduls G in den einzelnen 
Fällen aus den beobachteten Werten von ^ den Malwert f für die ein- 
zelnen Walzprofile festzustellen. Wenn dies in sachgemäßer Weise 
durchgeführt wird, bedeutet das Ergebnis eine wichtige Bereicherung 
unserer Kenntnis über die elastischen Eigenschaften der verschiedenen 
Walzeisenträger. 

Wir kommen jetzt nochmals auf die Frage nach der größten 
Schubspannung Tni»x und nach dem Orte zurück, an dem sie auftritt. 
Eine ungefähre Schätzung darf hierbei als vollkommen ausreichend für 
den praktischen Verwendungszweck angesehen werden. Mehr läßt sich 
auch zurzeit überhaupt nicht bieten. 

Unter der Voraussetzung, daß alle Schmalseiten als sehr klein 
gegenüber den Langseiten angesehen werden können, gelangt man zu 
dieser Schätzung, indem man unter vorläufiger Außerachtlassung der 
Spannungserhöhung an den Übergangsstellen zwischen den einzelnen 
Rechtecken, die zu jedem dieser Rechtecke gehörige Spannung r^ax 
nach Gl. (53) berechnet. Bezeichnet man mit M^ den Beitrag, den die 
im ersten Rechtecke übertragenen Schubspannungen zu dem vom ganzen 
Träger aufzunehmenden Verdrehungsmomente M liefern, so folgt für 
dieses Rechteck 

_ 3ilfi 

und zugleich ergibt sich nach Gl. (54) der Verdrehungswinkel & für das 
diesem Rechtecke entsprechende Flacheisen zu 



* = 



Phd{^ 



Aus der Verbindung beider Gleichungen miteinander folgt weiter 
auch 

^max. 1 = ^ ^1 *» 

und ebenso erhält man für die im zweiten Rechtecke auftretende größte 
Schubspannung 

Der Verdrehungswinkel # ist aber in beiden Gleichungen derselbe, 
nämlich jener, um den auch der ganze Träger gedrillt wird. Hieraus 
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folgt, daß die größte vorkommende Schubspannung in der Mitte der 
Langseite des dicksten Rechtecks zu erwarten ist. 

Bei einein I-Träger ist der Flansch stets erheblich dicker als der 
Steg. Hiernach tritt die größte Schubspannung nicht etwa, wie manch- 
mal irrtümlich angenommen wird, in der Mitte der Langseite des Steges 
auf, sondern in dem gegen die Verdrehimg an sich steiferen Flansche. 
Bei den breit- und parallelflanschigen I -Trägern, in denen man 
wohl mit Recht eine Verbesserung gegenüber den alten Normalprofilen 
erblickt, darf man ohne weiteres annehmen, daß die größte Beanspru- 
chung in der Mitte der nach außen gekehrten Langseite des Flansches 
stattfindet, falls die Ausrundimg in den einspringenden Ecken aus- 
reicht, um eine zu große Spannungserhöhung an diesen Stellen auszu- 
schließen. 

Bei den Normalprofilen läßt sich darüber von vornherein nichts. 
Bestimmtes sagen, da das Verhältnis zwischen Länge und Dicke des 
Flansches bei ihnen nicht so groß ist, um es näherungsweise als un- 
endlich groß betrachten zu können. Man kann daher über sie keine 
genaueren Aufschlüsse aus der hier besprochenen Näherungstheorie 
erwarten. Durch Seifenblasenversuche wird sich aber auch für diese 
Träger die Frage mit genügender Genauigkeit entscheiden lassen. Es 
möge auch darauf hingewiesen werden, daß R. B redt in der vorher anger 
führten Abhandlung die Frage nach dem Orte der größten Spannung in 
d-en bei I-Trägern damals allein hergestellten Normalprofilen in ausführ- 
licher und wohldurchdachter Weise besprochen hat. Er hat dabei freilich 
außer acht gelassen, daß im Flansche auch Spannungslinien möglich sind, 
die dort in sich zurückkehren, ohne sich in den Steg hinein fortzusetzen, 
worauf hier wenigstens flüchtig hingewiesen werden möge. 

Genügt es, bei allen Rechtecken, aus denen .sich das 
Walzeisenprofil zusammensetzt, die Längen l als sehr groß 
gegen die Dicken d zu betrachten, so läßt sich die größte 
vorkommende Schubspannung mit einer für praktische 
Zwecke ausreichenden Genauigkeit nach der einfachen 
Formel 

W = ^^Ä^ (73) 



Zl(P 



berechnen, in der M das vom ganzen Stabe aufzunehmende Ver- 
drehungsmoment und dr^m die größte Rechteckdicke bedeutet. Diese 
Formel ergibt sich nämlich aus den vorhergehenden für t„m,«,i usw., 
indem man dabei t? nach Gl. (71) einsetzt. Vorauszusetzen ist bei der 
Anwendung der Formel, daß beträchtliche Spannungserhöhungen in 
den einspringenden Ecken durch genügende Ausrundungen vermieden 
sind. 
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§ 70. Die HoMquerschnittc 

Im allgemeinen ist die Verdrehungsaufgabe für einen Hohlquer- 
schnitt schwieriger zu lösen als für einen VoUquersehnitt, weil man 
dabei auch noch die Grenzbedingung an dem den Hohlraum um- 
schließenden Innenrande zu erfüllen hat. Nur dann, wenn der Innenrand 
mit einer Linie zusammenfällt, die auch schon in dem zu dem gleichen 
äußeren Umrisse gehörigen Vollquerschnitte eine Spannungslinie bildet, 
fällt diese Erschwerung fort, und die Lösung der Aufgabe ist ohne weiteres 
aus der zu dem Vollquerschnitt gehörigen abzuleiten. Davon war 
schon früher die Rede, und in §63 wurden bereits die Verdrehungs- 
formeln für kreisförmige und elliptische Hohlquerschnitte aufgestellt, 
bei denen diese Voraussetzung zutraf. In allen anderen Fällen aber 
und schon bei einem Hohlquerschnitt, der nach innen und außen kreis- 
förmig begrenzt ist, so jedoch, daß die beiden Kreise exzentrisch zu- 
einander liegen, wird die Verdrehungsaufgabe weit schwieriger als für 
den entsprechenden Vollquerschnitt. 

Zunächst wollen wir uns überlegen, wie sich das Seifenhaut- Gleichnis 
von Prandtl bei der Übertragung auf Hohlquerschnitte gestaltet. 
Wir denken uns eine Öffnung durch eine Seifenhaut überspannt, wie 
sie dem zugehörigen Vollquerschnitt entspricht. Dann sei die Kuppe 
des Hügels durch eine horizontale Ebene abgeschnitten und ein Deckel 
dafür aufgesetzt, der dazu paßt und an dessen Rand sich der untere 
Teil der Seifenhaut ebenso anheften kann, wie vorheir an den jetzt fort- 
genommenen oberen Teil. Solange der Deckel in dieser Lage bleibt, 
wird an den Bedingungen für den unteren Teil der Haut nichts ge- 
ändert und dieser bleibt ebenso im Gleichgewichte wie vorher. Wenn 
der Deckel ebenso wie die Seifenhaut als nahezu gewichtslos betrachtet 
werden kann, muß er aber ebenfalls im Gleichgewichte bleiben, da 
an ihm im wesentlichen dieselben äußeren Kräfte angreifen, die sich 
vorher am oberen Teile der Haut im Gleichgewicht hielten. Denn der 
Luftüberdruck auf die Deckelfläche ist dem über die Innenfläche des 
oberen Teiles der Seifenblase verteilten Luftüberdrucke offenbar statisch 
gleichwertig, wie man sofort erkennt, wenn man das Gleichgewicht des 
zwischen beiden Flächen enthaltenen Luftkörpers betrachtet. 

Wir wollen auch in diesem Falle noch von einem Spannungshügel 
reden, der nur nach oben hin durch eine Hochebene begrenzt wird. Die 
Ordinaten des Spannungshügels geben genau so wie im früheren Falle 
und aus denselben Gründen den Wert der Spannungsfunktion an der be- 
treffenden Stelle für den Hohlquerschnitt an. Die Hochebene ent- 
spricht dabei dem Hohlräume des Querschnitts, und in der Tat ist ja 
auch in allen Punkten der Hochebene das Gefäll, also auch die zuge- 
hörige Spannung, gleich Null. Auch sonst gelten alle für den Spannungs- 
hügel früher bewiesenen Behauptungen unverändert in dem neuen 
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Falle; insbesondere steht der Inhalt des durch die Hochebene begrenzten 
Spannungshügels mit dem Drillungswiderstande des Hohlquerschnitts 
in dem durch Gl. (63) angegebenen Zusammenhange. 

Die Höhe der Hochebene über dem Hügelfuße sei mit h bezeichnet 
und der Wert der Spannungsfunktion für die Hochebene mit F^\ dann 
besteht zwischen beiden Größen der durch Gl. (56) angegebene Zu- 
sammenhang; F^ = kh (74) 

Bei der Ausführung des Versuches kann die Höhe h innerhalb ge- 
wisser Grenzen nach Belieben gewählt werden, wobei jedoch die dem 
ganzen Gleichnisse zugrunde liegende Voraussetzung nicht außer acht 
gelassen werden darf, daß das Gefäll des Hügels an allen Stellen hin- 
reichend klein bleiben muß, um die Tangente des Neigungswinkels 
ohne merklichen Fehler mit dem Sinus verwechseln zu dürfen, wie 
dies bei der Ableitung der Differentialgleichung (55) geschehen ist. 
Solange diese Voraussetzung genügend erfüllt bleibt, hat aber eine 
Änderung der Höhe h des Deckels über der Gefäßwand nur eine Änderung 
des Maßstabfaktors k zur Folge. 

Bis dahin ist alles ganz einfach und selbstverständlich; aber die 
Betrachtung bleibt auch nur auf den einfachen Fall anwendbar, bei 
dem die Berechnung für den Hohlquerschnitt schon durch die für den 
VoUquerschnitt mit erledigt ist, nämlich auf den Fall, daß der Innen- 
rand des Hohlquerschnitts mit einer zum Vollquerschnitt gehörigen 
SpannungsUnie zusammenfällt. Es läßt sich indessen zeigen, daß sich 
das Gleichnis von Prandtl in ganz ähnlicher Weise auch für den all- 
gemeinen Fall eines Hohlquerschnitts mit beliebigem Innenrande durch- 
führen läßt. Allerdings wird es dann erheblich umständlicher, so daß 
die Lösung der Aufgabe auf dem Versuchswege wegen der dabei auf- 
tretenden Schwierigkeiten kaum noch in Aussicht zu nehmen ist. Das 
Gleichnis behält aber auch in diesem Falle wenigstens noch den Wert 
einer anschaulichen Fassung der Aufgabe, die sich zu ungefähren 
Schätzungen sehr gut anwenden läßt. 

Man denke sich zunächst wieder eine Öffnung in der Gefäßwand 
hergestellt von der Gestalt der äußeren Umrißlinie des Hohlquerschnitts. 
In einem passend gewählten Abstände h über der Gefäßwand sei dann 
ein Deckel befestigt von jener Gestalt und auch in jener Lage zur Öffnung, 
wie sie dem Innenrande des Hohlquerschnitts entspricht. Nun hat man 
eme Seifenblase zwischen dem Rande der Wandöffnimg und dem Deckel - 
rande auszuspannen, so daß sie mit dem Deckel zusammen das Gefäß 
nach außen hin abschließt. Diese Seifenblase wird eine verschiedene 
Gestalt annehmen, je nach dem Luftüberdrucke p, der in dem Gefäße 
hergestellt wird. Unter diesen möglichen Formen befindet sich auch 
jene, die wir suchen und von der sich behaupten läßt, daß Seifenhaut 
und Deckel zusammen den Spannungshügel abgrenzen, mit allen den 
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Eigenschaften, die wir früher für ihn nachgewiesen haben. Man kann 
noch hinzufügen, daß der Luftüberdruck p zu diesem Zwecke 
so gewählt werden muß, daß der Luftdruck auf den Deckel 
ebensogroß ausfällt als die Summe der in der entgegen- 
gesetzten Richtung gehenden Komponenten der Haut- 
spannungen, die am Deckelrande angreifen. Das schließt in 
sich, daß der Deckel, wenn er als gewichtslos betrachtet werden kann, 
im Gleichgewichte gegen Verschieben in der Richtung senkrecht zu 
seiner Ebene steht, wie dies vorher auch schon bei dem zuerst besproche- 
nen einfachen Falle zutraf. Damals war aber der Deckel überhaupt im 
Gleichgewicht; jetzt dagegen ist nur die soeben erwähnte notwendige, 
aber nicht hinreichende Gleichgewichtsbedingung erfüllt, und er muß 
daher in seiner Lage festgehalten werden. Man könnte zwar daran denken, 
den Deckel zwangläufig zu führen, so daß nur der eine Freiheitsgrad 
einer Verschiebung senkrecht zu seiner Ebene übrig bliebe, und unter dieser 
Bedingung müßte sich die Höhe h von selbst so einstellen, wie es dem 
Drucke p entspricht. Man könnte mit einer solchen Versuchseinrichtung 
alle Fragen in derselben Weise wie bei einem Vollquerschnitte auch 
für einen» beliebigen Hohlquerschnitt lösen. Aber die praktischen 
Schwierigkeiten, auf die man dabei stößt, wenn man diesen Gedanken 
verwirklichen will, sind offenbar sehr groß, und sie werden sich kaum 
genügend überwinden lassen. 

Zum Beweise der aufgestellten Behauptungen dient zunächst die 
Bemerkung, daß die Funktion r» _ r. £ 

in der f ebenso wie in Gl. (56) die Ordinate des von Seifenhaut und 
Deckel begrenzten Hügels bedeutet, allen Bedingungen genügt, durch 
die die Spannungsfunktion vollständig bestimmt ist, bis auf die eine, 
von der sofort näher die Rede sein wird. Zunächst nämlich entspricht F 
aus den schon in § 64 besprochenen Gründen der Differentialgleichung (21) 
unter dem Vorbehalte einer passenden Wahl von A, und außerdem 
sind auch die Randbedingungen an beiden Rändern erfüllt, da am 
Außenrande F überall zu Null wird und am Innenrande überall den- 
selben Wert H = kh annimmt. Es handelt sich also, um die richtige 
Lösung zu erhalten, nur noch darum, die Höhe h des Deckels passend 
zu wählen, die zu einem gegebenen Luftüberdrucke gehört. 

Um den Beweis für die sich hierauf beziehende Behauptung vorzu- 
bereiten, wollen wir zunächst die Gleichgewichtsbedingung gegen Ver- 
schieben des zwangläufig geführten Deckels aufstellen. An einem Ele- 
mente ds des Deckelrandes greift die Kapillarkraft sds an, wenn das 
erste s in der früheren Bedeutung gebraucht wird und die Komponente 
der Kraft senkrecht zur Deckelebene ist gleich 

s ds ^- 
on 
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zu setzen, wenn mit dem Differentialquotienten das Gefäll des Span- 
nungshügels bezeichnet wird. Bezeichnet man die Deckeloberfläche mit 
50, so lautet demnach die Gleichgewichtsbedingung 

f . s ChF 



I. 



dn 



ds. 



Das Gefäll der Spannimgsfunktion gibt aber, wie wir früher fanden, 
die in der senkrecht dazu stehenden Richtimg wirkende Schubspannung 
an, und wir können daher in Anlehnung an die in Gl. (65) gebrauchte 
Schreibweise die Gleichung auch 



J 



T ds =^ k — Sq 



schreiben, so daß jetzt das über den inneren Rand erstreckte Linien- 
integral der Schubspannung darin vorkommt. Bedenkt man noch, daß 
nach Gl. (57) 

s 

sein muß, wenn die Seifenhaut dem Spannungshügel entsprechen soll, 
so geht die vorhergehende Gleichung über in 

^zds = 2G0So (75) 

und damit gleicht sie der Gestalt nach völlig der Gl. (65), abgesehen 
davon, daß hier Sq steht, wo damals F geschrieben war und rds an 
Stelle von rds geschrieben ist, weil hier r und d^ in dieselbe Richtung 
fallen, so daß ihr inneres Produkt gleich dem Produkte der Zahlenwerte 
* dieser Größen ist. 

Diese Betrachtung weist uns auf den engen Zusammen- 
hang hin, in dem das Seifenhaut-Gleichnis mit demStokes- 
schen Satze steht. Auch für jede andere horizontale Ebene, die man 
durch den Spannungshügel legen kann, ist die Summe der in lotrechter 
Richtung gehenden Komponenten der Kapillarspannungen, die in diesem 

k 
Schnitte übertragen werden, multipliziert mit — gleich dem Linien- 

integrale der Schubspannung für die betreffende Spannungslinie. Hier- 
durch ist die Möglichkeit gegeben, sobald ein Vorteil damit erreicht wird, 
von dem Seifenhaut- Gleichnis auf den Stokesschen Satz oder umgekehrt 
überzugehen. Da ein Seifenblasen-Versuch bei Hohlquerschnitten ohne- 
hin keinen Erfolg verspricht, während der Stokessche Satz ein sehr be- 
quemes Hilfsmittel für die Aufstellung von Näherungslösungen für 
Hohlquerschnitte bildet, wollen wir daher die Frage jetzt nach dieser 
Seite hin wenden. 

Es handelt sich also darum, zu entscheiden, ob Gl. (75) 
auf den Innenrand eines Hohlquerschnittes angewendet. 
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bei der Verdrehuagsaufgabe wirklich zutrifft oder nicht, 
weno man darin unter # den durch den vorausgesetzten 
und auf der linken Seite der Gleichung vorkommenden 
Spannungszustand hervorgebrachten Verdrehungswinkel 
versteht. Man darf sich dabei nicht durch die Ähnlichkeit der Form 
von Gl. (75) mit Gl. (65) zu der Ansicht verleiten lassen, als wenn 
Gl. (75) bereits als richtig nachgewiesen wäre. Sie wäre das, wenn sich 
Gl. (75) ebenso wie früher Gl. (65) auf eine Spannungslinie oder auf 
irgendeine geschlossene Linie in einem Vollquerschnitt bezöge. Das 
trifft aber hier keineswegs zu; vielmehr gehört die Fläche, auf deren 
Rand sich das Linienintegral der Schubspannung auf der linken Seite 
der Gleichung erstreckt und deren Inhalt auf der rechten Seite der 
Gleichung steht, überhaupt nicht zur Querschnittsfläche, so daß weder 
der Verdrehungswinkel # noch der Schubmodul G für die innerhalb 
des Randes gelegene Fläche irgendeine Bedeutung haben können. 
Ans dem Stokesschen Satze und überhaupt aus rein geometrischen 
Gründen läßt sich daher Gl. (75) sicher nicht als richtig nachweisen; 
vielmehr könnte, soweit diese in Betracht kommen, auf der rechten 
Seite der Gleichung ebensogut auch jeder andere Wert stehen. Gl. (75) 
kann daher, wenn sie überhaupt richtig sein soll, nicht aus solchen 
geometrisch allgemein gültigen Betrachtungen, sondern nur aus Gründen 
abgeleitet werden, die aus der Lehre von der Verdrehung unmittelbar 
entnommen sind und nur auf diesem Gebiete und nicht etwa auch für 
die zur Abbildung benutzbare ebene Flüssigkeitsbewegung ihre Beweis- 
kraft entfalten können. 

Zuvor aber wollen wir uns überlegen, was sich auf Grund des Stokes- 
schen Satzes für das Linienintegral der Schubspannung über den Innen- 
rand eines Hohlquerschnitts wirklich aussagen 
lä£t. Zur Erläuterung diene dabei Abb. 77 
mit quadratischem Außen- und kreisförmigem 
Innenrande, wobei es für das folgende gleich- 
gültig ist, ob die beiden Mittelpunkte zu- » 
sammenfallen oder nicht. Wir ziehen ii^end- / 
eine Linie AC vom Außenrande zum Innen- 
rande, die als Trennungslinie aufgefaßt den vor- 
her zweifach zusammenhängenden Querschnitt 
in eine einfach zusammenhängende Fläche ver- Abb. ^^. 
wandelt, die auch nur noch eine einzige in 

sich zusammenhängende Begrenzungslinie hat. Diese Linie geht von 
A im Sinne der Pfeile den Quadratseiten entlang über B zu A und von 
da ohne Unterbrechung dem Pfeile folgend weiter nach C, längs des 
Kreises über D zurück nach C und von da wieder zurück nach A, womit 
der ganze Umlauf beendet ist. Die Trennungslinie A C ist hierbei doppelt 
zu nehmen und wird das zweitemal im entgegengesetzten Sinne durch- 
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Jaufen, wie zuerst, wenn man die ganze Umfangslinie stets im gleichen 
Fortschreitungssinne durchläuft. Wenn man hierin eine Schwierigkeit 
erblickt, kann man sich auch zuerst zwei benachbarte Linien zwischen 
den Stellen A und C gezogen denken, so daß eine Öffnung zwischen 
ihnen bleibt, die einen Zusammenhang zwischen Innen- und Außenraum 
des Hohlquerschnitts herstellt und hierauf die beiden Linien gegeneinan- 
der rücken, bis sie in der Grenze zusammenfallen. Solange sie noch nicht 
zusammenfallen, ist die Fläche einfach zusammenhängend und. der 
Querschnitt daher als ein Vollquerschnitt zu betrachten, für den 
Gl. (65) zweifellos gültig ist. Beim Grenzübergange selbst tritt aber 
keine sprungweise Änderung der auf beiden Seiten der Gl. (65) stehenden 
Größen ein, so daß sie auch noch gültig bleiben muß, wenn beide Tren- 
nungslinien in eine zusammenfallen. Hierbei heben sich in dem über den 
ganzen Umfang erstreckten Linienintegral die beiden Beiträge, die 
von AC und CA herrühren, gegeneinander fort, da sie im entgegen- 
gesetzten Sinne genommen werden, und es bleiben nur die dem Außen- 
rande und dem Innenrande des Hohlquerschnitts entsprechenden 
Beiträge übrig. Dabei ist weiter zu beachten, daß, wenn der Umlauf- 
sinn über den äußeren Rand im Sinne der Verdrehung genommen wird, 
der über den inneren Rand, wie aus den Pfeilen in der Abbildung zu 
ersehen ist, entgegengesetzt dem Verdrehungssinn verläuft, so daß der 
eine Rand einen positiven, der andere einen negativen Beitrag zum 
gesamten Linienintegrale der Schubspannungen in Gl. (65) liefert und 
es daher auf den Unterschied zwischen den im gleichen Sinne gerech- 
neten Beiträgen ankommt. 

Hiernach ist Gl. (65) ohne weiteres auch auf einen Hohlquer- 
schnitt anwendbar, so jedoch, daß darin unter F der Flächeninhalt 
nach Abzug des Innenraumes zu verstehen ist, also F = S^ — Äq, wenn 
wir unter S^ den vom äußeren Rande allein umschlossenen Flächenraum 
und unter Sq^ wie schon in Gl. (75), den Hohlraum verstehen. Zugleich 
zerfällt auch die linke Seite der Gl. (65) in zwei Glieder, wie soeben 
besprochen war, so daß sie jetzt 



Jrd^-JT 



ds = 2G»(Sj, — So) (76) 



geschrieben werden kann, wenn die Zeiger und 1 bei den Integralen 
keine Grenzen bezeichnen, sondern die geschlossenen Linien angeben, 
auf die sie sich erstrecken sollen, und zwar in beiden Fällen im gleichen 
mit dem Verdrehungssinne übereinstimmenden Umlaufsinne, so daß 
beide Integrale für sich genommen positiv ausfallen und der Unter- 
schied der positiv gerechneten Linienintegrale in die Gleichung eintritt. 
Läßt man den Hohlraum allmählich abnehmen, bis der Querschnitt 
wieder in einen Vollquerschnitt übergeht, so fallen in Gl. (76) auf beiden 
Seiten die sich auf den Innenrand beziehenden Glieder fort und Gl. (76) 



§ 70. Die Hohlquerschnitte. 



109 



vereinfacht sich wieder zu der Ausgangsgleichung (65). Gl. (76) bildet 
aber die einzige Aussage, die man aus dem Stokesschen Satze allein für 
den Hohlquerschnitt ableiten kann, und namentlich läßt sich daraus 
nicht auf die Gültigkeit von Gl. (75) schließen. Die beiden wider- 
sprechen sich zwar sicher nicht, und es liegt auch nahe, anzunehmen, daß 
sich in Gl. (76) die beiden Glieder auf der linken und der rechten Seite 
einzeln einander entsprechen könnten; aber ob dies zutrifft oder nicht, 
muß durch eine von der vorhergehenden ganz unabhängige Überlegung, 
die sich auf die allgemeinen Gesetze der Verdrehungsfestigkeit stützt, 
entschieden werden. 

Zum Nachweise der Gültigkeit von Gl. (75) bedienen wir uns, wie 
schon in früheren Paragraphen dieses Abschnittes, des Satzes von der 
kleinsten Formänderungsarbeit. Hiernach muß von allen Spannungs- 
zuständen, die allen statischen Anforderungen der Aufgabe ohne Aus- 
nahme entsprechen, jener wirklich eintreten, dem die kleinste aufge- 
speicherte Formänderungsarbeit zukommt. 

Der Spannungszustand wird vollständig durch die Spannungs- 
funktion F beschrieben, und die zugehörige Formänderungsarbeit ist 
nach Gl. (27) von § 65 

A f*V I -X T? \^ I -X T?\^' 

worin sich die Integration über sämtliche Flächenelemente dFi des 
Hohlquerschnitts S^ — Sq zu erstrecken 
hat. Nach dem Satze, auf den wir uns 
stützen, muß die Variation von A zu 
Null werden, die zu einer allen sta- 
tischen Anforderungen genügenden Va- 
riation von F gehört. Das liefert die 
Gleichung 




j'öT/ 



bF höF . bF böF 



by by 



+ 



\ 



dF^ = 0, 



b z bz I 

die wir nun in schon oft benutzter 
Weise durch eine partielle Integration 
umzuformen haben. 

Zuerst erhalten wir unter Beachtung der in beistehender Abb. 78 
eingeschriebenen Bezeichnimgen 




Abb. 78. 
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'^'Hw 
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dF 
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dF^.-dFi=^ 



=-i[(m-(m] 



dz 



hy^ 

-J 



b*F 
dF^-=^dFi, 



wobei zu beachten ist, daß bei der Integration nach y die Variation ÖF 
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am äußeren Rande des Querschnitts überall zu Null wird, während sie 
am Innenrande zwar von Null verschieden sein kann, aber überall den- 
selben Wert öH haben muß, damit der variierte Spannungszustand allen 
statischen Anforderungen ebenso genügt wie der ursprüngliche. Ebenso 
wird 

Im ganzen wird hiernach 



^"mV'-mv-^m 






Zu den Integralen, die sich auf den Innenrand beziehen, trägt 
jedes Längenelement ds dieses Randes zwei Glieder bei, die sich für 
das beispielsweise hervorgehobene und mit der Ziffer 1 bezeichnete 
Längenelement ds in derselben Weise, wie es schon bei der Ableitung 
des Satzes von Stokes in § 68 und in Anlehnung an Abb. 75 geschehen 
war, zusammenfassen lassen zu 

hF\ , . lhF\ , ^ ■ . ^ 

~ — I ds%\xi(p — \~ — I a^cos 9? == Ta;, a^sm 9? + ^«»«5cos 9? 

z=x ds sin^ q>-\-r ds cos^ <p = rds. 

Entsprechend ist es auch bei allen übrigen Elementen des Innen - 
randes, und die vorhergehende Gleichung vereinfacht sich zu 

Die Spannungsfunktion F muß aber in jedem Punkte der Quer- 
schnittsfläche der Differentialgleichung (21) genügen, und hiermit geht 
die vorstehende Gleichung über in die Gleichung 

dH'^rds = — 2G&^dFdF^ (77) 

die für jede allen statischen Anforderimgen genügende Variation öF 
des tatsächlich bestehenden Spannungszustandes erfüllt sein muß. 
Das auf der linken Seite stehende Integral ist über den ganzen Innen- 
rand zu erstrecken. 

Zu den statischen Anforderungen gehört auch noch die Bedingung, 
daß die Schubspannungen im Querschnitte nach der Variation ebenso 
wie vorher im Gleichgewichte mit dem Verdrehungsmomente M der 
äußeren Kräfte stehen müssen. Diese Gleichgewichtsbedingung wird 
ausgedrückt durch Gl. (29) von §65, nämlich 
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und damit M sich bei der Variation nicht ändert, muß daher- 



!(■ 






dz ^ y 

sein. Auch diese Gleichung läßt sich wieder durch eine partielle Inte- 
gration umformen. Man hat unter erneuter Bezugnahme auf Abb. 78 

— \dFdF^^ — dH'S^—\dFdF^ 

und nachdem man dieselbe Umformung auch mit dem anderen Gliede 
der Gleichung durchgeführt hat, ergibt sich 

^dFdF^ = — SodH (78) 

Aus der Verbindung dieser Gleichung mit Gl. (77) folgt aber 

^rds = 2G&So (79) 

Hiermit ist aber in der Tat der verlangte Beweis für die 
Gültigkeit der Gl. (75) erbracht. Zugleich folgt damit auch die 
Richtigkeit der früher aufgestellten Behauptung über den im Gefäße 
zur Herstellung des Spannungshügels erforderlichen Luftüberdruck p, 
denn Gl. (75) war ja nur als ein anderer Ausdruck dieser Bedingung 
erkannt und abgeleitet worden. 

Nach der Aufstellung und dem Beweise von Gl. (79) kann man 
nun auch Gl. (76), wie es vorher schon vermutet war, in zwei Teile zer- 
legen, von denen der eine eben Gl. (79) bildet, während der andere 

^rds = 2G»S^ '(80) 

lautet. Das über den äußeren Rand erstreckte Linienintegral der 
Schubspannung ist daher bei gegebenem Verdrehungswinkel ^ für 
einen Hohlquerschnitt genau so groß, wie für den entsprechenden 
Vollquerschnitt bei dem gleichen Verdrehungswinkel. Ferner kann man 
auch die für manche Überlegungen recht nützliche Beziehung 



5. 



ds 5, 

-^ (81) 



aufstellen. o 

Endlieh ist noch darauf hinzuweisen, daß die wirkliche Ausführung 
eines Schnittes AC, wie er in Abb. 77 als Trennungslinie gelegt war, 
zwar an der Gültigkeit der im Anschlüsse daran abgeleiteten Gl. (76) 
nichts ändert, trotzdem fiiber den Drillungswiderstand des Querschnitts 
bedeutend herabsetzt. Das ist nur scheinbar ein Widerspruch, der sich 
am einfachsten aufklärt, wenn man sich der beiden Gleichnisse erinnert. 
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Solange der Querschnitt zweifachen Zusammenhang hat, laufen alle 
Stromlinien im gleichen Sinne herum, etwa im Uhrzeigersinne, wie er 
in Abb. 77 durch die auf der äußeren Randlinie eingetragenen Pfeile 

angegeben ist. Dann sind auch die beiden Linienintegrale jt^ä und 

frd^, wie schon im Anschlüsse an Gl. (76) [bemerkt wurde, beide 

b 

positiv. Sobald aber ein Schlitz AC in Abb. 77 hergestellt und der 

Querschnitt dadurch tatsächlich in einen einfach zusammenhängenden 

verwandelt wird, kann die Strömung nicht mehr so weitergehen, sondern 

die .Stromlinien müssen sich vor der Schlitzstelle umbiegen und wieder 

zurücklaufen. Wenn die Strömung am äußeren Rande immer noch im 

Uhrzeigersinne herumläuft, muß der dem inneren Rande benachbarte 

Teil des Querschnitts jetzt die von der Schlitzstelle zurückkehrenden 

Stromlinien aufnehmen und die Stromrichtung ist dort entgegengesetzt 

dem Uhrzeigersinne. Hiernach haben in diesem Falle ^rds und 

\xds in Gl. (76) entgegengesetzte Vorzeichen ^und an Stelle der 

b 

Differenz tritt die Summe der beiden Absolutwerte. Das hat dann zur 

Folge, daß zu gegebenen größten Umfangsspannungen t weit größere 
Verdrehungswinkel d gehören als im Falle des zweifach zusammen- 
hängenden Querschnitts. 

Auch das Prandtlsche Gleichnis führt sofort zu demselben Ergeb- 
nisse. Der Spannungshügel mit einer Hochebene, wie er dem zweifach 
zusammenhängenden Querschnitte entspricht, hat weit mehr Inhalt als 
der Ringwall, der sich innen und außen bis zum Rande heruntersenkt 
und außerdem noch an der Schlitzstelle durch eine Talfurche unter- 
brochen ist. 

§ 71. Bebandlungf eines Beispiels. 

Als Hauptbeispiel betrachten 
wir den in Abb. 79 gezeichneten 
Hohlquerschnitt, der nach außen 
und innen kreisförmig begrenzt 
ist. Die Halbmesser beider Kreise 
sind mit a und b und der Mittel- 
""^ punktsabstand mit e bezeichnet. 
Die Verbindungslinie beiderMittel- 
punkte bildet eine Symmetrie- 
achse für den Querschnitt, die 
wir zur Z- Achse wählen. Ein Stab 
von diesem Querschnitt kann als 
ein Rohr bezeichnet werden, 
j^bi,, 79. dessen Wandstärke veränderlich 




Wt2U 
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ist. Die kleinste sowohl als die größte Wandstärke liegen auf der Z- 

Achse ; bezeichnet man die eine mit i, so ist die andere gleich t +2 e. 

Außerdem hat man 

t = a — — e 

Im Lichte des hydrodynamischen Gleichnisses gesehen, handelt es 
sich bei unserer Aufgabe darum, eine zwischen beiden Grenzkreisen 
verlaufende ebene Flüssigkeitsbewegung ausfindig zu machen, deren 
Wirbelstärke überall den gleichen oder, wenn man sich mit einer Nähe- 
rungslösung zufrieden geben will, wenigstens ungefähr^ überall den 
gleichen Wert annimmt. Hierdurch allein ist aber die Flüssigkeits- 
bewegung noch nicht völlig bestimmt; es kommt vielmehr noch die 
weitere Bedingung hinzu, die ihr auferlegt werden muß, damit sie das 
richtige Abbild des Spannungsverlaufs bei der Verdrehungsaufgabc 
bildet und die durch eine der drei Gl. (79), (80) oder (81) ausgedrückt 
werden kann. 

Durch den engsten Querschnitt t muß die Flüssigkeit offenbar 
mit der durchschnittlich größten Geschwindigkeit strömen, und es kann 
daher auch kein Zweifel darüber bestehen, daß die größte überhaupt 
vorkommende Sehubspannung r^ax ^^ dem auf dem äußeren Randkreise 
gelegenen Endpunkt der Strecke t auftreten wird. 

Ferner liegt die Vermutung nahe, daß alle Stromlinien entweder 
genau oder wenigstens näherungsweise kreisförmig sind, wie es bei 
den beiden Grenzkreisen den Bedingungen der Aufgabe gemäß ohnehin 
streng zutreffen muß. Wir legen daher diese Annahme der weiteren 
Betrachtung zugrunde. Die Mittelpunkte aller dieser Kreise müssen 
jedenfalls auf der Symmetrieachse liegen, also auf der Z-Achse. Einer 
der Zwischenkreise ist punktiert in die Abbildung eingetragen; sein 
Halbmesser ist mit r und der Abstand seines Mittelpunktes von dem 
als Koordinatenursprung angenommenen Mittelpunkt des inneren 
Grenzkreises mit u bezeichnet. Auch dieser Kreis würde zusammen 
mit dem inneren Kreise einen Hohlquerschnitt von der hier betrachteten 
Art umschließen, dessen engste Stelle w sich ebenso wie vorher nach der 
Formel 

w = r — b — u 

berechnet, wenn u den in diesem Falle zutreffenden Mittelpunktsabstand 
bedeutet. 

Wir führen eine Verhältniszahl a ein, indem wir 

u=-ae (82) 

setzen und denken uns den Zwischenkreis, der gerade zur Betrachtung 
ausgewählt wurde, durch die Angabe des Wertes von a gekennzeichnet. 
Dem Werte a = entspricht dann der innere Grenzkreis und dem Werte 
a = 1 der Umfangskreis und allen Zwischenkreisen entsprechen Werte 
von a, die echte Brüche sind. Aber durch die Angabe von a allein ist 

Föppl. Drang und Zwang, Bd. II. 8 
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noch nicht ausgesprochen, wie der Zwischenkreis aussehen soll. Zu 
diesem Zwecke könnte man noch eine zweite Verhältniszahl ß einführen, 
die eine unbekannte Funktion von a ist, so daß 

w = ßt 

wäre. Jedenfalls müßte dann f ür a = auch ß = und für a = 1 auch 
ß = i sein, da die Grenzkreise fest vorgeschrieben sind. Hält man 
an der Verschiedenheit von a und ß fest, so gelangt man zu einer all- 
gemeineren Lösimg der Aufgabe, die sich durch passende Bestim- 
mung von ß als Funktion von a nachträglich der strengen Lösung so eng 
als möglich anpassen läßt. . 

Wir wollen aber jetzt auf die Möglichkeit verzichten, durch größeren 
Rechenaufwand eine erhöhte Genauigkeit erzielen zu können und be- 
gnügen uns, mehr zur Übung als in der Absicht, die Aufgabe damit end- 
gültig zu lösen, mit der Durchführung der Rechnung unter der einfach- 
sten Annahme ^ 

ß = a, 

woraus dann ferner für den Halbmesser r des Zwischenkreises a 

r = b + a(e + t) 



. , . , (83) 

folgt. 

Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir einen Stromfaden, der 

zwischen den beiden unendlich nahe benachbarten Stromlinien a und 

a +da gelegen ist. Für den Halbmesser r der Stromlinie a gilt dann 

die vorstehende Gleichung und für den engsten Querschnitt dw und für 

den Mittelpunktsabstand du hat man 

dw = tda\ du = eda (84) 

In beistehender Abbildung ist 
der Stromfaden für sich heraus 
gezeichnet^, wobei man sich die 
beiden Stromlinien als unendlich 
nahe benachbart vorzustellen hat. 
Der Bequemlichkeit wegen ist in 
Y dieser Abbildung der Koordi- 
natenursprung nach dem Mittel- 
punkte des Kreises a vom Halb- 
messer r verlegt, während die 
Achsenrichtungen dieselben ge- 
blieben sind wie vorher. Wir 
ziehen einen Halbmesser r, der 
den Winkel g? mit der Z-Achse 
einschließt und verlängern ihn bis 
zum Kreise a+da, um das in der Abbildung mit dq bezeichnete 
Stück, das man als die Weite des Stromfadens an der Stelle <p be- 




Abb. 80. 
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zeichnen kann. Wir haben zunächst dq als Funktion des Winkels q> 
darzustellen. 

Denkt man sich den äußeren Kreis um das Stück d u hinaufgerückt, 
so daß nachher beide Kreise konzentrisch zueinander sind, so ver- 
größert sich dq auf den Unterschied beider Halbmesser, also auf da 
(e +t). Hiervon müssen wir, um dgr zu finden, die Strecke abziehen, 
um die dq bei der Verschiebung gewachsen war. 
Aus Abb. 81, die eine sehr stark vergrößerte i 
Widergabe der näheren Umgebung der Strecke dq i c 

in der vorhergehenden Abbildung sein soll, ist die i -^/< 

Lage dieser Strecken zueinander angegeben. Die \ - ^y^^K 
Endpunkte von dq sind in beiden Abbildungen v^y^^^ \ 
mit A und B bezeichnet ; in der letzten Abbildung ^^i \ 
schließen sich an A und B Linien an, die senk. [ \ \ 

recht ZM AB stehen und die als Bogenelemente ' \ 

der beiden Kreise anzusehen. sind, deren Krüm- ^bb si 

mung sich wegen der starken Vergrößerung in 
der Abbildung nicht bemerklich macheji kann. Z) ist jener Punkt des 
durch B gehenden Kreises, der nach der Verschiebung dum die Lage C 
auf der Verlängerung von AÄ kommt. Man hat BC = du cos ip und 

dq = {e -^t) da — eda cos^ q> (85) 

womit die zunächst gestellte Frage beantwortet ist. Man überzeugt sich 
nachträglich leicht, daß diese Formel für stumpfe Winkel q> ebenso gilt 
wie für spitze. 

Die an der Stelle 9? = 0, also im engsten Querschnitt des Strom- 
fadens, übertragene Schubspannung sei mit Tq, die an beliebiger Stelle (p 
mit T bezeichnet. Dann ist nach dem Kontinuitätsgesetze für die Flüssig- 

keitsströmung i,dw = rdq (86) 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf die Gl. (84) und (85) . 

r = To.— ^ ^ (87) 

^ t + e — e cos 9? ^ ' 

Wir können jetzt das Linienintegral von r für die Stromlinie vom 
Halbmesser r bilden. Es ist 

TT 




^ i + e — e 



tds = 2Tt 

e cos (p 



Aus den üblichen Formelsammlungen, z. B. aus der »Hütte«, ent- 
nimmt man die Integralformel 



8* 
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Setzt man hierin a = t +e und b = — e ein und geht man durch 
Einsetzen der Grenzen und n vom unbestimmten zum bestimmten 
Integral über, so ergibt sich 



TT 



2Crds=^^^^^ (88) 

•i^ l/l4-2 



/l + 2-l 

Den Wert dieses Linienintegrals setzen wir in Gl. (80) ein, in der in 
imserem Falle e s 

zu setzen ist. Offenbar könnte nämlich die Stromlinie, die wir betrach- 
ten, zusammen mit dem inneren Grenzkreise ebenfalls einen Hohlquer- 
schnitt einschheßen, mit derselben Spannungsverteilung wie im ge- 
gebenen Falle, so daß wir zur Anwendung von Gl. (80) berechtigt sind. 
Aus Gl. (80) folgt dann 

j^ = rG»y i + 2 j= (b + a[e + t])G»y 1 + 2 j . (89) 

Hiermit ist Tq als eine lineare Funktion von r oder auch von a er- 
kannt, in der alle Größen als gegeben anzusehen sind, bis auf den einst- 
weilen noch unbekannten Verdrehungswinkel &, Mit Tq kennt man nach 
Gl. (87) auch die an jeder anderen Stelle auftretende Schubspannung t. 
Es handelt sich also jetzt nur noch darum, ^ zu berechnen. Dazu steht 
uns aber die Bedingung zur Verfügung, daß das Moment der Schub- 
spannungen für jeden Momentenpunkt gleich dem gegebenen Ver- 
drehungsmomente M sein muß. 

An Stelle von ^ können wir hierbei auch die Schubspannung r^ax 
als Unbekannte ansehen, die mit & in dem durch Gl. (89) gegebenen Zu- 
sammenhange / ^ 

T^ax = aC-^yi+2-^ (90) 

steht, so daß sich Gl. (89) auch ersetzen läßt durch 

,„ = i+^^Ji'U_ (9i) 

Um die Momentengleichung anzuschreiben, verfahren wir genau so, 
wie es früher schon bei der Näherungstheorie für das schmale Rechteck 
in § 67 geschehen ist. In einem an der Stelle (p in Abb. 80 gelegenen 
Flächenteilchen des Stromfadens von der Länge ds wird eine Schubkraft 
tdqds übertragen, wofür man nach Gl. (86) auch x^dwds setzen kann. 
Der von irgendeinem im Hohlräume des Querschnitts gelegenen Mo- 
mentenpunkte genommene Hebelarm dieser Kraft sei mit p bezeichnet. 
Dann liefert der Stromfaden zwischen den Stromhnien a und a +da zur 
Momentensumme den Beitrag 
{x^dwäsp^x^dw ^pds = 2Sx^dw = 2StXQda = 27ir^tx^da, 
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Setzt man noch für r seinen Wert aus Gl. (83) und für Tq den aus 
Gl. (91) ein und nimmt die Summe der Beiträge von allen Stromfäden, 
so lautet die Momentengleichung 

1 

^ = -^"--J(* + "t' + 'J)'^^ = ^"---Ti^ (92) 





Die Auflösung nach x^^ liefert 



e+t 2Ma 

Tmax = -y--^(^_j4) 1^^) 

und auch den Verdrehungswinkel erhält man nach Gl. (90) 

V^—== 7-x TT. 7^ ...... (94) 

Mit e = gehen diese Formeln wieder, wie es sein muß, in die 
früher für den konzentrisch ringförmigen Querschnitt abgeleiteten 
über. 

Man feann auch noch die Formel für den Drillungswiderstand hinzu- 
fügen. Sie lautet hier 

' 1+1 

Damit ist die zunächst gestellte Aufgabe gelöst, Falls der Mittel- 
punktsabstand e nicht zu groß ist, wird man die Lösxmg auch als hin- 
länglich genau für die praktische Anwendung betrachten dürfen. Die 
Lösung genügt jedoch keineswegs der Bedingung, daß die Wirbelstärke 
überall denselben Wert haben soll, was man auch nicht verlangen kann, 
da sie in diesem Falle sogar eine strenge Lösung wäre. Wenn man die 
verschiedenen Stromfäden miteinander vergleicht, ist zwar der durch- 
schnittliche Wert der Wirbelstärke für alle gleich groß, da diese Be- 
dingung schon der Ableitung aus Gl. (80) zugrunde lag. Aber innerhalb 
des einzelnen Stromfadens wird die Wirbelstärke um so kleiner, je mehr 
die Weite des Stromfadens zunimmt. Man darf daher den aufge- 
stellten Formeln nicht viel Vertrauen entgegenbringen, 
sobald e ziemlich groß wird gegenüber t. Wie weit man darin 
gehen darf, hängt zunächst von den Anforderungen ab, die man an die 
Genauigkeit des Ergebnisses stellt, außerdem aber von dem Ergebnisse 
eines Vergleiches der Formeln entweder mit Versuchsergebnissen oder 
auch mit einer besser begründeten Formel, falls man über eine solche 
verfügt. 
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Vorher wurde schon darauf hingewiesen, daß man mit der Aufwen- 
dung von mehr Rechenarbeit zu einer besser zutreffenden Formel da* 
durch gelangen kann, daß man die Verhältniszahlen a und ß nicht ein- 
fach einander gleich setzt, wie es der Einfachheit wegen geschehen war, 
sondern ß als eine Funktion von a ansieht, die nachträglich so zu be- 
stimmen ist, daß sich die Lösung den Forderungen der Aufgabe mög- 
lichst gut anpaßt. Aber es gibt auch noch andere Wege ziu* Aufstellimg 
von brauchbaren Näherungsformeln. Wenn man die Rechenarbeit nicht 
scheut, kann man ebenso,' wie es beim rechteckigen Querschnitt ge- 
schehen ist, einen einfachen Ansatz mit einigen »Freiwerten« für die 
Spannimgsfunktion F aufstellen, der nur den Grenzbedingimgen an 
beiden Rändern genügt, hierauf nach Gl. (27) die Formänderungs- 
arbeit A berechnen und dann die Freiwerte so bestimmen, daß sie A 
zu einem Minimum machen. Es würde uns zu lange aufhalten, diese 
mühsame Arbeit jetzt vorzunehmen, aber vielleicht ist manchem, der 
nach dem Thema zu einer wissenschaftlichen Arbeit sucht, mit einer 
solchen Anregung geholfen. 



§ 72. Die strenge Lösung für den einseitig ringsförmigen Quer- 
schnitt 

Als wir den ganzen Abschnitt für die Verdrehungsfestigkeit schon 
nahezu abgeschlossen hatten, bemerkten wir erst nachträglich, daß 
man für die soeben nach einem. Näherungsverfahren behandelte Aufgabe 
auch eine strenge Lösung aufzustellen vermag. Sie erfordert freilich 
zu ihrer vollständigen Bewältigung ein solches Maß von Rechenarbeit 
und auch von weitergehenden mathematischen Vorkenntnissen, die wir 
nicht^als bekannt voraussetzen dürfen, daß wir darauf verzichten müssen, 
sie hier in allen Einzelheiten zu besprechen. Die Grundlagen, auf 
denen die strenge Lösung beruht, lassen sich jedoch leichter verständlich 
machen, und auf deren Besprechung wollen wir uns hier beschränken. 
Ein gewandter Rechner mit den nötigen Vorkenntnissen wird nach dieser 
Anleitung die ganze Theorie vollständig aufzubauen vermögen; zugleich 
behalten wir uns vor, später an anderer Stelle auf diesen Gegenstand 
selbst noch ausführlicher zurückzukommen, wenn dies nicht inzwischen 
von anderer Seite geschehen sollte. 

An dem vorher schon festgestellten Wortlaute des vorhergehenden 
Paragraphen ändern wir überhaupt nichts; er -mag genau so stehen 
bleiben, wie wir ihn früher geschrieben hatten. Wenn auch an sich 
eine strenge Lösung den Vorzug vor einer angenäherten verdient, so 
macht sie diese doch nicht entbehrlich, wenn die strenge Theorie selbst 
so umständlich und schwierig ist, daß sie nur mit großem Zeitaufwande 
und auch nur von den geübtesten Rechnern durchgeführt werden kann. 
Für den gewöhnlichen Hausgebrauch sind wie überall so auch hier gute 
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Näherungslösungen allein am Platze, sobald die strenge Theorie zu große 
Ansprüche macht. Die strenge Theorie erfüllt in solchen Fällen bereits 
ihren Zweck, wenn sie sonst im Hintergrtmde bleibt, aber durch ge- 
legentliche Prüfung der Näherungsannahmen der einfachen Theorie 
dafür sorgt, daß bei dieser keine allzu großen Fehler zugelassen werden. 
Wir haben früher gesehen, daß zur strengen Lösung der Verdrehungs- 
aufgabe für einen Hohlquerschnitt die Angabe einer Spannungsfunktion 
F erforderlich ist, die für Innen- und Außenrand zwei voneinander ver- 
schiedene Festwerte annimmt und für jeden Punkt des Querschnitts der 
Differentialgleichung 

(96) 



b^F . h^F 



bif 



r,2+ ^{r = -2G* 



bz 



genügt. Auf den besonderen Wert — 2G&, der auf der rechten Seite 
dieser Gleichung steht, kommt es zunächst nicht an. Es röicht schon 
ans, wenn wir nur überhaupt F so zu bestimmen vermögen, daß die 
Snmme der beiden zweiten Differentialquotienten an allen Stellen des 
Querschnittes den gleichen Wert annimmt, den wir, dann nachträglich 
als gleichbedeutend mit — 2G^ anzusehen haben. 

Hiermit ist eine rein mathematische Aufgabe gestellt, deren Lösung 
als Vorbedingung für die Lösung der Verdrehungsaufgabe angesehen 
werden kann, wenn sie auch allein dazu noch nicht ausreicht. In der Tat 
läßt sich aber, wie wir nun zeigen wollen, die rein mathematische Auf- 
gabe für den durch zwei einseitig (oder »exzentrisch «) zueinander liegende 
Kreise begrenzten Hohlquerschnitt einwand- i \ 

frei und auch ohne allzu große Rechen- 
arbeit lösen. 

Die Lösung beruht auf der Anwendung 
von sog. Dipolar- Koordinaten. Es wäre nicht 
am Platze, die ziemlich umständliche Theorie 
der Dipolar- Koordinaten hier ausführlich 
auseinanderzusetzen. Einige Erläuterungen, 
die nötig und ausreichend sind, um das 
nachfolgende verständlich zu machen, dürfen 
aber natürlich nicht fehlen. Dabei sollen 
der Anschaulichkeit wegen die Rechnungen 
sofort für ein bestimmtes Zahlenbeispiel 
durchgeführt werden. 

Das Beispiel bezieht sich auf den in 
beistehender Abb. 82 gezeichneten Querschnitt mit dem beliebigen 
Mittelpunktsabstande e, während die übrigen Maße 

a = 6e; b = 3 e; t = 2e 

angenommen sind. Auf der Mittelpunktslinie M^ M^ ist ein wenig ober- 
halb von M^ ein Punkt 0^ angegeben, den wir nachher als Pol anwenden 




Abb. 82. 
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wollen. Der mit u bezeichnete Abstand von Og bis zum nächsten Punkt 
des Innenrandes muß im vorliegenden Falle 

u = 2,649 e 

gemacht werden. Der andere Pol O^ des Dipolar- Koordinatensystems, 
auf das sich unsere Rechnimgen stützen sollen, liegt in der Verlängerung 
von Ml üf 2 weiter nach oben hin über den Querschnitt hinaus, und zwar 
in einem Abstände v vom nächsten Punkt des Außenrandes, der sich in 
unserem Beispiele zu ^ __. 20 649 e 

berechnet. Man muß sich also die Zeichnung entsprechend nach oben 
hin verlängert denken. Der Abstand der Pole 0^0^^ die Poldistanz, 
die wir mit d bezeichnen wollen, beträgt daher in dem Beispiele, wie 
wir uns für später merken wollen, 

d = 25,298 e. 

Die nach einem beliebigen Punkte P des Querschnitts Von den 
Polen aus gezogenen Radienvektoren O^P und O2P bezeichnen wir in 

der Folge mit R und r. 

Um zu erklären, warum dies alles ge- 
schieht und wie die Lage der Pole ermittelt 
wurde, verweisen wir auf die folgende Abb. 83, 
in der ein Kreis von irgendeinem Halbmesser p 
gezeichnet ist, der mit unserem Zahlenbeispiele 
nichts zu tun hat. Außerhalb des Kreises ist 
ein Punkt 0^ nach Belieben angenommen, 
dessen Abstand MO^^ vom Mittelpunkte mit 
Xp bezeichnet werden soll, so daß also unter A 
eine sonst beliebige Verhältniszahl zu ver- 
stehen ist, die größer ist als Eins. Auf der 
Linie O^Af ordnen wir diesem Punkte einen 

zweiten O2 zu, dessen Abstand vom Mittel - 

1 
punkt y p beträgt. Die Punkte O^ und Oj bil- 
den alsdann mit den Endpunkten des Durch- 
messers, auf dem sie liegen, vier harmonische Punkte in dem Sinne, 
wie diese Bezeichnung in der Planimetrie gebraucht wird. 

Verbindet man einen beliebigen Punkt P des Kreisumfangs mit O^ 
und O2 und bezeichnet die Abstände O^P und O^P mit R und r, so ist 
das Abstandsverhältnis d 

wie man auch P gewählt haben mag. Zum Beweise beachte man, daß 

R^ ^ y' + i^P -ziV ^ p^(i + x^)- 2kpz, _^, 




— -V— Y 



Abb. 83. 



.2 



.V« + (=x-lpf P«(l + ^) 



2 ;-P=l 



i 72. Die strenge Lösung für den einseitig ringsförmigen Querschnitt. 121 

wird. Hierin sind y und z die Koordinaten des Punktes P vom Koordi- 
natenursprung Og ^^s, Zi dagegen von einem Koordinatenursprung M 

1 
aus gerechnet, so daß Zi = z +y p ist. Hiermit ist übrigens nur ein 

ziemlich bekannter Satz aus der Geometrie des Kreises nochmals be- 
wiesen. 

Anstatt, wie es soeben geschehen ist, vom Kreise auszugehen und 
die dazu harmonisch liegenden Punkte 0^0^ auszuwählen, kann man 
sich auch umgekehrt die Strecke 0^0^ zuerst gegeben denken und dann 
nachträglich einen Kreis mit dem Mittelpunkte M und dem Halbmesser 
p hinzunehmen, der die Strecke 0-^0^ harmonisch teilt. Zur gegebenen 
Sirecke OiOg kann man unendlich viele solcher Kreise ziehen, und für 
jeden von ihnen gilt, daß das Abstandsverhältnis A einen ganz be- 
stimmten, diesem besonderen Kreise zugehörigen, zwischen 1 und oo 
liegenden Wert annimmt. Die Angabe von X genügt, um den zuge- 
hörigen Kreis aus der ganzen Schar eindeutig zu bezeichnen. Für 
A = 1 liegt der Mittelpunkt M im Unendlichen, und der Kreis geht in 
die Mittelsenkrechte der Strecke 0^0^ über, während für A = oo der 
Kreis zu einem Punkte zusammenschrumpft, der mit O^ zusammen- 
fällt. 

Nachdem dies festgestellt ist, gehen wir wieder zur vorhergehenden 
Abbildung zurück. In dieser wurden die beiden Pole 0^0^, deren Lage 
bereits angegeben war, derart ermittelt, daß ihr Abstand O^Og durch die 
beiden Grenzkreise des Querschnitts harmonisch geteilt wird. Damit 
dies für den inneren Kreis zutrifft, muß zwischen den früher mit u und u 
bezeichneten Strecken die Beziehung 

u _ v-^t 
26— tt"^ü + t.-f26 

gelten und für den äußeren Kreis gilt eine entsprechende Gleichung. 
Schafft man aus beiden Gleichungen eine der beiden Unbekannten 
u und V fort, so bleibt eine Gleichung zweiten Grades, von deren beiden 
Lösungen sich die mit dem positiven Vorzeichen versehene auf den 
einen und die mit dem negativen Vorzeichen auf den anderen Pol be- 
zieht. Trotz der quadratischen Gleichung gibt es daher nur eine Lösung 
der Aufgabe, 0^ und O^ in dem einseitig ringförmigen Querschnitt, so 
wie es verlangt wurde, festzulegen. Man kann sich nachträglich davon 
überzeugen, daß die vorher gemachten Angaben über u und v der auf- 
erlegten Bedingung genügen und wird in jedem anderen Falle die Lage 
der beiden Pole entsprechend selbst ermitteln können. 

Für den äußeren Kreis vom Halbmesser a in Abb. 82 findet man 
hierauf das Abstandsverhältnis Aj von beiden Polen in unserem Zahlen- 
beispiel zu - „ 

^1 = — ^ = 4,442 
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und für den inneren Kreis ergibt sich ebenso Aj = 8,550. Den da- 
zwischenliegenden Werten von A entsprechen Kreise der ganzen zu den 
Polen Oj und 0^ gehörenden Kreisschar, die ganz innerhalb der ring- 
förmigen Querschnittsfläche verlaufen, so daß durch jeden Punkt der 
Fläche einer davon geht. 

Zu dieser ersten Kreisschar nehmen wir jetzt noch eine zweite 
hinzu. Alle Kreise der zweiten Schar sollen durch die Punkte O^ und 
O2 hindurchgehen, so daß die Strecke 0^0^ eine gemeinschaftliche 
Sehne aller dieser Kreise bildet. Die Mittelpunkte der zweiten Schar 
sind daher alle auf der Mittelsenkrechten der Strecke OiO^, enthalten. 
Nach dem Satz vom Peripheriewinkel ist für alle Punkte P in Abb. 83, 
die auf demselben Kreisbogen der zweiten Schar liegen, der dort schon 
mit (p bezeichnete Winkel O^PO^ von gleicher Größe. Man kann auch 
beweisen, daß jeder Kreis der einen Schar von jedem Kreise der anderen 
Schar rechtwinklig geschnitten wird. 

Von den soeben besprochenen elementar-geometrischen Eigenschaf- 
ten der beiden Kreisscharen macht man in der Lehre von den Dipolar- 
Koordinaten Gebrauch. Man kann nämhch die Lage eines bestimmten 
Punktes P der Querschnittsfläche dadurch eindeutig beschreiben, daß 
man die Werte von A und 9? angibt, die zu den durch den Punkt P 
gehenden und sich in ihm rechtwinklig schneidenden Kreisen der beiden 
Scharen gehören. Man bezeichnet daruni A und q) als Koordinaten des 
Punktes, und zwar, weil sie sich auf die beiden Pole 0^ und Oj beziehen, 
als Dipolar- Koordinaten. 

Der Vorteil, der mit dieser Darstellung verbunden ist, besteht 
darin, daß sich die Laplacesche Differentialgleichung in der Ebene, 
die in rechtwinkligen Koordinaten für irgendeine ihr genügende Funktion/ 

lautet, sich in Dipolar- Koordinaten ebenfalls sehr einfach ausdrücken 
läßt, so daß sie, wenn / jetzt als Funktion von A und tp betrachtet wird, 

ö«/ , 1 b/ , 1 bV_o ■ füg. 

lautet. Der umständliche Beweis dieses Satzes muß hier übergangen 
werden. 

Auf diesen Eigenschaften des Dipolar- Koordinatensystems beruht 
die Lösung der Aufgabe, die Spannungsfunktion F in dem einseitig 
ringförmigen Querschnitte aufzustellen. Zunächst setzen wir 

F = f-^r^ (99) 

worin r wie vorher schon den Abstand des betreffenden Punktes P 
in Abb. 83 von dem Pole 0^ bedeutet, den wir zugleich als Ursprung 
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eines rechtwinkligen Koordinatensystems der yz ansehen wollen, so 
daß r* auch 2 210 

geschrieben werden kann. Setzen wir den Wert von F in Gl. (21) ein, so 
geht sie über in ^2/ ^2^ 

y?/2 "^ ~h^ ^ ^' 

so daß also / jetzt eine Funktion der Querschnittskoordinaten ist, die 
der Laplaceschen Differentialgleichung zu genügen hat, die wir weiter- 
hin in der Form ^2^ 4 \4 4 ^^2^ 

anschreiben können. An den beiden Grenzkreisen 1 und 2 muß / die 
Werte annehmen •^ « •^ « 

h=-fr^> h = c + ^r^ (100) 

damit F am ersten Kreise überall zu Null wird, wie wir hier annehmen 
wollen und dürfen und am zweiten Randkreise überall gleich einem 
Festwerte c wird. Hierin bedeuten r^ und r^ die vom Pole O^ aus nach 
beliebigen Punkten der Randkreise 1 und 2 gezogenen Strecken. Im 
Dipolar- Koordinatensystem sind daher r^ und r^ als Funktionen von <p 
allein anzusehen. Als partikuläre Lösung der Differentialgleichung (98) 
hat man zunächst / = ^„ + if„ lg A, 

worin A^^ und Bf^ Festwerte sind; ferner sind auch, wovon man sich durch 
Einsetzen leicht überzeugt 

X^ cos n <py X^ sin n 9?, A"** cos n 9p, A""" sin n q> 

Lösungen der Gleichung, wobei wir uns unter den n beliebige ganze 
Zahlen denken wollen. Hieraus läßt sich auch die allgemeine Lösung zu- 
sammensetzen, und man erhält sie in der Gestalt einer Fourierschen Reihe 

/ = ^o + ^olg^ + 2;MnX»+ß„i-»):cos7i9P + J;(C„;.« + Z)„r»)sinw9: 

1 4 (101) 

Es handelt sich jetzt nur noch darum, die verschiedenen Fest- 
werte ^, -ß, C, D so zu ermitteln, daß zugleich den Grenzbedingungen 
(100) genügt wird. 

Aus dem Dreiecke Ofi^P in Abb. 83, in dem der Polabstand Ofi^ 
mit d bezeichnet werden sollte, entnimmt man 

d« = Ä« + r« — 2 /?r cos q> = r^ (i + X^ — 2X cos cp), 
woraus 



r« 



d2 d^ L . 2X , 

^ i + ;i>-2xoosy ^TT^l^+TTÄ^^"^^ + 

+ ( 1-^t)' ^^^' ^ + (riV) '^'' 9^ + • • • • 
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folgt. Die Reihe, die man durch Ausführung der Division in der ge- 
wöhnlichen Weise erhält, konvergiert jedenfalls, und zwar praktisch 
recht gut, da X stets größer als Eins und in unserem Beispiele min- 
destens gleich 4,442 ist. Führen wir zur Abkürzung die Bezeichnung 

ein 

_ 2k 

so wird in unserem Zahlenbeispiele /ii = 0,428 und für den kleineren 
Kreis /z^ = 0,231. Hiermit lautet z. B. für die auf dem äußeren Grenz- 
kreise gelegenen Punkte die Reihenentwicklung für ri^ 

cP 
^i^ = i + A^ (^ + ^1 ^^^ ^ "^ ^1^ ^^^* 9=^ + /*i^ cos3 (p + ). 

Um diese Reihe mit der in Gl. (101) für / aufgestellten vergleichbar 
zu machen, müssen wir sie zunächst in eine Fouriersche Reihe um- 
formen. Das geschieht mit Hilfe der häufig gebrauchten Formeln 

1 
cos^ 9? = — (1 4- cos 2 (p) 

1 

cos^ 9? = — (3 cos <p + cos 3 (p) 

1 

cos* 9? = -^ (3 + 4 cos 2 q) + cos 4 (p) 

1 

cos^ 9? = j^ (10 cos 9? + 5 cos 3 g) -{- cos 5 q?) 

1 
cos® 9? = — (10 -(- 15 cos 2 9P -f- 6 cos 4 99 + cos 6 99) 

usw., für die sich auch eine allgemeinere Fassung angeben läßt, die wir 
hier übergehen können. Beschränken wir uns darauf, in der Entwicklung 
von Ti^ nur die Glieder anzuschreiben, in denen jj^ bis zur 5. Potenz 
vorkommt, so erhalten wir hiermit 

+ cos29^(^ + ^/- + ...) + cos39^(^ + ^+..) 

' -f cos 49p (^+. . .) + eos5 9:^(-^4-. . .1 + . . .|, 

wobei es jedoch ohne weiteres möglich ist, die einzelnen Reihen zur 
Erzielung einer größeren Genauigkeit auch noch weiter fortzusetzen. 
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Die Grenzbedingung, der /^ am äußeren Grenzkreise unterworfen 
ist^ lautet hiermit 



/i = 



G#(? 



2(1 + ^ 



A 



l+^+..-. + c..S9.|.»i + 



3 1*1 



3 



+ ••• + 



+ COS 2 9; I ^^ + 



■ • • I I • • • • f 



(102) 



Diese Entwicklung muß aber mit der für / in Gl. (101) überein- 
siimmen, wenn wir darin A = A^ setzen. Daraus folgt zunächst, daß 
alle Sinusglieder in der früheren Reihe wegfallen, also alle C und D 
gleich Null sein müssen, was übrigens auch schon daraus zu schließen 
gewesen wäre, daß F und hiermit auch / eine gerade Funktion des 
^Vinkels qi sein' muß. Ferner müssen die Gleichungen erfüllt sein 



G»(P 



/'i' 



^o + golg^-i= 2(l + V) r+ 2 + 



3j^ 
8 



+ ••• 



1 _ G^d^ 



:,.+ 'f-+^^+ 



16 



^.V+524 = 



G&(P 



V 2(1+ V) \ 2 



f^i' _|_ /'i* 



2 



+ ... 



. (103) 



usw. Zu diesen Bedingungsgleichungen, denen die unbekannten Bei- 
werte A und B in der Entwicklung (101) genügen müssen, kommen 
außerdem noch jene, die sich aus der Randbedingung für den Kreis 2, 
also für den Innenrand ergeben. Diese lassen sich genau in derselben 
Weise ableiten. Nachdem man r^* in derselben Weise entwickelt hat wie 
vorher Tj*, erhält man 



/2 = C + 7 



2(T+Vri +"2 +---+^os,p|/*,+ 



Sfii' 



(H 



+ ••■ + 



+ cos2,p^ + 



. . . I -|- . . .?• 



mit dem Vorbehalte, daß die einzelnen Glieder in ausführlicherer Schreib- 
weise ebenso zu ergänzen sind wie vorher bei /i« Auch diese Reihe muß 
mit der Fourier-Entwicklung von / übereinstimmen und zwar wenn 
man darin X = X^ setzt. Hieraus ergeben sich die weiteren Gleichungen 



^o + ^o'S^« — ''+2(1+V)l + 2 + 8 +•••,/ 



A^l^ + B^-^ 



^''^\-.U+^f+^+... 



^2V+5a-TT = 



1^ 



2(1-+ V) V 
G&d^ 



16 



2 """^ "•" ■ ■ ■ 



(104) 



2 (1 + V) 

Mit den vorigen zusammen reichen sie aus, um alle Beiwerte in 
der Reihe für / zu berechnen. Für unser Zahlenbeispiel wollen wir 
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uns damit begnügen, nur die Glieder zu berücksichtigen, die fi bis zur 
fünften Potenz enthalten und außerdem mit der dritten Dezimalstelle 
überall abzubrechen. Hiernach läßt sich freilich keine große Genauigkeit 
erwarten; aber wer sich damit nicht zufrieden geben will, hat alle Unter- 
lagen zur Hand, die Rechnung bis zu jedem gewünschten Genauigkeits- 
grad zu wiederholen. 

Für Ai = 4,442 ergab sich fii = 0,428 und daraus folgt weiter 
/ii« = 0,183; /ii» = 0,078; /i^* = 0,034; fi^^ = 0,014, ferner lg X^ = 
1,4911. Hiermit lauten die Gl. (103); 

Ao + 1,491 Bq = 15,44 e^ G# • 1,104 = 17,05 e^G» 
4,442 Ai +0,225 B^ = 15,44 e^G^ • 0,495 = 7,643 e^G» 
19,73 A^ +0,052 B^ = 15,44 e^G^ • 0,098 =^ 1,513 ^G§ 
87,65 A^ + 0,011 ^3 = 15,44 e^G» • 0,020 = 0,309 e^G» 

Ebenso gehen die Gl. (104) mit A^ = 8,550; fi^ = 0,231; /i2* = 0,053; 
fjL^^ = 0,012; /i2* = 0,003; /i^^ = 0,001 und IgX^ = 2,1454 über in 

^0 + 2,145 Bq =c + 4,319 e^G» • 1,027 = c + 4,436 ^G» 
8,55 A^ + 0,117 B^ = 4,319 e^G»- 0,240 = 1,037 e^G& 
73,1 Aa +0,014 ß, = 4,319 e'G» • 0,028 = 0,121 e^G^ 
625 A^ + 0,0016 A3 = 4,319 ^G»- 0,003 = 0,013 e^G9 

Die Auflösung nach den Unbekannten A und B liefert 

Ao = 45,80 e^G^ — 2,280 c; B^ = 1,529 c — 19,28 e»G» 

A^ = —0,471 e^G»; ^i = + 43,3 e^G* 

yla = — 0,0042 e^G»; B^ = +30,6 e^G» 

.I3.- — 0,000052 e^G^; B^ = +28,6 c^G*. 

Bei den zwischen 4,442 imd 8,55 liegenden Werten von A, die in 
dem betrachteten Querschnitt überhaupt nur vorkommen, macht schon 
der mit A^ und B^ beha/tete Koeffizient von cos 2 9? in der Reihen- 
entwicklung für / in Gl. (101) nur wenig gegenüber den vorhergehenden 
aus und die weiter folgenden werden noch weit kleiner. Für eine Über- 
schlagsrechnung mag es daher als genügend erscheinen, die Reihe schon 
mit dem zweiten Gliede abzubrechen, so daß / abgekürzt 

/ = c(l,529 lg A — 2,280) + 

+ c« G * 45,80 — 19,28 lg A + cos 9» [^ — 0,471 ;.]+.. . 

geschrieben werden kann. 

Mit / ist nach Gl. (99) auch die Spannungsfunktion F für jeden 
Punkt des Querschnitts bekannt, bis auf die beiden darin vorkommenden 
unbestimmt gebliebenen Konstanten c und #, die wir bisher als gegebene 
Größen behandelt haben. Die Aufgabe, die wir uns zunächst gestellt 
hatten, ist also bereits als vollständig gelöst anzusehen. Mit der Span- 
nungsfunktion sind ferner auch die Schubspannungen in jedem Punkte 
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des Querschnitts feststellbar, wiederum mit Ausnahme der beiden noch 
unbestimmt gebliebenen Konstanten c und d, die darin auftreten. * 

Die Ermittlung von c und #, die hiernach allein noch übrig bleibt, 
ist grundsätzlich ganz einfach, erfordert aber tatsächUch so umfang- 
reiche Rechnungen, daß wir auf deren Durchführung bei dieser Ge- 
legenheit verzichten müssen. Es stehen uns nämlich für die Berechnung 
von c und # genau so wie bei der Näherungstheorie im vorigen Para- 
graphen zwei Bedingungsgleichungen zur Verfügung. Die eine sagt. 
aus, daß^nach dem Satze von Stokes das über den Innenrand oder auch 
über den Außenrand erstreckte Linienintegral der Schubspannung 
gleich dem von dem Rande umschlossenen Flächeninhalt mal 2G& ist. 
Diese Bedingung gestattet, die eine Konstante c auf die andere Kon- 
stante # zurückzuführen. Dazu kommt dann noch die weitere Bedingungs- 
gleichung, wonach die Summe der statischen Momente aller in dem Quer- 
schnitt übertragenen Schubspannungen für jeden beliebigen Momenten- 
punkt gleich dem gegebenen Verdrehungsmomente M sein muß. Aus 
dieser Gleichung folgt # und zugleich auch der Drillungswiderstand / 
des Querschnitts. Dieser Teil der ganzen Rechnung, der die Ausführung 
der Integrale über den Rand und über die Fläche des Querschnitts 
erfordert, steht noch aus, wird aber, wie wir hoffen, später noch nachge- 
holt werden. 

Hierbei möge noch erwähnt werden, daß sich die Theorie ganz 
bedeutend vereinfacht, wenn man sich auf die Untersuchung eines nur 
sehr wenig einseitigen Querschnitts beschränkt, so daß e nur einen 
ganz kleinen Bruchteil der Halbmesser a und b ausmacht, den man 
genau genug als unendlich klein betrachten kann. Die Abstandsver- 
hältnisse Xij Aj und auch jedes andere im Querschnitt vorkommende A 
werden in diesem Falle alle sehr groß, so jedoch, daß sie sich umge- 
kehrt wie die zugehörigen Kreishalbmesser verhalten. Wir wollen aber 
auf die weitere Durchführung auch dieses vereinfachten Falles ver- 
zichten. Wichtiger erscheint ohnehin die Lösung für einen größeren 
Mittelpunktsabstand. Wird e so groß, daß die kleinste in Abb. 82 
mit t bezeichnete Wandstärke ziemlich klein ausfällt, so werden im 
dickeren Teile des Querschnitts Spannungslinien auftreten, die dort 
in sich zurücklaufen, ohne durch den bei t gebildeten Engpaß hindurch- 
zugehen. Im Prandtlschen Gleichnis würde dies heißen, daß der Span- 
nungshügel nach oben hin nicht nur durch eine Hochebene begrenzt 
ist, sondern daß daneben noch ein Gipfel auftritt, der die Hochebene 
überragt. Eine genaue Durchrechnung und bildliche Wiedergabe 
dieser Verhältnisse für einige besondere Fälle würde eine zwar recht 
dankbare, aber doch sehr mühsame Aufgabe bilden. Vielleicht findet 
sich aber ein Leser, der die Mühe nicht scheut und diese Anregung auf- 
nimmt. Mit der Lehre von den Dipolar- Koordinaten wird er sich aber 
zuvor, genauer als es hier geschehen konnte, vertraut machen müssen. 
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§ 73. Hohlstäbe mit gerli^er Wandstärke. 

Je geringer die Wandstärke im Vei^leiche zu den Abmessun^n des 
Hohlraums ist, um so einfacher und zuverlässiger läßt sich die Ver- 
drehungsaufgabe für die Hohlstäbe lösen: Es ist hierbei nicht gerade 
nötig, daß die Wandstärke überall den gleichen Wert behalte, obschon 
jede Abweichung davon die Genauigkeit der einfachen Lösung der Auf- 
gabe herabmindert. Zum mindesten aber muß vorausgesetzt werden, 
daß auch selbst die größte vorkommende 
Wanddicke nur einen kleinen Bruchteil der 

T Hauptmaße des Hohlraums ausmacht. 
Zur Erläuterung dieser Bemerkungen sei 
f auf Abb. 84 verwiesen, die sich auf das prak- 
I tisch wichtige Beispiel eines Hohlstabs von 
kastenförmiger Gestalt bezieht, wie er z. B. 
-* bei Maschinengestellen öfters vorkommt. Im 
einfachsten Falle ist die Wandstärke bei allen 
Abb, 8i, vier Kastenwänden gleich groß, und sie sei in 

diesem Falle mit d bezeichnet. Die Lösung, 
die wir für die Autgabe geben wollen und die sich auch schon in der 
früher angeführten Abhandlung von Bredt findet, bleibt aber auch 
noch brauchbar, wenn alle vier Wandstärken verschieden groß sind, 
falls nur die größte unter ihnen, also in dem Beispiele (i,, immerhin 
noch als klein angesehen werden kann, gegenüber der kleinsten Ab- 
messung b des Hohlraumes, was freilich gerade in dem gewählten Bei- 
spiele kaum noch zulässig erscheint. In dem Falle, wie er in der Ab- 
bildung angenommen ist, darf man daher in der hier aufzustellenden 
Lösung nur noch eine ungefähre Schätzung erblicken, und wenn das 
Verhältnis d^-.b noch merklich größer sein sollte als in der Abbildung, 
ist die Lösung überhaupt nicht mehr brauchbar. 

Zunächst wollen wir jedoch alle d als gleich voraussetzen und als 
klein gegenüber a und b. Aus dem hydrodynamischen Gleichnisse folgt 
dann, daß der Mittelwert der Schubspannungen in 
allen vier Kastenwänden gleich groß sein muß. Es 
fragt sich aber, wie sich die Schubspannungen der 
Dicke nach über den Querschnitt einer Kasten- 
wand verteilen. 

Da ist zunächst bekannt, daß alle Spannungs- 
linien in größerem Abstände von den Ecken, an 
denen sie sich umbiegen müssen, als geradlinig an- 
zusehen sind. Hieraus folgt aus denselben Gründen ^{ßfl 7' 
wie bei der Behandlung des schmalen Bechtecks Abb. si. 

in § 67 aus Gl. (49) ein geradliniges Spannungs- 
verteilungsgesetz, wie es in beistehender Abb. 85 angedeutet ist. Es 
fragt sich also nur noch, wie sich die Spannungen r, und t, zueinander 




§ 73. Hohlstäbe mit geringer Wandstärke. 129 

verhalten. Man kann die Beantwortung dieser Frage zwar auch um- 
gehen, wie es z. B. Bredt getan hat, indem man sich darauf verläßt, 
daß Ta und t< nicht viel voneinander abweichen können, so daB es als 
genügend erscheint, ihren Durchschnittswert in die Rechnung einzu- 
führen. Aber wegen des für späterhin beabsichtigten Überganges zu 
Querschnitten mit größeren und auch voneinander verschiedenen Wand- 
dicken erscheint es nötig, nach einer einwandfreien Beantwortung der 
Frage zu suchen. 

Solange die Wandstärken d noch gleich groß miteinander sind, folgt 
nach derselben Schlußweise, die uns früher von Gl. (49) zu GL. (50) 
führte, daß in allen vier Kastenwänden t^ und t« dieselben Werte an- 
nehmen müssen, obschon die W^andlängen a und b sehr verschieden von- 
einander sein können. Dies folgt nämlich daraus, daß # in Gl. (50) für 
alle Teile des Querschnitts den gleichen Wert hat. 

Auf Grund dieser Bemerkung führt uns die Anwendung von Gl. (81) 
ohne weiteres zum Ziele. Für den Innenrand und den Hohlraum kann 
man nämlich unter Außerachtlassung der durch die Ausrundung der 
Ecken herbeigeführten Abweichungen genau genug 

f Td5 = T,-2 (a 4- *); SQ = ab 



und ebenso für den Außenrand 

j'r d5 = ra2 (a + 6 + 4 d); Si = (a + 2d) (b + 2d) 

setzen und hieraus folgt nach Gl. (81) sofort 

yg _ {a + b)(a + 2d)(b + 2d) 
Xi afc (a + 6 + 4 d) 

Da d als klein gegen a und b betrachtet werden sollte, kann man 
dafür unter Vernachlässigung höherer Potenzen des kleinen Verhältnisses 
von d gegen a und b ^a i 1,2 

^=l + 2d ^ "^^ 



Xi ab (a-\- b) 

schreiben, woraus schließlich auch, wenn man den Mittelwert von r^ 
und Xi mit x^ bezeichnet, 

folgt. 

Um aber r„ zu finden, brauchen wir nur die Momentengleichung 
anzuschreiben, nämlich 

If = 2 1(6 + d) d . T,. . -^±^ + (a + d) d . T„ A+l|, 

woraus ^ 

^'"'^2d(a + d)(6 + d) ^^^^ 

FAppl. Drang und Zwang, Bd. II. 
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O' 



folgt. Auch der Größtwert der Spannung r^ ergibt sich daraus nach 
Gl. (105), jedoch mit dem Vorbehalte, daß die Spannungserhöhung in 
der einspringenden Ecke nach der schon in §69 gegebenen Anleitung 
besonders zu berechnen ist. 

Es fehlt jetzt nur noch der Verdrehungswinkel #, der wie früher beim 
Rechtecke aus der Gl. (19) 

bz by 
zu berechnen ist, wenn man darin r«, = und 



bz d 

setzt. Daraus ergibt sich zunächst 

a^ + b^ ^ M g^ + fe« 

~Gaft(a + 6 ■" 2Gd' (a + 6)(a + d)(ft + (f)a6' 

wofür man aber schließlich genau genug auch 

M a* 4- Ä^ 
# = _i? —i-^ (107) 

2Gd (a + b)a^b^ ^ ' 

setzen kann. Der Drillungswiderstand / des Kastenquer- 
schnitts mit vier gleichstarken Wänden beträgt demnach 

a^b^(a + b) 

und ist weitaus größer, als wenn die vier Wandrechtecke zu einem 
einfach zusammenhängenden Querschnitte gehörten, in welchem Falle / 
nach Gl. (70) zu berechnen wäre. 

Nachdem der einfachste Fall erledigt ist, gehen wir jetzt zu dem 
allgemeinen Falle über, in dem alle vier Wandstärken verschieden von- 
einander sein können, so jedoch, daß auch die größte unter ihnen immer 
noch klein gegenüber a und b bleibt. 

Zwischen der durchschnittlichen Schubspannung r„» in jeder der vier 
Wände und der zugehörigen Wandstärke bestehen zunächst die aus der 
Kontinuitätsbedingung für die Flüssigkeitsbewegung hervorgehenden 
Beziehungen 

Dazu kommt die Momentengleichung, die wir etwa für den auf dem 
Schnittpunkte der Mittellinien der Wände 1 und 2 liegenden Momenten- 
punkt anschreiben können, nämlich 

-flf = (^«8 rfa + t«4 dj «1 6, (HO) 

wenn wir die Seiten des aus den Mittellinien der vier Wände gebildeten 
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Rechtecks zur Abkürzung mit o^ und bi bezeichnen. Die vorhergehenden 
"Gleichungen zusammen lassen sich ersetzen durch 

M 

"l ^1 
vrobei die t^ durch die Spannungen am äußeren und inneren Rande aus- 
gedrückt sind. 

Damit die Wirbelstärke in allen vier Wänden gleich groß ausfällt, 
muß femer auch 

^ol "^g ___ ^a2 — ^i2 __ ^aS ^/8 __ "^04 ^<4 M 1 2^ 

dl d, dg ^4 

sein. Die Gl. (111) und (112) liefern zusammen sieben Gleichungen 
zur Berechnung der acht Unbekannten t» und r^. Dazu kommt als achte. 
Gleichung die allgemein in Gl. (81) für den Hohlquerschnitt aufgestellte 
Bedingung, nämlich 

(g + d^+d^ (Tai + to a ) + (fr + dl + dg) (raa + tj ^ 

a (^n -!■ '^i^ + * (r« + ^w) 

_ (a + cf, + rf.)(^ + rfi + d, ) 

Diese Gleichungen liefern bei der Auflösung unter Vernachlässigung 
von kleinen Größen höherer Ordnung die Werte 



^^ (di + d,r , .. (dg + d,)' 
M j 1 , . did, "^"" d,d, 

•' aifti l2di ^ ^ 4a6(a[di + d3] + 6[d24-d4]) 

( - ^, (^ + ^)' , .2 (^2 + d,)^ 

^ _ M { l ^ d,d^ +^ ""MT" 



(114) 



fli*il2di '4a6(a[di + dj] + 6[d2 + d4]) 

Die Randspannungen in den übrigen Wänden lassen sich nach diesen 
Formeln ebenfalls sofort berechnen, da man bei der Wahl der Bezeich- 
nungen nach Belieben jede Wand als die erste ansehen kann. 

Für den Verdrehungswinkel erhält man in derselben Weise wie in 
dem einfacheren Falle 

^« (rfl + (k )' . ^. (^2 + ^4)' 



a^b^G 4afc(a[di + d8] + 6[d2 + d4]) 



(115) 



Setzt man darin alle d einander gleich, so geht die Formel wieder 
in die frühere über, insbesondere in die Gl. (107), wenn man zugleich 
näherungsweise 0^=: a und b^ = b setzt. Der Drillungswiderstand 
ist hier . , , , , , 

j_. iaba^b^ ja [d^ + d»] + ^ [dg + d^]) 



did, V"" d,d. 



9* 
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Bei allen diesen Formeln ist stillschweigend voraus- 
gesetzt, daß die Wandstärken d alle von gleicher Größen- 
ordnung sind. Wir müssen uns jetzt noch überlegen, wie 
sich der Sachverhalt ändert, wenn dies nicht mehr zu- 
trifft. 

Es sei jetzt angenommen, daß eine der Wandstärken, die w^ir als 
dl bezeichnen, die drei anderen erheblich übertrifft. Dabei soll aber 
immer noch di als klein gegenüber a und b anzusehen sein. Wir können 
dies dahin ausdrücken, daß di von der ersten, die drei anderen d aber 
von der zweiten Ordnung klein gegen a und b sein sollen. In den Gl. (114) 
kann man dann die von höherer Ordnung kleinen Glieder neben den 
anderen vernachlässigen, wodurch sie sich bedeutend vereinfachen. 
Nach einfacher Ausrechnung erhält man 

M 2 i dg + dl* 



al 



^il 



«1*1 
«1*1 



ib d^d^ 
2bd^ — dj^ 



(117) 



4 6 dl dg 

Nach zyklischer Vertauschung der darin vorkommenden Zeichen 
gelten, wie vorher schon bemerkt war, die Gl. (114) auch für die übrigen 
Wände. Führt man diese Vertauschung aus und setzt hierauf wieder 
dl als viel größer voraus, so erhält man z. B. für die zweite Wand 

M 2bd^ + d^ M 26d8 — da« 



T«2 — 



Ti2 — 



^bd^d^ 




ttibi ^b d^d^ eil ^1 

und entsprechend für die übrigen Wände. 

Der Vergleich der Formeln lehrt, daß sich ro2 und r.-g nur wenig 
voneinander unterscheiden, da d^ nach Voraussetzung sehr klein gegen 
2b d^ ist, so daß es dagegen nachträglich auch noch ganz gestrichen 
werden könnte, womit der Unterschied zwischen r^^ und t^j wegfiele. 

Anders ist es dagegen bei der dicksten Wand ; 

^. hier ist di« mit 2 b d^ von gleicher Größen 

"" r anordnung, und es kann sogar noch größer 

sein als 2b d^. In diesem Falle liefert uns die 
Formel einen negativen Wert von tu. Eine solche 
Möglichkeit war bei unseren Betrachtungen 
nicht vorgesehen und sie stürzt, wenn sie ein- 
tritt, in der Tat alle Schlußfolgerungen um, 
zu denen wir für die Hohlstäbe mit geringer 
Wandstärke gelangt sind. 

In groben Zügen ist der Spannungslinien- Verlauf, 
den man in einem solchen Falle zu erwarten hat, in beistehender 
Abb. 86 angegeben, die Teile der Kastenwände 1 und 2 in der 
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Nachbarschaft der Ecke vorstellt. Nicht alle Spannungslinien setzen 
sich hier aus der dickeren Wand in die dünnere Wand hinein fort, 
sondern ein Teil biegt sich um und schließt sich innerhalb der dickeren 
Wand selbst. 

Denkt man sich die drei anderen Wandstärken immer weiter 
verkleinert, so wird ein immer kleinerer Teil des ganzen Kraft- 
flusses durch diese Wände hindurchgehen und in der Grenze wird 
er schließUch nur noch in der dicken Wand verlaufen, die allein übrig 
bleibt. Durch diese Vorstellung gewinnt man einen stetigen Über- 
gang aus dem Hohlquerschnitt zum einfach zusammenhängen- 
den Querschnitt. 

Die hier angestellte Erwägung beschränkt sich übrigens nicht auf 
die Hohlquerschnitte. Sie gilt vielmehr für alle Querschnitte, die sich 
aus verschiedenen Teilen zusammensetzen, die nur in schmalen Ver- 
bindungsstellen miteinander zusammenhängen, sobald einer dieser 
Teile infolge größerer Dicke u. dgl. für sich genommen einen weit größeren 
Drillungswiderstand aufweist als die übrigen Teile. Dann kann der Eigen- 
ividerstand dieses Teiles gegen Verdrehen den aus dem Zusammenhange 
mit den übrigen Teilen hervorgehenden Widerstand leicht erheblich 
übersteigen. Das trifft z. B. zu bei einem 1-Träger, dessen Flansch 
weit dicker ist als der Steg, worauf wir auch früher schon einmal in 
einer beiläufigen Beinerkung hingewiesen haben. Bei den einfach 
zusammenhängenden Querschnitten ist jedoch der Unterschied, der in 
dem ganzen Verhalten eines Stabes durch das Überwiegen des Drillungs- 
widerstandes eines einzelnen Querschnittsteiles herbeigeführt wird, 
verhältnismäßig unerheblich gegenüber dem bei einem Hohlquerschnitte, 
weil dieser an sich bei nicht zu großen Unterschieden in den Wand- 
stärken für die Widerstandsfähigkeit gegen Verdrehen besonders 
günstig ist. 

Wenn bisher von einem Hohlstabe gesprochen wurde, war immer nur 
an einen Stab mit einem einzigen Hohlräume gedacht. Nachträglich 
kann man aber noch hinzufügen, daß nichts im Wege steht, die vor- 
hergehenden Betrachtungen sinngemäß auch auf Querschnitte mit 
zwei oder noch mehr Hohlräumen auszudehnen. Dabei ergibt 
sich, daß Gl. (79) für das über die Umfangslinie eines der Hohlräume 
erstreckte Linienintegral der Schubspannung ebenso gültig bleibt wie 
früher. Das folgt sofort, wenn man bei der Variation des Spannungs- 
zustandes, auf der der Beweis beruhte, den Wert der Spannungsfunktion 
F an allen anderen Rändern unverändert läßt, bis auf den einen, für 
den der Beweis erbracht werden soll. Wenn die Wandstärken des 
Querschnitts sämtlich als klein gelten können, macht die Lösung der 
Aufgabe mit diesen Mitteln auch nicht viel mehr Schwierigkeiten als 
beim Stabe mit nur einem Hohlräume, abgesehen davon, daß die Rech- 
nungen entsprechend länger werden. 



t 
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Man betrachte, um noch ein Beispiel von etwas anderer Art vor 
Augen zu haben, den dreifach zusammenhängenden Querschnitt in 
Abb. 87. Die Spannungslinien dürften in diesem Falle ungefähr so ver- 
laufen, wie sie schätzungsweise eingetragen sind. Jedenfalls wird durch 
den Mittelsteg, der die beiden Hohlräume trennt, nur ein geringer Teil 
des ganzen Kraftflusses gehen. Das wird auch sonst bei Querschnitten 
mit mehrfachem Zusammenhange gewöhnlich zutreffen und der Stab 
wird sich ungefähr so verhalten, als wenn er nur einen einzigen Hohlraum 
hätte, der die verschiedenen Hohlräume umschließt oder der daraus durch 
Wegnahme der Trennungswände hervorginge. Wenn die Wandstärken, 

die die Hohlräume nach dem Außen- 
raume hin abtrennen, zu klein wer- 
deI^ kann es freilich vorkommen, 
daß ein größerer Teil des Kraftflusses 
nicht mehr durch diese Engpässe 
hindurchgeht, sondern sich in Linien 
schließt, die keinen der Hohlräume 
mehr umfassen, wie es in der Ab- 
bildung bereits angedeutet ist. 

Das sind Schätzungen, die mehr 
aus dem durch die Theorie geschul- 
ten Gefühle hervorgehen, als daß sie 
sich schärfer im einzelnen begründen 
ließen. Dabei kann man sich freilich 
auch einmal irren, und man muß 
stets bereit sein, Einwendungen, die sich gegen das Ergebnis vorbringen 
lassen, auf ihre Berechtigung zu prüfen. Dazu werden sich die allge- 
meinen Sätze, wie der Satz von Stokes oder die beiden Gleichnisse, als 
besonders dienlich erweisen. 

Man muß überhaupt nicht denken, daß die Bedeutung einer Theorie 
nur darin liege, daß sie in gewissen einfachen Fällen zu strengen Lösungen 
führt; wichtiger noch ist der Gebrauch zur schätzungsweisen Beur- 
teilung von anderen Fällen, die viel zu schwierig sind, als daß sie streng 
gelöst werden könnten. Die Gefahr, die unverkennbar darin liegt, 
daß sich durch eine solche Aufforderung ein weniger dazu befähigter 
Leser zu einem unrichtigen Urteile verleiten lassen könnte, ist auf 
dem Gebiete der Technik nicht allzu groß, da anderseits stets wieder 
der Vergleich mit der Beobachtung und der Erfahrung offen steht. 
Es genügt in schwierigen Fällen häufig schon, wenn die Theorie nur lehrt, 
wie es ungefähr sein könnte, um einen Anhalt für den Vergleich mit 
den Erfahrungstatsachen und für ihre Deutung zu gewinnen. Ob der 
erste Schritt dabei mehr oder weniger glückt oder selbst mißglückt, 
ist nicht so wichtig, als daß er überhaupt getan wird. 




Abb. 87. 



{ 74. Die strenge LOsung für den rechteckigen Querschnitt. 
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§ 74. Die strenge Lösiuig fflr den rechteckigen Querschnitt. 

Den Glanzpunkt der von de Saint- Venant selbst gefundenen Ergeb- 
nisse semer Theorie bildet die strenge Lösung der Verdrehungsaufgabe 
für ein Rechteck von beliebigem Seitenverhältnis. Er hat dafür zwei 
Formeln aufgestellt, die an sich gleichbedeutend sind, so daß sie sich 
gegenseitig zu ersetzen vermögen und durch die die Verschiebungs- 
komponente i als Funktion der Querschnittskoordinaten y und z darge- 
stellt wird. Die Formeln enthalten unendliche Reihen, die aber schnell 
konvergieren, so daß sie sehr bequem für die praktische Anwendung 
sind, namentlich wenn man im' einzelnen Falle immer jene zur Ausrech- 
nung benutzt, die je nach dem Verhältnisse der Halbseiten a und b des 
Rechtecks am schnellsten konvergierte Macht man von dem hyper- 
bolischen Funktionen sinh und cosh Gebrauch, so lauten die Formeln: 



S = —'»yz + 



32 a« 



^ 



« 



sm 



7t y 
Ta 



sinh 



7t Z 

Ja 



cosh 



7tb 
2a 



— gl- sin 3 



ny 
2a 



sinh 3 



7tZ 

2a 



+ "EF sin 5 



cosh 3 



7tb ' 5» 
2a 



ny 
2a 



sinh 5 



TtZ 

2ä 



cosh 5 



Ttb 



f = + ^yz — 



32fr* 



* 



sin 



7tZ 

Tb 



sinh 



ny 
2b 



cosh 



7ta 



— g3-8m3 



7tZ 

Yb 



sinh 3 



ny 

2b 



cosh 3 



7ta 
2b 



+ -^sin5 



7tZ 

2T 



sinh 5 



ny 
2b 



cosh 5 



7ta 
2b 



(118) 



Unter i9 ist wieder der auf die Längeneinheit des Stabes bezogene 
Verdrehungswinkel zu verstehen. Nebenbei bemerkt, kann man auch für 
die Spannungsfunktion F anstatt für { zwei ganz ähnlich gebaute Formeln 
aufstellen, die sich leicht daraus ableiten lassen. Wir wollen aber jetzt 
bei der von de Saint- Venant selbst gegebenen Darstellung stehen 
bleiben. 

Zum Beweise für die Richtigkeit der Formeln hat man zunächst zu 
zeigen, daß sie der Differentialgleichung (4), nämlich 

genügen. Beim ersten Gliede in beiden Formeln trifft dies ohne weiteres 
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zu; aber auch jedes folgende Glied genügt schon für sich genommen 
der Gleichung, da alle diese Glieder von der Form 

A sin cy sinh cz 

sind, so daß die zweimalige Differentiation nach y den mit — c'. multipli- 
zierten Ausdruck liefert, während bei der zweimaligen Differentiation 
des hyperbolischen Sinus nach z der mit +c* multiplizierte Ausdruck 
herauskommt, so daß die Summe beider Differentialquotienten in der 
Tat Null ergibt. Das bleibt auch so, wenn man y und z miteinander 
vertauscht. 

Hierauf muß noch gezeigt werden, daß auch die Randbedingungen 
erfüllt sind. Nach den Gl. (5) ist 



^-=^(11+*^)' 



T„ = G 



öf 
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also, wenn man die erste der Lösungen (118) einsetzt, 
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(119) 



An den zur Z- Achse parallelen Rechteckseiten ist y=a, und hieri^it 
wird jedes Glied in der für r^^ aufgestellten Reihe zu Null. An diesen 
Seiten ist also die Randbedingung ohne weiteres erfüllt. An den beiden 
anderen Seiten, die parallel zur 7- Achse sind, soll überall t„ verschwin- 
den. Nach der Formel erhält man für 2 = 6 
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Nach einer der bekanntesten Formeln aus der Lehre von den peri- 
odischen Reihen ist aber für jeden Wert eper Veränderlichen a:, dei^ 

zischen und -tt- liegt, 



4 /. 8i 

= — 1 sin a; 

n \ 



sin 3 X , sin 5 x 
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5« 



. . .1, 



und daher kann der in der vorhergehenden Gleichung vorkommende 
Klammerwert zusammengefaßt werden zu 






2a' 



womit in der Tat, wie verlangt, r„ für jedes y an den Seitenflächen 
z = b zu Null wird. 

Hiermit ist der Nachweis für die Richtigkeit der ersten der Lö- 
sungen (118) erbracht. Für die zweite läßt er sich ebenso führen. Die 
Spannungskomponenten lauten in diesem Falle 
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(120) 



und diese Ausdrücke verschwinden wieder, so wie es verlangt wird, an 
den Seitenflächen. Man kann auch noch darauf hinweisen, daß die eine 
der beiden Darstellungen aus der anderen dadurch hervorgeht, daß man 
bei festliegendem Querschnitt eine Drehung des Koordinatenkreuzes um 
einen rechten Winkel vornimmt, so daß die positive Z-Achse mit der 
Richtung der vormaUgen positiven 7- Achse und die positive F- Achse 
mit der vormals negativen Z-Achse zusammenfällt, woraus man am besten 
erkennt, daß beide Lösungen gleichbedeutend miteinander sind. Immer- 
hin ist es nicht überflüssig, sie beide nebeneinander beizubehaltien, damit 
man in jedem Falle jene sofort zur Hand hat, die am bequemsten ist» 
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Die Gl. (118) bis (120) setzen zu ihrer Anwendung voraus, daß 
der Verdrehungswihkel t9 bereits gegeben sei. In der Regel wird aber 
nicht #, sondern das verdrehende Moment M als gegeben anzusehen und 
# selbst erst zu berechnen sein. Der Zusammenhang zwischen M und i9 
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folgt wie in den früheren Fällen aus 
der Momentengleichung, die wir für 
den Schwerpunkt des Querschnitts als 
Momentenpunkt aufstellen wollen. 

Wir betrachten ein Flächenteilchen 
dydz im ersten Quadranten mit den 
Koordinaten y und z (Abb. 88). Die 
darin übertragene Schubspannungs- 
komponente T^dydz hat das Moment 
zxg^dydzy und wenn wir dies über den 
Streifen von y = bis y ^ a von der Höhe dz integrieren, erhalten 
wir einen Beitrag zur Momentengleichung, der sich auf Grund der 
Gl. (119) berechnet zu 
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Hierauf integrieren wir weiter über alle zum ersten Quadranten 
gehörenden Streifen von z = bis z = 6. Dabei ist die Integralformel 

C X sinh xdx = X cosh x — sinh x 



nz 



zu benutzen, aus der z. B., wenn man 7i — mit u bezeichnet, 
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gefunden wird. Führt man dementsprechend die Integration auch in den 
übrigen Gliedern durch, so ergibt sich als Beitrag des ersten Quadranten 
zu dem von den Komponenten r^ herrührenden Momente der Ausdruck 

Für den ganzen Querschnitt erhält man das Vierfache. Man kann 
diesen Ausdruck noch vereinfachen, indem man die von den hyper- 
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bolischen Tangenten freien Glieder zusammenfaßt. Man hat nämUch 

2a^3* 2a^5*2a^ 2a \ ^ 3* ^ 5* ^ ' ' 7 "" 2a 96 

nach einer bekannten Reihenentwicklung für tt^, von deren Richtigkeit 
man sich auch durch zahlenmäßiges Ausrechnen unmittelbar überzeugen 
kann. Alle im ganzen Querschnitt übertragenen Schubspannungen T«y 
ergeben hiemach das Moment 

Mom. derT.^ = -f-G*a36 — -^^^G*(tgh-^ + 

o n* \ ° 2 a 

+ ^*«^3f^ + ^tgh5f^+...) .(121) 

Diese ganze Rechnung wollen wir jetzt noch einmal für den anderen 
FaU wiederholen, daß Xxy mit Hilfe der ersten der Gl. (120) ausgedrückt 
wii*d. Die Integration über den Streifen vom Abstände z und der Höhe 
dz zwischen y = und y = a liefert dann 



ji^ja/o 32 i* f. nz . . na 1 . ^ nz . . ^ na 



+ 



. i . . nz ^ ,. na 1\ 

^-^^'^^ly*«^^ 26— •••Jr 

Hierauf ist weiter über alle Streifen von z = bis z = 6 zu inte- 
grieren, wobei man sich der Integralformel 

f x sin X da; = — x cos x + sin x 

zu bedienen hat. Die Ausrechnung liefert nach Multiplikation mit 4, 
um die Summe über den ganzen Querschnitt auszudehnen, 

Mom. derT,^ = yG#a6« — ^^^G*(tgh||- + 

Die beiden Formeln (121) und (122) müssen stets zu demselben Werte 
führen; zur wirklichen Ausrechnung wird man aber im einzelnen Falle 
jene benutzen, bei der die Reihe am schnellsten konvergiert. Wenn 
a>b ist, trifft dies bei Gl. (122) zu, im entgegengesetzten Falle bei 
Gl. (121). 

Nun bleibt noch übrig, auch für die Spannungskomponenten x„ 
die Summe der statischen Momente zu bilden. Das könnte in derselben 
Weise wie vorher geschehen, nachdem man x„ entweder aus den Gl. (119) 
oder aus (120) entnommen hat. Es ist aber nicht nötig, die ganze Rech- 
nung nochmals zu wiederholen. Der Ausdruck für x„ in Gl. (119) geht 
nämlich, worauf auch früher schon hingewiesen wurde, aus^dem für 
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Tg^ in Gl. (120) hervor, indem man darin z durch — y und y durch +z 
ersetzt und zugleich a und b miteinander vertauscht. Auch wenn man 
dann das Moment bildet, ist der Hebelarm z durch y zu ersetzen und 
zugleich ein Vorzeichenwechsel vorzunehmen, da tgg im Uhrzeigersinn 
dreht, wenn es der positiven Z-Achse entgegengesetzt gerichtet ist^ 
wie aus Abb. 88 ersichtlich ist. Ebenso ist es mit dem Ausdrucke für 
r„ in Gl. (120), der aus dem für Zg^ in Gl. (119) durch die gleichen Ver- 
tauschungen gewonnen wird. Aus dieser Überlegung ergibt sich, daß 
die Berechnung des Momentes der Schubspannungen r„ zu den gleichen 
Ergebnissen führen müßte, wie bei den Schubspannungen Tg^y mit dem 
einzigen Unterschiede, daß dabei a mit b zu vertauschen ist. 

Nun stimmen aber auch (ÜÄrbeiden Formeln (122) und (123) für das 
Moment der Schubspannungen t-,:,, schon vollständig miteinander überein, 
bis auf einen Tausch, der darin zwischen a und b stattgefunden hat. 
Daraus folgt, daß die beiden Formeln, die man für das Moment der r«, 
aus den Gl. (119) und (120) ableiten kann, genau mit den Formeln (121) 
und (122) übereinstimmen müssen, bis auf die geändert Reihenfolge, 
in der man zu ihnen gelangt. Daher ist für den rechteckigen Quer- 
schnitt 

Mom. der r^^ = Mom. der r^^ 

und hieraus folgt dann noch weiterhin, wenn M das Verdrehungsmoment 
bedeutet, 

M = 2 Mom. der r.^ = 2 Mom. der ta-, . . . . (123) 

Aus dieser Gleichung, in die man nach Beheben den aus Gl. (121) 
oder aus (122) ersichtlichen Wert einsetzen kann, läßt sich der Verdreh- 
ungswinkel # berechnen. Wir woUen die Zahlenrechnung sofort voll- 
ständig für die beiden Grenzfälle durchführen, daß das Rechteck ent- 
weder ein Quadrat oder ein sehr schmales Rechteck bildet. 

Für a = 6 decken sich beide Formeln (121) und (122), und man findet 



3/ = ^Gi>a*->^24a* 



^^g— G * ^tgh y + 3^ tgh -2" + p- tgh -2" + . . .^. 
Aus einer Tabelle der hyperbolischen Tangenten entnimmt man 

yr -) yr 

tgh -K- = 0,9171, während sich tgh—^ und erst recht die weiter folgenden, 

wenn man auf vier Dezimalstellen rechnet, von der Einheit nicht mehr 
unterscheiden lassen. Da außerdem 5* = 15625 ist, trägt das dritte. 
Glied in der Klammer auch schon weniger als eine Einheit der letzten 
Dezimalstelle bei, und man erhält daher 

M = G^a^ (5,3333 — ^^ [o,9171 + -^Ig- 1) = 2,281 G » a*. 
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Bezeichnet man nachträglich die ganze Quadratseite mit Oj, so daß 
a/ = 16a* ist, so folgt daraus die Formel für den Verdrehungs- 
^winkel beim quadratischen Querschnitt 

* = 7,014-^ (124) 

Cr üi 

Der Drillungswiderstand / für den quadratischen Quer- 
schnitt ist demnach 

/== 0,1426 ai*=^ 2,281a* (125) 

Bei der Aufstellung der Näherungsformeln hatte sich in § 66 
Gl. (46) ^ j^ 

# = 0,445 ~ = 7,120 -^ 

ar Cr Cr ttj* 

ergeben, was in der Tat mit der genauen Formel (124) in recht guter 
Übereinstimmung steht. Dies ließ sich auch damals schon aus dem Ver- 
gleiche der aus verschiedenen Ansätzen abgeleiteten Näherungsformeln 
erwarten. Dagegen hatten sich Bedenken gegen die Genauigkeit der aus 
den gleichen Ansätzen abgeleiteten Näherungsformeln für das schmale 
Rechteck ergeben, die sich jetzt prüfen lassen. 

Bezeichnen wir wieder, wie es fri^her geschehen ist, mit a die 
große und mit b die kleine Halbseite des schmalen Recht- 
ecks, so ist für die Berechnung des Verdrehungswinkels von Gl. (122) 
auszugehen, da sich die hyperbolische Tangente einer großen Zahl, wie 
vorher schon bemerkt wurde, nicht mehr merklich von der Einheit 
unterscheidet. Man erhält daher 

^ 16^^ ,3 i02ib^^.(., 1 , 1 , 

M = -^G^ab- -^r^^*ll+T43+T5625r+'-^ 

= G» (5,333 ab^ — 3,360 b^)=G0 b^ (5,333 a — 3,360 b). 

Führt man auch hier wieder die ganzen Rechteckseiten a^ 6^ an 
Stelle der Halbseiten ab ein, so lautet die Formel für den Ver- 
drehungswinkel beim schmalen Rechteck 

rl^i^^i 3,360 , ,\ G V («1 - 0,63 6,) * " ^'^""^ 
^\"^ 16" *V 

Der Drillungswiderstand ist hiernach 

/ = "^ (ai - 0,63 6,) (127) 

Wenn bi gegen a^ sehr klein ist, macht es nicht viel aus, wenn man 
das letzte Glied in der Klammer streicht. Man kommt dann auf die in 
§ 67 abgeleitete Näherungsformel (54), die später auch in Gl. (70) die 
Grundlage für die Berechnung des Drillungswiderstandes der Walz- 
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eisenträger bildete. Wir sehen daher, daß dieser Ansatz in der Tat 
in genügender Übereinstimmung mit der strengen Theorie steht. Da- 
gegen hat sich der Verdacht, der sich gegen die Brauchbarkeit der aua 
den anderen Näherungsannahmen hervorgegangenen Formeln (40) und 
(47) aus der schlechten Übereinstimmung, die zwischen ihnen bestand, 
erhoben hatte, als richtig bestätigt. Auch die verbesserte Formel (47) 
weicht noch um mehr als 7 % von dem genauen Werte ab, während die 
auf die einfachste Annahme gestützte Formel (40) um 20% des genauem 
Wertes falsch ist. Bei der aus dem Cosinus-Ansätze abgeleiteten Formel 
(37) ist der Fehler sogar noch etwas größer. 

Es bleibt uns noch übrig, die größte Spannung r^^^^zn berech- 
nen, die durch das gegebene Drehmoment M hervorgerufen wird. Dabei 
dürfen wir auf Grund früherer Überlegungen als von vornherein bekannt 
ansehen, daß die größte Spannung in der Mitte der Langseiten des Recht- 
ecks auftritt, daß sie also bei den hier gebrauchten Bezeichnungen 
(mit a>b) die Spannung r^^ an den Stellen j/ = 0, z = ±:b ist. Zu 
deren Berechnung gehen wir am besten von der Gl. (120) aus, weil 
die Reihe bei ihr am schnellsten konvergiert. Wir erhalten zunächst 

^2G^b-^G»l ■^ + ^-- + . . . A (128) 

wobei es keinen Zweck hätte, noch mehr als zwei Glieder von der Reihe 
beizubehalten, da das dritte selbst im ungünstigsten Falle a = fr schon 
ganz unerheblich wird. Für diesen Fall wird 

1 1 



^xy 



-= 1,351 bGö = 1,351 aG& = 0,675 a^Gd. 

Hier hat man noch den vorher in Gl. (124) für # festgestellten 
Wert einzusetzen und erhält damit für die größte Schubspannung 
im quadratischen Querschnitt 

T„», = 4,73^ . (129) 

Vergleicht man diesen Wert der strengen Theorie mit dem in der 
Technik gewöhnlich benutzten Werte aus Gl. (41) 



16 ab^ ' ai*!»» 

80 zeigt sich für den quadratischen Querschnitt eine hinlängliche Überein- 
stimmung. 

Für ein sehr schmales Rechteck wird schon das erste Glied 
in der Reihe der Gl. (128) so klein, daß die ganze Reihe gestrichen 
werden kann und nur noch 
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übrig bleibt. Setzt man hierauf d aus Gl. (126) ein, so ergibt sich 

Vernachlässigt man hierin nachträglich auch noch 0,63 b^ gegen o^, 
so kommt man auf die aus dem hydrodynamischen Gleichnisse abge- 
leitete Näherungsformel (53)^ die sich demnach filr ein sehr schmales 
Rechteck als recht brauchbar erweist. Besser wird sie aber durch die 
fast ebenso einfache Formel (130) ersetzt. 

^ § 76. Die strenge Losung für den Kreissektor. 

Herr Prof. Dinnik hat in einer russisch geschriebenen Abhandlung, 

die uns durch eine in deutscher Sprache beigefügte knappe Inhalts- 
angabe verständlich wurde, eine strenge Lösung 

der Verdrehungsaufgabe für einen Querschnitt ^y^ 

von der Gestalt eines Kreissektors angegeben, ^^ 
die wir hier mitteilen wollen. 

Den Öffnungswinkel des Kreissektors be- " 




zeichnen wir mit a und den Halbmesser mit a. ""^^y^ 

Irgendein Punkt P im Innern oder aut dem 

Rand des Kreissektors sei durch Angabe der 

Polarkoordinaten r und (p (siehe Abb. 89) be- Abb. 89. ^^^ 

stimmt. Zur Lösung der Aufgabe wird die 

Spannungsfunktion F benützt, die der Gl. (21) von §64 genügen muß. 

In Polarkoordinaten lautet diese Differentialgleichung 

^ + i^^ + ^^^_2Gi> . . . .(131) 

und die Randbedingungen für F (np) sind; 

F{r,o)=F{r,a)=F(a,<p) = (132) 

Zur Vereinfachung der Schreibweise führen wir an Stelle von r die 
neue Veränderliche 

x = — (133a) 

Ü 

und an Stelle von F {x, q>) die neue Abhängige 

/=2G^ (*33b) 

ein. Damit geht Gl. (131) über in 

|V+._|/ + ^^^_, „34, 

O X^ X Z X^ <p* 

mit den Randbedingungen 

f{x,o)^f(x,a)=f(i,<p)=0 (135) 
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Aufgaben von Art der vorliegenden, die auf Lösung der Differential- 
gleichung (134) unter Berücksichtigung der Grenzbedingungen (135) 
hinausläuft, spielen in der theoretischen Physik eine große Rolle. Man 
versucht, die Lösung zu gewinnen durch einen Ansatz, in dem F (x^q?) 
durch eine unendliche Summe von einzelnen Gliedern dargestellt wird, 
von denen jedes das Produkt einer Funktion von x allein mit einer 
Funktion von q) allein bedeutet. Wegen der besonderen Gestalt der 
Differentialgleichung liegt es in unserem Falle nahe, F in .eine Fourier- 
reihe nach 9? zu entwickeln, in der die Koeffizienten der Entwicklung 
noch Funktionen von x sind. Der allgemeine Ansatz für f (x^tp) würde 
demnach lauten • 

-}- CO 

/ (a:, <P) = Z [^» sJn {ß^ 9) + ^p cos 03, ip)]. 

— 00 

Wegen der beiden ersten Grenzbedingungen (135) müssen jedoch 
sämtliche Yj, verschwinden und die ßj^ müssen der Bedingung 

a 
genügen. Setzen wir 

/ (^, f) = i; A'p sin (^ ,» (136) 

— 00 

in die Differentialgleichung (134) ein, wobei zu beachten ist, daß die 
Koeffizienten Xp der Sinusglieder noch Funktionen von x »ind, so geht 
sie über in 

Die Konstante 1 auf der rechten Seite dieser Gleichimg entwickeln 
wir gleichfalls in eine Fourierreihe; 

1 = |;a, sin (^ ,.) (137) 

Die Werte der Konstanten «p werden bekanntlich dadurch gewonnen, 
daß man die letzte Gleichung mit sin (^^9?) multipliziert, wobei q 

irgend eine ganze Zahl bedeutet, und beide Seiten der Gleichung zwischen 
dien Grenzen und a integriert. Wegen der Beziehungen 

r I \ I \ |Ofürp + y 

Ü ' 

ergeben sich die Konstanten a, zu 



a 



a, = |jsin(^,,)d^, 
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woraus durch Ausführung der Integration folgt 

a, = ^H-{-m- ...... (138) 

pn 

Die Konstanten der Fourierentwicklung verschwinden demnach 

4 
für geradzahlige Werte p, während sie für ungerade p die Werte 

annehmen. Die letzte Differentialgleichung läßt sich mit Hilfe der 

Fourierentwicklung von 1 schreiben: ' , x« 

pnY 

Sie kann nur dann erfüllt sein, wenn der in der geschweiften Klammer 
stehende Ausdruck, der nur von x abhängt, für alle Werte p verschwin- 
det. Wir brauchen uns bloß um die ungeraden Zahlen p zu bekümmern, 
da für die geraden Zahlen das konstante Glied verschwindet und die 
Gleichung daher mit X, = erfüllt ist. 
Die Lösung der Differentialgleichung 

kann man als unendliche Summe von Besselschen Funktionen darstellen, 
wie sogleich bewiesen werden soll. Setzen wir 

^p = Z^«r2-^p£(^n^) • .' . ■ . .(140) 

1 '^n o 

wobei die A« die Nullstellen der Besselschen Funktion Jp^i (x), deren es 

a 

unendlich viele gibt, bedeuten, und die C„ Konstante sind, die sich aus 

der Entwicklung des in Gl. (139) auftretenden konstanten Gliedes 

2 

[1 — ( — 1 y] nach Besselschen Funktionen : 

pn "- \ ' -^ 

- A[i_(_i)P] = J;C^/p, (A^^) . . . .(141) 

ergeben, so wird durch den Ansatz (140) einerseits der letzten noch zu 
befriedigenden Grenzbedingung (135) genügt, anderseits aber auch die 
Differentialgleichung (139) erfüllt. In der Tat ergibt sich durch Ein- 
setzen von GL (140) und (141) in diese Differentialgleichung 
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(P Jp T {X„ X) d Jpr, (Xn x) 

+ i-:r i"^^ +11— ; r ; }JpAKx)i=0, 



a I ■»■ a 




woraus durch die Substitution 

Föppl. Drang und Zwang. Bd. I[. 10 
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in der Klammer die Besselsche Differentialgleichung in der bekannten 
Gestalt 

stehen bleibt. Die Lösung /p /r (y) dieser Differentialgleichung wird als 
Besselsehes Integral erster Art bezeichnet. Schreiben wir zur Abkör- 
zung für den Index v = ^- — , so lautet die Reihenentwicklung für Jy{y) 



J^ ^y) = 2^ 



(ir . (f )' 



1--:^tV + 



r + 1 ' 21(v + l)(i' + 2) 



( 



l6 



yy 

I . • • . 



31(v+l)<v + 2)(v + 3) 

die für nicht zu große Werte des Argumentes y schnell konvergiert. 
Für den Fall, daß der Index v keine ganze Zahl ist, muß in vorstehender 
Formel an Stelle von v/ = 1 • 2 • 3 • . . . die sog. T-Funktion r{v) treten, 
die für ganzzahlige Werte v mit vi übereinstimmt. Jedoch ist es gar nicht 
nötig, aus der vorstehenden Reihe für Jy{y) für verschiedene Werte von 
y und V zahlenmäßige Berechnungen anzustellen, da hierfür bereits 
Tabellen vorliegen. Es sei hier besonders auf das für den Ingenieur 
sehr geeignete Tafelwerk von Jahnke und Em de hingewiesen. Das 
zweite Integral der Besselschen Differentialgleichung kommt für unsere 
Aufgabe nicht in Betracht, da es an der Stelle x = unendlich wird. 
Es bleibt noch die Bestimmung der Konstanten C^ aus Gl. (141), 
die die Entwicklung der auf der linken Seite des Gleichheitszeichens 
stehenden konstanten Größe in eine unendliche Reihe von Besselschen 
Funktionen darstellt. Die C» folgen aus ähnlichen Überlegungen wie 
oben die a, bei der Fourierentwicklung. Durch Multiplikation der 
Gl. (141) mit z • Jp^ i^m^) und Integration nachx' zwischen den Grenzen 

und 1 treten rechter Hand des Gleichheitszeichens Integrale über dop- 
pelte Produkte von Besselschen Funktionen auf, die den folgenden 
Bedingungen genügen: 

1 r f ür m 4= n 

j /^ (Kx) ' Jp^iX^x) X dx = |y [7,p_. ^ V (AjT für m^n. 

Daraus folgt C« = 0, wenn p gerade ist, und für ungerades p 

8 f 
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Mit der Bestimmung der Konstanten C^ ist die Aufgabe im wesent- 
lichen gelöst; denn damit ist der Wert von Xp(x) nach Gl. (140) be- 
stimmt und durch Einsetzen in Gl. (136) ergibt sich f (x^(p). Schreiben 
wir gleich den Wert der Spannungsfunktionen F an, so ist 

_,. . 16G^+»/^ 1 

F(x.<p)= — ^^—2; 2; 



00 1 



pV[//p._^,^(^n)]* 



• sin f ^^ if\ • JpjT (K ^) \ Jpn^ (K x) xdx (142) 

Dabei soll der Strich an dem ersten Summenzeichen oben daran er- 
innern, daß die Summierung nach p sich auf die ungeraden ganzen 
Zahlen bezieht. Die erste Summe ist über alle p, die zweite über 
alle n zu erstrecken. 

Der Wert des Verdrehungsmomentes M folgt nach Gl. (61) durch 
Integration über den Kreissektor zu 

a 1 

Jf = 2a*f \F(x<p)xdxd(p=^ 



*f =0 x=»0 






^<^) ^' (143) 



PV^/P^^ \(An) 



00 1 

wobei zur Abkürzung 

U{kn)=^Jpji{x)' Xdx 
a 

gesetzt ist. 

. Besonders wichtig ist der Fall a = 2?!, der einer Welle 
von kreisförmigem Querschnitt mit radialem Riß ent- 
spricht. Damit geht die Spannungsfunktion über in 

mit 

Ui(k„)=Üp{x)xdx, 

^ 

während das Verdrehungsmoment sich berechnet zu 

i2SGda* i=»/ ~ 1 f/i(il,) ^« 



M = 






9 

In diesen Formeln für F und M treten Besselsche Funktionen auf, 
deren Indizes die Hälfte ungerader ganzer Zahlen sind, für die die 

10* 
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Besselschen Funktionen in einfache Sinus- und Cosinusfunktionen aus- 
arten. Es ist nämlich 



/i (x) = y • si 

IT 1 nx 



sin X 

usw. 

Die Berechnung der unendhchen Summen wird daher in diesem 
Fall besonders einfach. Die zahlenmäßige Berechnung liefert für das 
Verdrehungsmoment den Wert 

Jlf = 0,878 0^0*, 
"während für den Kreisquerschnitt ohne Riß aus Gl. (12) der Wert 

ifj==^G*a* = 1,571 G#a* 

folgt. Das gleiche Drehmoment bringt demnach an einem Stab von.Kreis- 
querscimitt mit radialem Riß ungefähr den doppelten Verdrehungs- 
winkel I? hervor wie an einem gleichen Stab ohne Riß. 

§ 76. Näherungsformel von de Saint- Venant für den Yer- 

drehungswinkel. 

Der Vollständigkeit wegen müssen wir hier noch eine in der Technik 
sehr häufig benutzte Näherungsformel besprechen, wenn auch nur, um 
vor ihrer Anwendung zu warnen, da sie in vielen Fällen zu ganz falschen 
Schlüßsen zu verleiten vermag. Die Formel rührt von dem Schöpfer 
unserer heutigen Verdrehungstheorie selbst her und stimmt daher selbst- 
verständlich in den meisten Fällen recht gut mit den Lehren der strengen 
Theorie überein, da sie de Saint- Venant sonst überhaupt nicht aufge- 
stellt und empfohlen hätte. Aber ihr Urheber war etwas unvorsichtig, 
bei der Empfehlung für den allgemeinen Gebrauch, und sie wurde dann 
später tatsächlich auch manchmal auf Fälle angewendet, an die bei ihrer 
Aufstellung gar nicht gedacht worden war und bei denen sie ganz irre- 
führend ist. 

In den hier von uns gebrauchten Bezeichnungen kommt die Formel 
darauf hinaus, daß der Drillungswiderstand eines beliebigen Quer- 
schnitts ^4 

gesetzt wird. Worin unter F der Flächeninhalt und unter 6^ das polare 
Trägheitsmoment des Querschnitts zu verstehen ist. 

".. In vielen Fällen trifft, wie schon bemerkt, diese Formel recht gut 
zxi^ und es genügt daher, wenn hier nur auf die Ausnahmen hingewiesen 
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vaird^ in denen sie versagt. Da sind zunächst die Hohlquer^^hnitte zu 
nennen, auf die sie niemals angewendet werden darf. Ganz falsche 
Ergebnisse liefert sie auch bei einem kreuzförmigen Querschnitt, also bei 
einem Querschnitt von der Gestalt eines +- Zeichens. Auch bei einem 
Winkeleisen-Profil führt sie noch zu einem erheblichen Fehler, wenn die 
Schenkellänge groß ist im Verhältnis zur Dicke. Ziemlich gut ist die 
Übereinstimmung bei den Normalprofilen der I-Träger, während sie bei 
den breitflanschigen Trägem den Drillungswiderstand weitaus zu hoch 
— vielleicht etwa auf den doppelten Wert — einschätzt. 

Diese Bemerkungen mögen hier genügen. Wünschenswert und nötig 
für die endgültige Klärung der Frage nach dem Drillungswiderstand ist 
die Durchführung einer hinreichend ausgedehnten Versuchsreihe. Mit 
einer solchen wurde schon vor längerer Zeit begonnen. Der Krieg und 
seine Folgen hciben sich dieser umfänglichen Arbeit verzögernd in den 
Weg gestellt; man wird aber später noch von ihr hören. 

§ 77. Stäbe von veränderlichem Querschnitt. 

Bisher haben wir nur Stäbe von zylindrischer oder prismatischer 
Gestalt betrachtet. Damit kommt man zwar in den meisten Fällen aus, 
aber doch nicht immer. Bei Stäben mit schroffen Querschnittsände- 
rungen an einer bestimmten Stelle treten während des Betriebs einer 
Maschine häufig Brüche ein, die darauf hinweisen, daß an diesen Stellen 
stark" erhöhte Beanspruchungen vorkommen. Man wird dadurch ge- 
nötigt, sich mit der Frage zu beschäftigen, was für Spannungen und 
Formänderungen durch die Verdrehung in einem Stabe von veränder- 
lichem Querschnitt hervorgerufen werden. 

Im allgemeinen Falle kann bei der Untersuchung, um die es sich 
hier handelt, der Querschnitt eine beliebige Gestalt haben. Man kann 
sich also z. B. die Aufgabe stellen, die aufgeworfene Frage für einen 
Körper von der Gestalt einer abgestumpften Pyramide zu beantworten, 
etwa unter der Annahme, daß die Querschnitte quadratisch sind. Frei- 
lich ist diese Frage viel zu schwierig, als daß man hoffen dürfte, eine 
strenge Lösung dafür zu finden. Dagegen scheint es nicht ausgeschlossen, 
auf Grund geeigneter Annahmen wenigstens zu einer Näherungslösung 
zu gelangen. 

Hier wollen wir uns aber nur auf die Besprechung des praktisch 
weitaus wichtigsten Falles beschränken, daß der Querschnitt des 
Stabes überall kreisförmig ist. Das ist zugleich der Fall, in dem 
die Querschnitte bei der Formänderung eben bleiben, denn dies trifft, 
wie sich herausstellen wird, nicht nur beim Kreiszylinder, sondern auch 
bei jedem Umdrehungskörper von beliebiger Gestalt des Meridian- 
schnittes zu. Trotzdem würde man aber sehr irren, wenn man annehmen 
wollte, daß sich die Spannungen in einem bestimmten Querschnitte 
eines solchen Umdrehungskörpers nach derselben einfachen Formel 



150 



Sechster Abschnitt. Die Drehfestigkeit der Stäbe. 



— Y 



berechnen ließen, wie bei einem Zylinder vom gleichen Durchmesser. 
Das ist früher meist als selbstverständlich angesehen worden; mancher 
Bruch einer Maschinen welle, der nach dieser Annahme unerklärlich er- 
schien, ist aber durch eine tatsächlich weit höhere Spannung an einer 
Stelle mit schroffer Querschnittsänderung herbeigeführt worden. 

Zur Vorbereitung der Lösung unserer Auf- 
gabe erinnern wir uns zunächst des Span- 
nungszustandes, wie er i?i einer auf Drillen 
beanspruchten zylindrischen Welle zustande 
kommt. Dazu soll Abb. 90 dienen, in der 
ein Stück des Stabes dargestellt ist, das einer- 
seits durch einen Querschnitt, anderseits durch 
einen Längsschnitt abgegrenzt wird. Der Quer- 
schnitt fällt in die YZ-Ebene des rechtwink- 
ligen Koordinatensystems und der Längs- 
schnitt in die XZ-Ebene. Außer einigen Span- 
nungslinien, die in den halbkreisförmigen Teil 
des Querschnitts eingetragen sind, bemerkt 
man auch Spannungslinien im Längsschnitte, 
auf die jetzt die Aufmerksamkeit gelenkt werden soll. 

Wir wissen schon von früher her, daß sich der zylindrische Stab 
bei der Verdrehung überall im Zustande der reinen Schubbeanspruchung 
befindet, so daß nicht nur im Querschnitt, sondern auch im Längs- 
schnitt nur Schubspannungen übertragen werden. Man kann daher in 
den Längsschnitt ebensolche Spannungslinien eintragen, wie früher in 
den Querschnitt, und zwar bilden sie hier offenbar gerade Linien. Längs 
dieser Spannungslinien des Längsschnittes sind die Schubspannungen 
offenbar überall gleich groß, und wenn man sich zu jeder Spannungs- 
linie hinzugeschrieben denkt. 




Abb. 90. 



i 



h 



K x---^- 



— X 



wie groß für sie die Schubspan- 
nung wird, ist damit der Span- 
nungszustand der Welle ebenso 
vollständig beschrieben, als es 
früher durch die in den Quer- 
schnitt eingetragenen Span- 
nungslinien geschehen ist. 

An diese Darstellung kann 
man auch bei der Lösung der 
Aufgabe für den Umdrehungs- 
körper anknüpfen. Zur Erläuterung diene dabei Abb. 91, die den 
Längsschnitt eines Umdrehungskörpers angibt, von dem hier ange- 
nommen ist, daß er nach links und nach rechts hin von zylindrischer 
Gestalt ist, während der Übergang vom kleineren zum größeren Zylinder 
durch eine Auskehlung vom Halbmesser Qq vermittelt wird. Die Längs- 




Abb. Ol. 
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achse fällt wie in der vorigen Abbildung mit der X-Achse und die Ebene 
des Längsschnittes mit der XZ-Ebene zusammen. In die Abbildung 
ist eine Anzahl von Spannungslinien eingetragen, so wie sie schätzungs- 
weise ungefähr verlaufen werden, nämlich geradlinig in den von der 
Übergangsstelle weiter entfernten Teilen mit einem S-förmigen Über- 
gangsstück von der einen Geraden zur andern. 

Die X-Achse bildet jedenfalls eine Symmetrie- Achse für die ganze 
Schar der Spannungslinien, abgesehen davon, daß die Pfeile zu beiden 
Seiten der Symmetrieachse entgegengesetzt gerichtet sein müssen, wie 
sich schon aus dem Vergleiche mit der vorhergehenden Abbildung ergibt. 
Hierbei sei bemerkt, daß die Pfeile in Abb. 91 gegenüber der vorigen 
umgekehrt wurden. , Ein Moment, das nach den in diesem Abschnitte 
gebrauchten Vorzeichenfestsetzungen positiv zu rechnen ist, bringt 
solche Pfeile der Schubspannungen hervor, wie sie aus der vorigen Ab- 
bildung ersichtlich sind. Hier aber erschien es zur Vereinfachung der 
Überlegungen wünschenswert, die Pfeile umzukehren, damit zu einem 
positiven z überall positive Schubspannungskomponenten r^^ und t^^ 
gehören. Nachträglich kann man sich dann immer noch, wenn das Mo- 
ment M in positivem Sinne dreht, alle Pfeile wieder umgekehrt denken. 
Femer sind auch zur Vereinfachung die Schubspannungskomponenten 
T^ mit Tje und t^^ mit t^ sowie die Ordinate z mit r bezeichnet, wodurch 
zugleich darauf aufmerksam gemacht wird, daß es auf die besondere 
Richtung der XZ-Ebene nicht ankommt, sondern daß für alle Längs- 
schnitte des Körpers dasselbe gilt. 

Die äußersten Spannungslinien müssen mit den Umrißlinien des 
Längsschnittes zusammenfallen. Das folgt ebenso, wie es früher bei der 
Verdrehung eines prismatischen Stabes für die Spannungslinien im Quer- 
schnitte gezeigt wurde, aus der Grenzbedingung am Umfange, wonach 
die Schubspannung an keiner Stelle eine Komponente haben darf, die 
senkrecht zur Umrißlinie stehen würde, wenn die Mantelfläche des Stabes 
frei sein soll von äußeren Kräften. 

Denkt man sich noch in geeigneter Weise ersichtlich gemacht, wie 
groß die Schubspannungen an allen Stellen sind, so genügen diese An- 
gaben im Zusammenhange mit der Schar der Spannungslinien, um den 
gesamten Spannungszustand des Körpers vollständig zu beschreiben. 
Es wird sich nämlich zeigen, daß auch beim Umdrehungskörper genau so 
wie beim zylindrischen oder prismatischen Stabe überall ein Zustand der 
reinen Schubbeanspruchung besteht, zu dessen Kennzeichnung die 
erwähnten Angaben genügen. 

Um den Beweis für alle diese Behauptungen zu führen, betrachten 
wir einen Punkt des Körpers mit der Abszisse x und dem Abstände r von 
der Stabachse. Da um die X-Achse des Körpers herum alles symmetrisch 
ist, herrscht in allen Punkten mit gleichen Werten von x und r derselbe 
Drang und Zwang. Der Zwang kann beschrieben werden durch Angabe 
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des Winkels p, um den sich der Kreis x, r bei der Formän- 
derung aus der Anfangslage gedreht hat. Dabei ist p als eine Funktion 
von z und r aufzufassen. Die Verschiebungskomponenten ?;C eines 
bestimmten Punktes auf diesem Kreise ergeben sich daraus in derselben 
Weise wie schon in den Gl. (2) von §63 zu) 

r] = pz; ^ = — py , . (145) 

Auf die Gültigkeit dieser Gleichungen dürfen wir uns mit dem Vor- 
behalte, daß p erst noch als Funktion von x und r zu ermitteln ist, von 
vornherein verlassen. Dazu kommt die vorerst unerwiesene und auf ihre 
Richtigkeit zu prüfende Behauptung, daß an allen Stellen des Körpers 

1 = (146) 

zu setzen sei. Jedenfalls wird aber durch die Gl. (145) und (146) ein 
geometrisch möglicher Formänderungszustand des Körpers beschrieben, 
von dem nur zu prüfen bleibt, unter welchen Umständen er zustande- 
kommt und ob es der ist, mit dem wir es hier zu tun haben. 
Aus den Gl. (145) folgt zunächst 

^y ^ ^y ^ ^r by r br* bz r br ' 

Hiernach wird die kubische Ausdehnung e 

e=.|i + |l + ^Uo (147) 

bx by bz 

d. h. die Formänderung ist auch in diesem Falle genau so, wie sich dies 
bei der Verdrehung eines zylindrischen Stabes gezeigt hatte, mit keiner 
Änderung des Rauminhaltes irgendeines Bestandteiles des Körpers 
verbunden. Damit vereinfachen sich die elastischen Grundgleichungen zu 

v2f = 0; v2?y = 0; vH = (148) 

wovon die erste durch unseren Ansatz ohne weiteres erfüllt ist. Für die 
Differentialquotienten von rj erhält man aus den Gl. (145) 

b^rj b^p b^Tj b^p y^z , *ö/? Iz y^z\ 



bz^ ~" br« * r« ■*" ör l r r^l 



und hiermit ergibt sich 

Um die elastischen Grundgleichungen zu erfüllen, müssen wir daher 
p der Bedingungsgleichung 
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unterwerfen. Sobald diese Bedingung erfüllt ist, wird aber nicht nur 
die zweite, sondern auch die letzte der drei Grundgleichungen befriedigt. 
In Verbindung mit den Gl. (145) und (146) liefert uns daher jede Lösung 
der Differentialgleichung (149) einen möglichen Zwangszustand des 
Körpers, dessen Eintritt nur noch von den Grenzbedingungen an der 
Körperoberfläche abhängt. 

Vom Zwange gehen wir jetzt über zu dem damit verbundenen Drange,, 
indem wir nach den Gl. (34) von § 2 die Spannungskomponenten be- 
rechnen. Für den Punkt mit den Koordinaten xr erhält man zunächst 

und ebenso aus der zweiten der Gl. (34) von § 2 



CT, 



\öy m — 2/ oy r or 



Da wir aber die XZ-Ebene des Koordinatensystems mit der Ebene 
des Längsschnittes in Abb. 91 zusammenfallen ließen, ist für alle Punkte 
des Längsschnittes y — und hiernach auch 

Oy = 0. 

Damit ist die vorher aufgestellte Behauptung bereits bewiesen, daß 
bei dem von uns ins Auge gefaßten Zwangszustande weder im Querschnitt 
noch im Längsschnitt des Umdrehungskörpers Normalspannungen auf- 
treten. 

Vorher hatten wir schon die Schar der in Abb. 91 eingetragenen 
Spannungslinien der Bedingung unterworfen, daß die äußersten Span- 
nungslinien mit den Umrißlinien des Längsschnittes zusammenfallen 
müßten. Hiermit wird der Grenzbedingung entsprochen, daß die ganze 
Mantelfläche des Körpers frei von äußeren Kräften sein soll. An 
jeder Stelle der Mantelfläche wird nämlich auch die Normalspannung 
zu Null, da überall der Zustand des reinen Schubzwanges herrscht und 
die Ebene, in der die ihm entsprechenden Schubspannungen auftreten,, 
mit der Tangentialebene an die Mantelfläche zusammenfällt. 

Damit unsere Lösung allen Anforderungen genüge, bleibt also nur 
noch übrig, daß sich in den Endquerschnitten des ganzen Umdrehungs- 
körpers die dort angreifenden Lasten nach demselben Gesetze über den 
Querschnitt verteilen müssen, wie sie für die Schubspannungen nach 
den sofort aufzustellenden Formeln gelten. Diese letzte Bedingung wird 
ja nun freilich in einem praktisch vorliegenden Falle ebensowenig er- 
füllt sein, wie früher beim zylindrischen oder beim prismatischen Stabe. 
Nach dem Saint-Venantschen Prinzip können wir aber von der Erfüllung 
dieser Bedingung in diesem Falle ebenso wie in dem früheren absehen,, 
wenn wir uns damit begnügen. Drang und Zwang nur für die weiter von 
den Endquerschnitten entfernten Stellen des Körpers zu berechnen. 
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Insbesondere ist dies zulässig, wenn es sich darum handelt, die Span- 
nungserhöhung zu berechnen, die durch einen mehr oder weniger schroffen 
Übergang aus einem dünneren in einen dickeren Stabteil herbeigeführt 
wird, da wir uns hierbei die Endquerschnitte behebig weit von der 
Übergangsstelle entfernt vorstellen können. 

Wir haben noch die Formeln für die im Längsschnitte auftretenden 
Schubspannungskomponenten aufzustellen. Nach den Gl. (34) von § 2 
und mit Rücksicht auf die Gl. (145) und (146) erhält man zunächst 

X ö X o X r ör 

In der XZ-Ebene, die wir mit dem Längsschnitte zusammenfallen 
ließen, wird aber y = und 2 = r, und wir behalten daher für die jetzt 
mit Tx und r^ zu bezeichnenden Komponenten 

T^ = Cr-^; r, = Gr^ (150) 

bx br ' 

Verstehen wir ferner unter 

r = f{x) 

die Gleichung einer im Längsschnitte verlaufenden Spannungslihie, so 
muß für sie überall ^ 

är^^I^^^ (151, 

dx Tgg op 



bx 



sein. Hiermit ist zugleich die Bedingung ausgesprochen, der die Funktion 
p an der Umrißlinie des Längsschnittes genügen muß, falls man unter r 
in dieser Gleichung die Ordinate des zur Abszisse x gehörigen Punktes 
der Umrißlinie versteht. 

Rein mathematisch betrachtet ist demnach- unsere Aufgabe darauf 
zurückgeführt, für einen gegebenen Längsschnitt des Umdrehungs- 
körpers eine Lösung der Differentialgleichung (149) zu finden, die in 
jedem Punkte der Umrißlinie der Randbedingung (151) genügt. Es ver- 
hält sich damit ganz ähnlich wie mit der Verdrehungsaufgabe für einen 
prismatischen Stab, also mit dem Saint- Venantschen Problem, das auch 
darauf hinauskam, die Lösung einer Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung, nämlich der Gl. (4) zu finden, durch die zugleich der in einer ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung ausgedrückten Rand- 
bedingung (6) entsprochen werden mußte. Wie im früheren Falle ist es 
auch hier ohne weiteres möglich, beliebig viele Lösungen der partiellen 
Differentialgleichung (149) anzugeben und nachträglich die Gestalt 
des Randes festzustellen, zu der jede dieser Lösungen paßt. Dagegen 
ist es nicht möglich, die zu einem ganz beliebig vorgeschriebenen Längs- 
schnitte gehörige Lösung der partiellen Differentialgleichung aufzustellepi. 
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Die einfachste von allen Lösungen der Differentialgleichung, die 
sich auch allen übrigen Lösungen noch hinzufügen läßt, ist 

p = C(x^ + r^) ^ (152) 

in der C eine Integrationskonstante bedeutet. Man überzeugt sich leicht, 
daß dieser Ansatz die Differentialgleichung befriedigt und erhält dafür 
nach den Gl. (150) ^ ^ 

_ T^== — 3GCra:(x* + r«r^; Tr = —3GC r^(x^ + r^f^, 

womit die Differentialgleichung der Umrißlinie übergeht in 

dr r 

, = , woraus r = ex 
ax X 

folgt. Der Stab, für den die Lösung (152) zutrifft, hat daher 
die Gestalt eines abgestumpften Kegels. Auch alle anderen 
Spannungslinien werden in diesem Falle gerade Linien, die in der Ver- 
längerung durch die Kegelspitze gehen. 

Dann kann man eine Lösung angeben 

4 
p = r^(c^x + Cg) — o- ^1 ^^ — ^ ^2 ^* + ^8 ^ + ^4 

in der die c beliebige Festwerte sind. Aber die Ermittlung der zu dieser 
Lösung gehörigen Umrißlinie nach Gl. (151) macht in diesem Falle 
größere Schwierigkeiten. Ebenso ist es auch mit Lösungen von der 

in der A^ B^ C leicht zu ermittelnde ganze rationale Funktionen von x 
sind, nämlich A vom ersten, B vom dritten und C vom fünften Grade. 
Dabei kann man auch noch weitere Glieder mit r^ r® usw. hinzunehmen. 
Eine für die weitere Behandlung vielleicht besser geeignete Lösung 
der Differentialgleichung (149) ist auch, wie man beim Ausrechnen 
leicht findet 

p = Csmaa:^l+ -g- +8:24 + y:42T62T8+--7 ' ' <*^*) 

worin C und a behebige Festwerte bedeuten. Weitere Lösungen ergeben 
sich daraus, indem man Summen von beliebig vielen Gliedern von dieser 
Form mit verschiedenen Werten von a bildet. Man kann hiernach auch 
eine Lösung aufstellen, die mit beliebig vielen Konstanten behaftet ist, 
durch deren Wahl man sich der Randbedingung zum mindesten nähe- 
rungsweise anzuschließen vermag. Beim Durchrechnen einer Anzahl 
von Fällen dieser Art würde man wahrscheinlich zu manchen bemerkens- 
werten und brauchbaren Ergebnissen gelangen können. Wir wollen uns 
aber damit jetzt nicht aufhalten. 

Ein anderer Weg besteht darin, daß man darauf verzichtet, strenge 
Lösungen aufzusuchen, sondern sich mit Näherungslösungen begnügt, 
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die in ähnlicher Weise für bestimmt vorgeschriebene Umrißlinien des 
liängsschnittes abgeleitet werden können, wie es früher in diesem Ab- 
schnitte bereits für die prismatischen Stäbe geschehen ist. Man würde 
dabei von einem allen statischen Anforderungen genügenden, insbesondere 
also auch den Grenzbedingungen entsprechenden Spannungszustande 
auszugehen haben, in dessen Ansatz man einen oder einige Freiwerte auf- 
nimmt, die nachträglich so zu ermitteln sind, daß sie die Formänderungs- 
arbeit zu einem Minimum machen. Das wichtigste Hilfsmittel wird dabei 
der in den Längsschnitt eingetragene Spannungslinien-Plan bilden müs- 
sen. Um ihn in ähnlicher Weise verwenden zu können, wie es früher 
bei den prismatischen Stäben mit dem hydrodynamischen Gleichnisse 
geschehen ist, sind hier noch einige Bemerkungen darüber nachzutragen. 
Wir betrachten also eine ebene Flüssigkeitsströmung, deren Strom- 
hnien mit den Spannungslinien im- Längsschnitt des Umdrehungskörpers 
zusammenfallen. Damit diese Strömung der Kontinuitätsbedingung für 
eine unzusammendrückbare Flüssigkeit genüge, dürfen wir aber nicht, 
w'ie es im Querschnitte der prismatischen Stäbe geschehen ist, die Ge- 
schwindigkeit der Strömung proportional mit der Schubspannung an- 
nehmen. Anstatt dessen haben wir vielmehr, wenn unter m wieder ein 
beliebig zu wählender Maßstabfaktor verstanden wird, 

v^ = mr^t^ = mGT^-~\ ü^ = mr^Tr = mGr^-^ . (154) 

ox ^ br ' 

zu setzen, womit der Kontinuitätsbedingung genügt wird. Man hat 
nämlich hiemach 

bx bx^ br br br^ 

büa^ 



bx 



br \bx^ br^ r bri 



wobei zuletzt auf Gl. (149) zu achten ist. Wir bilden sofort auch einen 
Ausdruck für die Wirbelstärke der Flüssigkeitsströmung und erhalten 

br bx bxbr bx brbx 

br bx bx r 

Die Wirbelstärke ist also in diesem Falle nicht konstant, sondern 
selbst mit x und r veränderlich. Jedenfalls können wir aber auch hier 
den Satz von Stokes anwenden, der in Gl. (64) ausgesprochen ist. Wir 
erhalten dann für das Linienintegral über eine geschlossene Kurve, 
durch die wir ein beliebig gestaltetes Flächenstück im Längsschnitte 
abgrenzen, p p /» 

\t)d^ = 3\~ydF = 3m\rT^dF (155) 
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und von dieser Gleichung kann man einen ähnlichen Gebrauch machen, 
wie es früher beim prismatischen Stabe geschehen ist. 

Wir wollen jetzt einen Stromfaden betrachten, der zwischen zwei 
benachbarten Spannungslinien gelegen ist. Wenn man an einer Stelle 
des Stromfadens die Geschwindigkeit und hiermit auch die dort über- 
tragene Schubspannung kennt, folgt sie daraus für alle anderen Stellen: 
die Geschwindigkeit aus der Überlegung, daß sie umgekehrt proportional 
ist der Weite des Stromfadens an der betreffenden Stelle und die Schub- 
spannung durch Umrechnung aus der Geschwindigkeit unter Berück- 
sichtigung der Ordinate r nach den Abbildungsgleichungen (154). 

Nehmen wir insbesondere den Fall an, daß sich der Umdrehungs- 
körper aus zwei zylindrischen Teilen von verschiedenem Durchmesser 
mit einer Auskehlung an der Übergangsstelle zusammensetzt, ungefähr 
we in Abb. 91, so kennt man in allen Teilen eines Stromfadens, die weit 
genug von der Übergangsstelle entfernt sind, ohne weiteres die Schub- 
spannung und hiermit auch die Geschwindigkeit. Die Schubspannung 
ist nämlich jene, die in einem zylindrischen Stabe in dem betreffenden 
Abstände von der Mitte durch das gegebene Verdrehungsmom^ent M 
hervorgebracht wird, und sie ist demnach von früher her bekannt. 
Der in den Längsschnitt eingetragene Spannungslinienplan gibt daher 
sofort auch über die Größe der Schubspannungen an allen Stellen 
Aufschluß. 

Jede Spannungslinie können wir auch als die Meridianlinie einer 
Umdrehungsfläche betrachten, deren Achse mit der Stabachse zusammen- 
fällt. Eine solche Umdrehungsfläche teilt den Stab in einen inneren und 
in einen äußeren Teil, die in der Begrenzungsfläche keinerlei Kräfte auf- 
einander ausüben. Wir können uns daher auch den einen von beiden 
Teilen entfernt denken, ohne daß dadurch für den anderen irgend etwas 
geändert wird, vorausgesetzt natürlich, daß auch in den Endquerschnitten 
mit der Wegnahme des einen Teiles die dort als Lasten angebrachten 
äußeren Kräfte, soweit sie sich auf diesen Teil beziehen, ebenfalls fort- 
fallen. Haben wir den inneren Teil entfernt, so bleibt ein Hohlkörper 
übrig, auf den sich eine für den Vollkörper bereits gefundene Lösung 
demnach sofort übertragen läßt. Dies alles entspricht genau dem, was 
früher schon für die prismatischen Hohlstäbe besprochen wurde. 

Einem zwischen zwei benachbarten Stromlinien liegenden Strom- 
faden entspricht ein Hohlstab von geringer Wandstärke, der ebenfalls 
in demselben Drang und Zwang, wie er sich für ihn im Vollkörper aus- 
bildete, selbständig für sich bestehen könnte. Man kann sich auch den 
ganzen Umdrehungskörper aus einer großen Zahl ineinander gesteckter 
und unabhängig voneinander an der Kraftübertragung teilnehmender 
derartiger dünnwandiger Hohlstäbe zusammengesetzt denken, von denen 
jeder einen gewissen Teil dM des ganzen Verdrehungsmomentes M auf- 
nimmt. Bezeichnet man den Unterschied zwischen innerem und äußerem 
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Halbmesser in irgendeinem Querschnitte eines solchen Elementarstabes 
mit dr, so ist für ihn 

dM = 27trdrTr'r = 27t — dr. 

m 

Die auf einen Stromfaden treffende Durchflußmenge ü,. dr bildet 
demnach das Maß für das von dem zugehörigen Elementarstabe aufzu- 
nehmende Moment. 

Diese Betrachtungen liefern ein anschauliches Bild von dem Kraft- 
übertragungsvorgange, das wohl mehr zum Verständnisse beiträgt als 
eine rein analytische Behandlung der Aufgabe. Es wird damit auch eine 
geeignete Grundlage für die schätzungsweise Beurteilung der damit 
„^ weiterhin zusammenhängenden Fi*agen gewon- 

nen, da man über den ungefähren Verlauf der 
Stromlinien, von denen die äußerste unmittel- 
'bar gegeben ist, kaum in Zweifel sein kann. 
Hierbei kann auch der Satz von Stokes in Form 
der Gl. (155) sehr nützliche Dienste leisten, wie 
sofort gezeigt werden soll. 

Abb. 92 zeigt ein kleines Stück eines Strom- 
fadens, dessen Weite an dieser Stelle mit dn 
bezeichnet ist. Der Krümmungshalbmesser der 
schärfer gekrümmten Stromlinie ist mit q und 
der Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Normalen mit dtp bezeichnet. Die Länge des Stromfadenelementes^ 
auf dessen Umfang und Fläche wir Gl. (155) anwenden wollen, ist 
ds = Q d(p. Das Linienintegral über den Umfang liefert 

\t)d^ = vds — iü -{- -— d nj (ds -{' dn d(p) = — o dn d(p — ^— d/i ds\ 

wenn zuletzt das von der dritten Ordnung kleine GUed außer Betracht 
gelassen wird. Nach Gl. (155) folgt daher unter Weglassung des gemein- 
schaftlichen Faktors dnds 




Abb. 92. 



V 
Q 



on 



Ersetzt man hierin v durch mr^r, so lautet die Gleichung nach 

Division mit mr^ 

T 2t br br r^ 

Q r bn bn r 

Bezeichnet man mit <p den Winkel, den die Normale der Stromlinie 
mit der Richtung von r einschließt, so ist aber, wie man aus der Ab- 
bildung erkennt, 

- — = — cos q> und daher r - = — t, 
bn o n 
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und die vorige Gleichung geht dann über in 

_^ = _l_Ii (156) 

Die Vorzeichen gelten unter der Voraussetzung, daß die Spannungs- 
linien ihre Hohlseiten nach außen hin kehren, wie in vorstehender Ab- 

bildung und in der vorhergehenden. Zugleich entspricht -^ — einem 

Spannungsgefäll von einer weiter nach außen hin liegenden Spannungs- 
linie zu einer der Stabachse mehr benachbarten, woraus sich das negative 

Vorzeichen voh ^— erklärt. Rechnet man dagegen, wie es sonst üblich 

ist, dn positiv nach außen hin von der Stabachse gesehen, so sind die 
Vorzeichen auf der rechten Seite der Gl. (156) umzukehren. 

Bei der äußersten Stromhnie ist der Krümmungshalbmesser q von 
vornherein gegeben, also etwa gleich dem Halbmesser der Auskehlung 
^0, und man hat dort ' ^^ 

:- - = — — — ^ (157) 

Gewöhnlich wird Qq nur einen kleinen Bruchteil des Wellenhalb- 
messers r ausmachen, während t mindestens gleich Xg, ist. Das Span- 
nungsgefäll in der Auskehlung hängt daher hauptsächlich 
von ^0 ^^ ^^^ wird sehr groß, wenn der Ausrundungshalb- 
messer ßo zu klein bemessen wurde, wie es früher vielfach 
geschehen ist. Ein großes Spannungsgefäll setzt aber voraus, daß 
die Umfangsspannung entsprechend groß sein muß. Namenthch bei 
Wellen, in denen Schwingungen vorkommen können, durch die die 
Welle abwechselnd in entgegengesetzten Richtungen verdreht wird, 
muß man daher zu kleine Abrundungshalbmesser unbedingt vermeiden. 

Aber selbst noch bei verhältnismäßig großen Halbmessern ^o ^^tt 
an der Übergangsstelle eine erheblich höhere Spannung auf als am 
Umfang des zylindrischen Teils der Welle mit dem kleineren Halbmesser 
in größerer Entfernung von der Übergangsstelle. .Für den Fall, daß 
Q^ = 0,1 r ist, hatte ursprünglich A. Föppl, der sich mit dieser Frage 
zuerst beschäftigte, eine Schätzung vorgenommen, nach der sich die 
Spannung in der Auskehlung auf das 2,09 fache der Spannung am 
Umfange der dünneren Welle stellen würde. Von vornherein war dabei 
ausgesprochen worden, daß diese Schätzung keinerlei Anspruch auf 
Genauigkeit machen könnte. Später hat dann Willers in seiner Gröt- 
tinger Doktordissertation und in der Zeitschr. f. Math. u. Physik, 
Bd. 55, S. 225, 1907, eine genauere Bestimmung durchgeführt, die sich 
auf eine näherungsweise Integration der Differentialgleichung nach 
einem von Runge angegebenen Verfahren stützte. Dabei hat sich 
herausgestellt, daß die ursprüngliche Schätzung der Spannungserhöhimg 
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zu hoch war. Für ßo = 0,1 r beträgt tf^ax nur etwa das 1,75 fache der 
Spannung am Umfange des dünlieren Wellenteiles. Immerhin ist auch 
dies noch eine sehr beträchtliche Spannungserhöhung, die zu schlimmen 
Folgen führen kann, wenn sie nicht beachtet wird. 

Eine Erweiterun]g der Arbeit von Will er s mit Übertragung auf 
verwandte Fälle enthält eine neuere Göttinger Dissertation vom Jahre 
1916 des Herrn Arndt mit dem Titel »Die Torsion von Wellen mit 
achsensymmetrischen Bohrungen und Hohlräumen«, auf die hier ver- 
wiesen werden möge. 

Für dünnwandige Hohlkörper läßt sich übrigens eine ebenso 
einfache Berechnung durchführen, wie früher bei den prismatischen 




Ai)b. 93. 



Stäben, wie noch an dem durch Abb. 93 erläuterten Beispiele gezeigt 
werden soll. Es ist dabei angenommen, daß sich der Umdrehungskörper 
an einer Stelle zu einer Hohlkugel von geringer Wandstärke A erweitert, 
und die Abbildung gibt den Längsschnitt durch den in dieser Weise 
zusammengesetzten Körper an. In diesen Längsschnitt sind zwei 
Spannungslinien eingetragen, durch die in derselben Weise wie früher 
in Abb. 91 der Spannungszustand vor Augen geführt werden soll. In 
einem kegelförmigen Schnitt durch die Hohlkugel, der jetzt an die Stelle 
eines Querschnitts tritt, wird eine Schubspannung r übertragen, die 
sich aus der Momentengleichung zu 

M 



T = 



2 :nf r^h 



berechnet. Man könnte auch h als veränderlich voraussetzen und 
danach fragen, welchem Gesetze die Änderung folgen muß, damit ein 
Körper von überall gleichem Widerstand entsteht. Auch eine Formel 
für den Verdrehungswinkel des ganzen Körpers ließe sich auf Grund 
einer Berechnung der aufgespeicherten Formänderimgsarbeit leicht auf- 
stellen. 



Siebenter Abschnitt. 



Die Umdrehungskörper. 

§ 78. Die Grundgleichungen in Zylinder-Koordinaten. 

Wir betrachten einen Umdrehungskörper, an dem ringsum symme- 
trisch verteilte Lasten angreifen^ die alle in den durch ihre Angriffs- 
punkte gelegten Meridianebenen enthalten sind. Gestalt und Belastung 
des Körpers werden dann vollständig durch einen Meridianschnitt be- 
schrieben ^ wie er in Abb. 94 gezeichnet isU Die Umdrehungsachse 
wählen wir zur X-Achse und eine senkrecht dazu stehende zur J?- Achse. 
Die Koordinaten xr genügen, um einen be- 
stimmten Punkt zu bezeichnen, da sich alle 
anderen Punkte mit denselben beiden Be- 
stimmungsstticken unter den gleichen Um- 
ständen befinden wie dieser. 

Vom Eigengewichte und anderen Massen- 
kräften kann man bei Aufgaben von dieser 
Art gewöhnlich absehen, und man hat es 
dann nur mit Lasten zu tun, die an der 
Körperoberfläche angebracht sind. Auchdie 
Mantelfläche des Körpers wird häufig ganz 
oder zum größten Teile als frei von Lasten und daher als spannungsfrei 
zu betrachten sein. Im allgemeineren Falle jedoch, den wir zunächst ins 
Auge fassen wollen, denken wir uns die in einem Elemente der Mantel- 
fläche angebrachte äußere Kraft in zwei Anteile zerlegt, die normal 
und tangential zur Mantelfläche gerichtet sind und die nach unseren 
Voraussetzungen beide in der Meridianebene enthalten sein müssen. 
Was davon auf die Flächeneinheit kommt, haben wir als die am Körper- 
umriß vorgeschriebene Normalspannung o' und die Schubspannung r' 
anzusehen. Die übrigen Lasten greifen an den beiden Grundflächen 
an, durch die wir uns den Körper nach oben und nach unten hin be- 
grenzt denken wollen. Auch diese zerlegen wir in Normal- und in 
Schubkomponenten, die wir mit a« und t bezeichnen. 

Da jede Meridianebene eine Symmetrieebene sowohl hinsichtlich 
der Gestalt als hinsichtlich der Belastung des Körpers ist, können keine 

F5ppL Drang u. Zwang, Bd. II. 11 
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Schubspannungen in ihr übertragen werden. Für jeden in ihr enthal- 
tenen Punkt des Körpers bildet sie daher eine Hauptebene des in die- 
sem Punkte bestehenden Spannungszustandes. Die durch sie übertragene 
Hauptspannung bezeichnen wir mit a<, um schon durch die Schreib- 
weise anzudeuten, daß sie tangential zu dem durch den Punkt xr ge- 
legten Kreise vom Halbmesser r gerichtet ist. Die anderen beiden 
Hauptspannungen sind in der Meridianebene selbst enthalten und im 
allgemeinen an verschiedenen Stellen des Meridianschnittes verschieden 
gerichtet. 

Als ein zweckmäßiges Mittel zur Veranschaulichung wird es sich 
manchmal empfehlen, in den Meridianschnitt zwei Scharen von Span- 
nungslinien einzutragen, die überall in den Richtungen der Haupt- 
spannungen verlaufen imd die sich daher untereinander überall recht- 
winklig schneiden. Wenn die Mantelfläche des Körpers unbelastet ist, 
oder so weit, als sie es ist, bildet der Umriß des Meridianschnittes selbst 
eine Spannungslinie. Eine andere fällt mit der X-Achse zusammen, 
und zwischen beiden sind die übrigen der gleichen Schar einzuschalten, 
während die andere Schar alle rechtwinklig schneidet. Hierdurch ge- 
winnt man schon eine ungefähre Vorstellung von der Art des Span- 
nungszustandes, den man zu erwarten hat, die zu Abschätzungen be- 
nutzt werden kann, wenn sich eine genauere Lösung nicht finden läfit. 

Außer dem Meridianschnitt denken wir uns durch den Punkt xr 
noch einen Schnitt senkrecht zur X-Achse sowie einen dritten Schnitt 
gelegt, der zu den beiden anderen senkrecht steht. Die Spuren der 
beiden neu hinzugekommenen Schnittebenen laufen in der Meridian- 
ebene parallel zur Ä- und zur X-Achse. Der Symmetrie wegen können 
in beiden Schnittebenen nur solche Schubspannungen an der Stelle xr 
übertragen werden, die in der Meridianebene enthalten sind. Nach 
dem Satze von den einander zugeordneten Schubspannungen müssen 
diese beiden Schubspannungen von der gleichen Größe sein. Ohne ein 
Mißverständnis befürchten zu müssen, können wir sie daher beide mit 
dem Buchstaben r ohne weiteren Zusatz bezeichnen. Die in den beiden 
Schnittebenen übertragenen Normalspannungen bezeichnen wir unserem 
sonstigen Gebrauche entsprechend mit o« und o,.- Diese sowohl als x 
sind als Funktionen von x und r anzusehen. Für die Vorzeichen gelten 
bei allen Spannungskomponenten die dafür früher allgemein getrof- 
fenen Verabredungen. 

Durch die vorhergehenden Festsetzungen ist ein Fall bezeichnet, 
in dem sich die elastischen Grundgleichungen auf eine ähnlich ein- 
fache Form bringen lassen wie bei den Scheiben, so nämlich, daß man 
es nur noch mit Beziehungen innerhalb derselben Ebene zu tun hat. 
Da dieser Fall häufiger vorkommt, verdient er auch eine besondere 
Behandlung. Die Aufgabe kommt darauf hinaus, die vier Spannungs- 
komponenten Gf, a«, Or, T, durch die der Spannungszustand in einem 
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Punkte xr eines Meridianschnittes vollständig beschrieben wird, als 
Funktionen von x und r darzustellen, wenn die Lasten oder sonstige 
Grenzbedingungen am Umfange gegeben sind. 

Hierzu dienen zunächst zwei Gleichgewichtsbedingungen zwischen 
den Spannungskomponenten, die an jed^r Stelle erfüllt sein müssen, 
und die sich auf das Gleichgewicht gegen Verschieben eines Raum- 
elementes in den Richtungen der x und der r beziehen. Abb. 95 zeigt 
ein solches Raumelement im Aufriß imd Grundriß; die Kantenlängen 
sind dr, dx und rdtp. Nach Wegheben des gemeinschaftlichen Faktors 
drdxdq) erhält man die Gleichgewichtsbedingungen 
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Abb. 95. 



Abb. 96. 



Hierbei ist zunächst an ein Raumelement gedacht, das sich irgendwo 
im Innern des Körpers befindet. Die Abbildung 96 bezieht sich da- 
gegen auf ein Raumelement, das an die Oberfläche angrenzt, an der, 
wie wir vorher annahmen, die Komponenten a'r' der äußeren Kraft 
als Belastung angreifen. Die Tangente an die Umrißlinie des Meridian- 
schnittes schließt mit der J?- Achse einen Winkel a ein, und die Länge 
des Bogenelementes der Umrißlinie, das das Raumelement begrenzen 
hilft, sei mit ds bezeichnet. Dann ist die Höhe des Elementes gleich 
ds sin a und die Grundrißlänge gleich ds cos a. Beim Anschreiben des 
Gleichgewichts gegen Verschieben in horizontaler Richtung fällt das 
Glied mit ot heraus, da es von der dritten Ordnung klein ist, gegen- 
über allen anderen Gliedern, die nur von der zweiten Ordnung klein 

11* 
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sind. Streicht man schließlich in jedem Gliede die gemeinschaftlichen 
Faktoren ds und d% so bleiben die Gleichgewichtsbedingungen 

a' cos a — t' sin a — Cg cos a — t sin a = 
a' sin a + r' cos a — o*,. sin a — r cos a = 0. 

von denen sich die erste auf die X- Richtung und die zweite auf die 
Ä- Richtung bezieht. 

Die Auflösung nach o' und t' liefert nach einfacher Umformung 

" = — ö — ^ H o ^^^ 2 a + T sm 2 a 



r'='' 



^^-^ — - sin 2 a + r cos 2 a 



(2) 



Das sind genau dieselben Formeln, wie sie auch für den ebenen 
Spannungszustand zwischen drei in derselben Weise zueinander liegen- 
den Schnittrichtungen gelten. Soll die Mantelfläche an der betreffenden 
Stelle spannungsfrei sein, so gelten dieselben Gleichungen mit o' = 
und t' = als Grenzbedingungen. 

Man kann diese • Gleichungen auch auf ein in der gleichen Weise 
abgegrenztes Raumelement im Innern des Körpers anwenden. Die 
Bedingung r' = oder o > 

tg2a = - — (3) 

liefert dann die beiden senkrecht zueinander stehenden Richtungen, 
in denen die Spannungslinien an der betreffenden Stelle des Meridian- 
schnittes verlaufen. 

Die beiden Gl. (1) können nicht ausreichen, um zusammen mit 
den Grenzbedingungen die vier Spannungskomponenten als Funktionen 
von X und r zu ermitteln. Dazu bedarf es auf jeden Fall noch der zu-* 
sätzlichen Gleichungen, die aus dem Zusammenhange der Spannungen 
mit der elastischen Formänderung hervorgehen. Am nächsten liegt es, 
zu diesem Zwecke alle Spannungskomponenten in den Verschiebungs- 
komponenten f und Q parallel zur X- und zur /{-Achse auszudrücken 
und so die vier unbekannten Funktionen auf zwei zurückzuführen, zu 
deren Bestimmung die beiden Gleichungen ausreichen. 

Das soll nachher geschehen; vorher sei aber noch auf den anderen 
Weg hingewiesen, der sich ebenfalls darbietet und der den Vorzug hat, 
daß er auch zur Aufsuchung von brauchbaren Näherungslösungen benutzt 
werden kann, wenn die strenge Lösung zu schwierig ist. Er wird durch 
den Satz vom Minimum der Formänderungsarbeit gewiesen. Man wird 
also genau so, wie es in früheren Fällen geschehen ist, zuerst irgendeinen 
Spannungszustand betrachten, der allen statischen Anforderungen, also 
den Gl. (1) und den Grenzbedingungen, streng genügt und in dem noch 
einige Freiwerte vorkommen, über die man nach Belieben verfpgen 
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kann. Dann berechnet man durch Ausführung einer Integration über 
den ganzen Rauminhalt des Körpers die diesem Spannungszustande 
entsprechende Formänderungsarbeit A. Eine Differentiation von A 
nach den Freiwerten Uefert hierauf die Bedingungsgleichungen, denen 
die Freiwerte genügen müssen, um A zu einem Minimum zu machen 
und damit die beste mit dem gewählten Ansätze verträgUche Nähe- 
rungslösung. Auf diesem bisher in dem hier fraglichen Gebiete noch 
kaum beschrittenen Wege dürften sich wohl noch mancherlei für die 
praktische Anwendung wertvolle Ergebnisse finden lassen. 

Da hierfür die Gl. (1) die unmittelbaren Ausgangsgleichungen bil- 
den, möge noch darauf hingewiesen werden, daß sie zu diesem Zwecke 
besser in der Form 



b X br 

hjrar) , b(rT) 
ör o X 



(4) 



angeschrieben werden, in der jetzt ra^y ro^y rx und a^ als Unbekannte 
anzusehen sind. Sie sind dann von der Gestalt der Scheibengleichungen, 
nur mit dem Unterschiede, daß an Stelle von Oy o^ x hier die mit r 
multiplizierten Spannungskomponenten getreten sind und daß die 
Massenkraft bei der betreffenden Scheibenaufgabe nicht verschwindet, 
sondern durch ein dem o< entsprechendes Glied zu ersetzen ist. Diese 
Bemerkung gestattet unter Umständen eine Anknüpfung an die in der 
Theorie der Scheiben erhaltenen Ergebnisse. Auf eine Spannungs- 
funktion Fy wie es damals geschehen war, kann man die Aufgabe der 
Spannungsermittelung hier freilich nicht zurückführen. Das liegt daran, 
daß man bei der Scheibenaufgabe nur mit drei unbekannten Funk- 
tionen zu tun hatte, die man mit Hilfe der beiden Gleichgewichts- 
bedingungen auf eine einzige Funktion F zurückführen konnte, wäh- 
rend hier vier unbekaimte Spannungskomponenten vorkommen. Für 
den praktischen Zweck, nach dem vorher besprochenen Plane eine 
Näherungslösung aufzusuchen, ist aber in diesem Umstände keine Er- 
schwerung zu erblicken, sondern eher eine Erleichterung. 

Die elastische Formänderung des Umdrehungskörpers, mit der wir 
uns jetzt befassen wollen, muß ebenfalls ringsum symmetrisch sein. 
Sie wird daher, wie vorher schon bemerkt wurde, durch die Bekannt- 
gabe von zwei Funktionen | und q von x und r, die die Verschiebungs- 
wege irgendeines Punktes xr angeben, bereits vollständig beschrieben. 
Die bezogenen Dehnimgen «jp, e^y c< in den durch die Zeiger angege- 
benen Richtungen drücken sich in £ und ^, wie leicht ersichtlich ist, 
durch die Gleichungen aus: 

o X r r 
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und hieraus folgt weiter für die räumliche Dehnung e 

öl 



e = ei. + «r + «« = ^ + De 



(6) 



wenn man zur Abkürzung unter D ein Operationszeichen versteht, das 
zwei Glieder zusammenzufassen gestattet, nämlich 



^-{h+r) 



(7) 



womit sich die weiteren Formeln übersichtlicher anschreiben lassen. 

Nach dem Elastizitätsgesetze, also nach den Gl. (34) von § 2 
erhält man daraus für die Spannungskomponenten die Formeln 



= 2Gf 



-I 

bx m 



^)i 






(8) 



Setzt man diese Werte in die Gl. (1) ein, so erhält man die elasti- 
schen Grundgleichungen, denen die Funktionen { und q genügen 
müssen. Mit abermaliger Benützung des Operationszeichens D läßt 
sich die erste der Gl. (1) 5, 

^ + Dt = 

b X 

schreiben und nach Einsetzen von a« und t sowie von e aus Gl. (6) 
geht dies über in 

zr^+ 2(m-l) Pä7+ 2(m-l) ä^Pg = Q • • <^> 

Ebenso läßt sich die zweite Grundgleichung aus der zweiten der 
Gl. (1) ableiten und auf die Form 



br 



De + 



m — 2 Vq m ^f 

2(m — 1) &x«'^2{m — 1) brbx 



= 



(10) 



bringen. Um eine Aufgabe über Umdrehungskörper, wie wir sie in 
diesem Abschnitte ins Auge gefaßt haben, streng zu lösen, handelt es 
sich nun darum, q und f so zu bestimmen, daß sie den Gl. (9) und 
(10) an jedem Punkt des Körpers genügen und zugleich auch die Grenz- 
bedingungen an der Oberfläche des Körpers erfüllen. Allgemein ist dies 
nicht mögUch; man ist vielmehr darauf angewiesen, einzelne Fälle auf- 
zusuchen, in denen die Lösung gelingt. 
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Bei der Anwendung der Gl. (9) und (10) ist übrigens darauf zu 

achten, daß die Reihenfolge der Operationszeichen D und r— nicht 

miteinander vertauscht werden darf^ wohl aber die Reihenfolge von 

jT — mit einem der beiden anderen Operationszeichen. Wenn man will, 

kann man natürlich das Zeichen D auch ganz vermeiden, indem man es 
nach Gl. (7) in den vorhergehenden Formeln ersetzt, die dann nur etwas 
Iftnger und weniger übersichtlich ausfallen. 

Führt man außerdem noch ein Operationszeichen D^ ein, so daß 

ist, so folgt aus (9) und (10), indem man f daraus fortschafft, also durch 
Differentiation von (9) nach x und r und Einsetzen von y.'jr- aus (10) 

wofür man noch kürzer und übersichtlicher 

schreiben kann. 

Ebenso kann man auch eine Differentialgleichung vierter Ordnung 
aufsteUen, der f genügen muß, indem man an Gl. (10) zuerst die Ope- 
ration ^— D ausführt und dann ^— D Q aus Gl. (9) einsetzt. Nach 
ox o X 

einfacher Ausrechnung liefert dies 



? + ^Äi>?7 + (d^)'*=» "^' 



d 



Hier führt man zweckmäßig noch einen weiteren Operator E* ein, 
so daß 



^'~^br~\br'^ rjbr~\br^'^ r br) ' 



(13) 



bedeutet, und hiermit schreibt sich die vorige Gleichung 

(Ä+ßf*=^ (*^) 

die ganz ähnlich wie Gl. (11) gebaut ist, abgesehen davon, daß sich 

1 
D* und E' um ein Glied mit 1- voneinander unterscheiden. 
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Außerdem sei noch darauf hingewiesen, daß nach Gl. (86) von § 26 



E« = 



ist, so daß 





+ 


1 

r 


b 

br 


— 




+ 




1 


P». 


U - 


d« 




v?» 







bx^ 



wird, wenn v* den Laplaceschen Operator im Räume bedeutet. Hier- 
mit läßt sich Gl. (14) noch kürzer 

schreiben. Dieser Gleichung muß aber die Verschiebungskomponente ( 
auf jeden Fall genügen, ganz unabhängig von den Vereinfachungen, die 
hier vorliegen, da sie sich aus den elastischen Grundgleichungen (36) 
von § 2 durch Elimination von ^, C, c auch unmittelbar ableiten läßt. 

§ 79. Der umgeschnfirte Zylinder als Beispiel. 

Wir betrachten einen Körper von der Gestalt eines Kreiszylinders 
und von einer Länge, die groß genug ist gegenüber dem Durchmesser, 
um sie genau als unendUch groß ansehen zu können. Die einzige Be- 
lastung, die der Körper aufzunehmen hat, soll durch ein Seil oder ein 
Band auf ihn übertragen werden, das ihn bei einem ungefähr in der 
Mitte der ganzen Länge hegenden Querschnitt umschlingt und das mit 
einer Kraft P angespannt ist, die wir als gegeben ansehen wollen. Das 

Band übt dann einen ringsum gleichmäßig, 
verteilten Druck auf den Zylindermantel aus, 
und es fragt sich, welche Spannungen und 
welche Formänderungen dadurch in dem 
walzenförmigen Körper hervorgerufen werden 
^ (vgl. Abb. 97). 

Das ist eine der einfachsten und zugleich 
eine der wichtigsten Aufgaben, die zur Lehre 
von den Umdrehungskörpern gehören. Sie 
hat aber bisher, soweit uns bekannt ist, über- 
haupt noch keine irgendwie brauchbare Be- 
arbeitung gefunden. Wir wollen sie benutzen, 
um an ihr das sich auf den Satz von der kleinsten Formänderungsarbeit 
stützende Näherungsverfahren auseinanderzusetzen, obschon man, wie 
man nachher sehen wird, auch eine strenge Lösung dafür angeben 
kann, wenn man die dann freilich viel umständlicher werdende Rech- 
nung nicht scheut. 

Zuvor sei noch darauf hingewiesen, daß man die Aufgabe auch ein 
wenig anders fassen kann, ohne sie wesentlich 7u ändern. Wird also 
z. B. ein Stahlring auf eine Welle warm aufgezogen, so kennt man zwar 




H^ 



U 



Tf. 



Abb 






t 








97. 
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nicht von vornherein die Kraft, mit der er nach dem Erkalten gespannt 
ist, oder den Druck, den er auf die Welle ausübt; aber offenbar wird 
sich diese neue Aufgabe ebenfalls leicht lösen lassen, wenn die vorher 
gestellte bereits erledigt ist. Es mag auch erwähnt werden, daß ein 
menschliches Bein oder ein Arm, der durch ein Band umschnürt ist, 
wie es bei Verbänden vorkommt, sich unter ähnlichen Bedingungen, 
befindet, wie der elastische Zylinder, den wir hier untersuchen wollen. 
Wir legen den Ursprung des Koordinatensystems in den Mittel- 
punkt des Querschnittskreises, der die Lastangriffsstelle bildet. Die 
Kreisebene bildet eine Symmetrieebene, und es genügt daher, wenn 
wir weiterhin nur jenen Teil des ganzen Körpers ins Auge fassen, der 
in die Richtung der positiven X-Achse fällt. Die Last wollen wir uns 
über einen ringförmigen Streifen von der Höhe 2 h verteilt denken, 
wobei h nicht nur als klein gegenüber der Länge der Walze, sondern 
auch als klein gegenüber dem Halbmesser a anzimehmen ist. Wie sich 
die Last zwischen x = und x = h verteilt, kann als gleichgültig an- 
gesehen werden; wir wollen aber die einfachste Annahme machen, wo- 
nach der Flächendruck p, womit das Band auf dem Zylinder aufliegt, 

P = Po—jj— (15) 

beträgt, worin p^ der Druck in der Mitte ist. Mit der gesamten Span- 
nung P des ganzen Bandes steht p^ in dem einfachen Zusammenhange 

P=p^ah (16) 

wie aus dem Gleichgewichte einer durch einen Durchmesserschnitt ab- 
gegrenzten Bandhälft^ sofort folgt. 

Den zur positiven Seite der X-Achse gehörigen Teil des Zylinders 
denken wir uns in einen langen Abschnitt I und in einen kurzen Ab- 
schnitt II zerlegt, so daß I von a: = Ä bis a; = oo und II von x = 
bis x = A reicht. In jedem der beiden Abschnitte untersuchen wir den 
Spannungszustand unabhängig von dem anderen. Ein Querschnitt im 
Abstände o^, der durch den ersten Abschnitt gelegt wird, schneidet 
nach außen hin ein Zylinderstück ab, dessen Gleichgewicht wir zu- 
nächst für sich genommen untersuchen woUen. Die im Querschnitte x^ 
übertragenen Spannungen a« und r bildeu die einzige an diesem ZyUnder- 
stück angreifende Belastung, die den Formänderungszustand imd Span- 
nungszustand in ihm aufrechterhält. Wir können daher die Span- 
nungen Og. und T, die in einem weiter abUegenden Querschnitte x^ über- 
tragen werden, als durch diese Lasten verursacht ansehen, genau so 
wie die Spannungen a^, t im Querschnitt x^ durch die im Anfangs- 
querschnitt x = h des ersten Zylinderabschnittes übertragenen Lasten 
hervorgerufen sind. Setzen wir dementsprechend in leicht verständ- 
licher Schreibweise 
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und beachten, daß h sehr klein sein sollte, so daß x^ zugleich als Ab- 
stand der beiden Querschnitte x^ und h angesehen werden kann, so 
folgt für den Spannungszustand im Querschnitt X2, je nachdem wir 
ihn auf die im Querschnitte o^ oder auf die im Querschnitte h über- 
tragenen Lasten als Ursachen zurückführen, 

•K,^)«2= K> 7)» •/ (^2) = {ox, 7)«i / (^2 — ^1) = K» ^)*-/(^i) • /(^«— ^)- 

Die Funktion /, die das Maß der durch die Entfernung bedingten 

Abschwächung zum Ausdruck bringt, ist daher der Funktionalbeziehung 

unterworfen, und das ist die Beziehung, durch die eine Exponential- 
funktion gekennzeichnet wird. Wir haben also 

zu setzen, worin unter c und y Festwerte zu verstehen sind. 

Von dieser Überlegung lassen wir uns bei der Aufstellung eines 
statisch möglichen Spannungszustandes im Zylinderabschnitte I leiten 
und dürfen sicher sein, daß wir uns damit, 'insofern es sich dabei um 
die Abhängigkeit von x handelt, dem wahren Verhalten des Körpers 
von vornherein sehr eng anschließen werden. 

Hierauf bilden wir einen Ansatz für die Schubspannungskompo- 
nente T. Dabei ist zu berücksichtigen, daß r für r = a zu Null werden 
muß, weil die Mantelfläche der Walze im Abschnitte I frei von äußeren 
Kräften ist. Außerdem muß auch der Symmetrie wegen^ für r = die 
Schubspannung t verschwinden. Der einfachste Ansatz, der damit 
verträglich ist, lautet r = ce'Y^ar-^r^) (17) 

Man könnte aber auch • 

T =e^y^(ar — r*) (c + Cir + C2/^ + ) 

setzen, so daß außer c noch weitere Freiwerte c^, c^ usf. darin vor- 
kämen. Mit diesem erweiterten Ansätze würde die Näherungstheorie, 
die wir aufbauen wollen, zweifellos weit genauer ausfaUen als nach 
dem Ansätze (17), und zwar um so genauer, je mehr Freiwerte wir dasu 
nehmen. Aber damit würde die Rechnimg weit umständlicher aus- 
fallen, und wir wollen daher an dem einfachsten Ansätze (17) festhalten, 
um so mehr, als es jetzt weniger auf die Erzielung einer großen (jenauig- 
keit ankommt als auf ein zur Erläuterung des Verfahrens ausreichendes 
und in den Einzelheiten leicht nachzuprüfendes Rechenbeispiel. 

Nachdem r festgesetzt ist, folgt o« aus der ersten der Gleichgewichts- 
bedingungen (4), nämlich 

b(ra^) 5(rT) _^ 

bx "^ br ~ ' 
und zwar ergibt sich daraus 

a, = -e-r^2a — 3r) (18) 
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Die anderen Spannungskomponenten o, und r kommen nur in der 
zweiten der Gleichgewichtsbedingungen (4) vor, nämlich in 

b(rar) , ft(rr)i 

so daß der Willkür noch viel Spielraum gelassen ist. Dabei ist nur zu 
beachten, daß f ür r = a im ersten Abschnitte überall a^ zu Null wer- 
den muß. Man hätte daher reichlich Gelegenheit, wieder weitere Frei- 
werte zur Erhöhung der Genauigkeit einzuführen; wir begnügen ims 
aber wiederum mit dem einfachsten, nur einen neuen Freiwert k um- 
fassenden Ansätze 

ar = ke'Y*(a — r) (19) 

Der Differentialgleichung entsprechend ist alsdann 

at = €r-r''{ak — 2kr — cyar^ + cyf^) . . . (20) 

zu setzen. Hiermit ist aber nim in der Tat innerhalb des ersten Walzen- 
abschnittes ein allen statischen Anforderungen entsprechender Span- 
nimgszustand aufgestellt, der sich auch, sobald es gewünscht wird, nach 
den gegebenen Andeutungen leicht verallgemeinern läßt. 

Wir kommen jetzt zum zweiten Abschnitte, der sich nur 
über das kurze Stück von x = bis x = h erstreckt. Hier lassen wir 
die vorhergehenden Ausdrücke für die Spannungskomponenten eben- 
falls gelten, mit dem Unterschiede jedoch, daß Zusatzglieder hinzuzu- 
nehmen sind, wie sie von den veränderten Grenzbedingungen gefordert 
werden. Bei r kömmt dabei in Betracht, daß der Querschnitt x =0 
eine Symmetrieebene bildet, in der keine Schubspannungen übertragen 
werden können. Wir setzen daher ^ 



= c(ar — r»)(c-y — -^^) 



(21) 



womit zugleich auch der Anschlußbedingung genügt wird, daß r für 
X = h nach den Gl. (17) und (21) den gleichen Wert annehmen muß. 

Dieselbe Anschlußbedingung muß auch für a« erfüllt werden, wäh- 
rend a« im übrigen aus der zwischen a« und r bestehenden Differential- 
gleichung zu entnehmen ist. Daraus ergibt sich 



,. = ,(ie-,x_CÄ^j(2a-3r) . 



(22) 



Bei Or ist die Grenzbedingung am. Umfange zu beachten, nach der 
für r = a entsprechend Gl. (15) 

h — X 

Or = -Po—J— 

herauskommen muß. Das Minuszeichen bringt darin zum Ausdrucke, 



172 Siebenter Abschnitt. Die Umdrehungskörper. 

daß es sich hier um eine Druckspannung handelt. Wir setzen daher 
im zweiten Abschnitte 

a, = Äe-y*(ö — /•) — po-^^^ (23) 

was für x = h auch wieder mit Gl. (19) übereinstimmt. 

Endlich folgt damit für o^ aus der Differentialgleichung 

a,==r.ß-y«(aÄ — 2Ä:r — cyar2 + cyr«) + -|-(ar2--r3)-po-^-^ (24) 

Hierbei gelingt es freilich nicht, den Ausdruck für a« so zu wählen, 
daß für o; = A nach den Gl. (20) und (24) derselbe Wert herauskommt. 
Aber ein plötzlicher Sprung im Werte von a< an dieser Stelle verletzt 
keine notwendige Gleichgewichtsbedingung, und darauf allein konamt 
es bei dem Verfahren an, dem wir hier folgen. Besser wäre es freilich, 
den Sprung zu vermeiden, wenn dies ohne andere Nachteile möglich 
wäre, da er ja offenbar mit dem im Widerspruch steht, was aus den 
elastischen Eigenschaften des Körpers hervorgeht. Je enger wir uns 
schon mit dem ersten Ansätze dem anzupassen verstehen, was tatsäch- 
lich zu erwarten ist, um so genauer wird sich auch das Schlußergebnis 
der Rechnung mit der Wirklichkeit decken. Aber allzu ängstlich 
braucht man darin nicht zu sein; wenn es das (jebot der Einfachheit 
des Ansatzes verlangt, dürfen wir über solche Unstimmigkeiten unbe- 
denklich hinwegsehen, falls sie nur nicht gegen statische Anforderungen 
verstoßen, die freilich in aller Strenge erfüllt sein müssen. 

Nun können wir dazu übergehen, die aufgespeicherte Formände- 
rungsarbeit zu berechnen. Das soll zuerst für Abschnitt I geschehen. 
Nach der Gl. (54) von § 5 ist die aufgespeicherte Formänderungsarbeit 
A für einen Umdrehungskörper 



= -^{1-^^''-^^^' + '*'^-^^ 



(25) 



zu setzen und für die Spannungskomponenten lassen sich die vorher 
aufgestellten Werte einsetzen. Das gibt einen ziemlich weitläufigen 
Ausdruck, den man gern vereinfachen möchte, sei es selbst auf Kosten 
der (jenauigkeit, wenn dies nicht anders möglich ist. 

Hierbei ist daran zu erinnern, daß nach den Ausführungen von 
§ 3 die Annahme m = oo in vielen Fällen unbedenklich erscheint. In 
diesem Falle vereinfacht sich der vorige Ausdruck erheblich, nämlich zu 

[A = ^(a,^ + ar^ + a^ + 2t^) (26) 

womit man eine bedeutende Abkürzung der Rechnungen herbeiführen 
kann. 
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So verlockend es auch wäre, wollen wir aber hier doch lieber auf 
diese Vereinfachung zunächst wenigstens verzichten, da die Rechnung 
auch für den allgemeineren Ausdruck (25) nicht gar zu umfängUch wird. 
Dagegen soll auf diese Möglichkeit schon jetzt hingewiesen werden, für 
den Fall, daß man die ganze Betrachtung für eine größere Zahl von 
Freiwerten wiederholen möchte. 

Wir bilden zunächst 

^i" + or^ + a,« = e~^^'^y(2a-3 r)« + Ä« (« - 0* + 

+ {ak — 2kr — cyar* + CY i*A =e~^^'- Äj, 

-wenn vnt Ri zur Abkürzung für den Klammerwert schreiben. Ebenso 
•wird 

— cyar^ + cyA =c""*^*.Äj 

T«==e-'^^.c2(ar — r«)« = c-'>''.Ä,. 
Die Formänderungsarbeit A^ im ersten Zylinderabschnitte beträgt 



00 



C da: f 2wr Adr-I 



Da h sehr klein sein sollte, können wir ohne merklichen Fehler 
die Integration nach x anstatt von o; = A bis x = oo^ auch von a: = 
bis X = 00 erstrecken. Diese Integration läßt sich sofort vornehmen 
und man findet a 



Die Integrationen uach r ergeben zwar etwas umständlichere Rech- 
nungen, die aber, abgesehen von ihrer Länge keinerlei Schwierigkeiten 
machen. Man findet der Reihe nach 

a 




a 



u 
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A 



Setzt man diese Werte ein, so erhält man 



^-^[-i^[-W\7-'^^] 



+ 



a* 



kc 



4(m + l) y 



336 



c«y»l — 



+ -^(cyk-\-(^) 



]... 



(27) 



Die Berechnung der Formändeningsarbeit A^ im zweiten Abschnitte 
des Zylinders vereinfacht sich erheblich durch die Bemerkung, daß 
wegen der Kleinheit von h und hiermit des Volumens nur solche Glieder 
von A in Betracht gezogen zu werden brauchen, die selbst sehr groft 
sind, so daß sie trotz des kleinen Volumens, über das sie sich erstrecken, 
doch noch einen der Größenordnung nach mit Ai vergleichbaren Bei- 
trag zu A^ liefern können. Von den Spannungskomponenten (21) bis 
(24) werden aber nur in a,. und o« die Glieder sehr groß, die po ^^^* 
halten, sowie das Glied in o«, das sonst noch h im Nenner enthält. 
Alle anderen GUeder können dagegen vernachlässigt werden imd man 
behält 



(■ 



Po 



^n- 



2(m4-l)\A 



(a r« - ;«) - 2 Po 



^)> 



Daraus folgt wie vorher 

A,= 



= f dx (2 7t 



r Aadr 



und nach Ausführung der Integrationen geht dies über in 



. 71 ar 

^"~ 2{m + l)G 



i ^ h cfi c'^ cfi \ 

(m-l)po*-3— (m-l)poC-2o+m-^.-jgg.|(28) 

In A = Ai + A^ kommen 3 Freiwerte vor, nämlich y, c und k. 
Wir bilden zuerst den Differentialquotienten von A nach k und setzen 
ihn gleich Null. Das liefert die Gleichung 



m 



a' 



m 



TT"?'2*-4(i^iT-7+W''y = °' 



die k in e auszudrücken gestattet. Man erhält 

. / 1 m + 1 fl« \ 

k = c{ ■ Try)' 

\my m 15 / 



Hierauf differentiieren wir A nach y und erhalten durch Nullsetzen 
die Gleichung 



m 



m + 



/ 3a* 
1 l 8 



/ 8y» "^ 336 






+ 



<f 



kc o* 



2(m + l) y» 60 y 



— ■ Rn*TF = 0. 
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Setzt man k aus der vorhergehenden Gleichung ein und streicht 
hierauf den in jedem Gliede vorkommenden Faktor c^, so erhält man 
einfe Gleichung, in der nur noch die Unbekannte y vorkommt. Hier 
ist es nun zur Abkürzung der Formeln wünschenswert, für m einen 
bestimmten Zahlenwert einzusetzen. Wir nehmen zuerst m = oo, wo- 
mit sich die beiden vorhergehenden Gleichungen vereinfachen zu 

^~ 15^^' ' 8 / 8y«"^336^ 60 "y*""^' 

so daß die Gleichung für y übergeht in 

3 0^ c^ c? 

~"8'~I8ÖÖ'^"*""336"^*~ 60 ^^""^ ; * * ^^^ 

Die einzige positive Wurzel dieser Gleichimg ist 

4,04 

Das gilt zimächst für m = oo. Wir führen aber sofort dieselbe 
Zahlenrechnung auch für den Fall m = 4 durch. Die früheren Glei- 
chungen gehen dann über in 

und durch Einsetzen von k aus der ersten in die zweite erhält man für 
y die Gleichung 17 „« / _ 210 «V« = 2835. 

Die Auflösung nach y liefert als einzige positive und daher brauch- 
bare Wurzel , CO 

y = -^ (31) 

-was mit Gl. (30) innerhalb der Genauigkeitsgrenzen, die man bei derart 
^mllkürlichen Annahmen überhaupt nur erwarten kann, leidUch über- 
einstimmt. Wir wollen daher für die weitere Ausrechnimg bei der ein- 
facheren Annahme m = oo und daher bei GL (30) stehen bleiben. Für 
k folgt dann, wenn man den Wert von y einsetzt, 

Ä = — 0,269 ac 32) 

Um c zu bestimmen, haben wir noch A == A^ + A2 nach c zu diffe- 
rentiieren. Da wir uns schon für die Annahme m = 00 entschieden 
haben, können wir A nach den Gl. (27) und (28) in der abgekürzten 
Form anschreiben 
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Diese Gleichung differentiieren wir partiell nach c, ohne darauf 
zu achten, daß inzwischen k in c ausgedrückt wurde, denn von vorn- 
herein kann jeder Freiwert unabhängig von jedem anderen beliebig 
gewählt werden, und er ist dann so zu bestimmen, daß er bei unver- 
änderlichen Beträgen aller übrigen Größen die Formänderungsarbeit 
zu einem Minimum macht. Wir erhalten - 



bA 
bc 






C . (T 



cy+-^;^- + 



a» 



ä 



« 



60 



30 



y 20 ''•"*■ 84 



c 
Ä 



} 



Dies setzen wir gleich Null und führen hierauf erst y und A: aus 
den Gl. (31) und (32) ein. Die Auflösung nach c liefert dann, zugleich 
mit Rücksicht auf Gl. (16) 

P 

. (33) 



c = 



Po 



a^(o, 



660 + 0,238 



x) 



a» (0,660 Ä + 0,238 a) 



Schließlich kann man auch noch das Glied mit h gegenüber dem 
anderen Summanden im Nenner vernachlässigen, womit die Gleichung 
übergeht in p 

= 4,202^ ........ (34) 



ar 



Es bleibt jetzt noch übrig, die elastische Formänderung der Größe 
nach festzustellen, und zwar handelt es sich dabei um die Berechnung 
der elastischen Verkürzung Aa, die der Halbmesser a des Zylinders 
an irgendeiner Stelle erfährt. Dazu stützen wir uns auf das Elastizi- 
tätsgesetz, wonach ^ ^ 

ist. Da wir uns dafür entschieden hatten, die Zahlenrechnung nur für 
den Fall m = oo vollständig durchzuführen, haben wir an dieser An- 
nahme auch bei c, festzuhalten. Wir setzen daher 



€r = 



E 



^r = ^--^e'^^(a-r) = -0,2&^ 



ac -- 



E 



r« 



(a 



-r) = 
= - 1,130 ^e-'"(a-r) 



Das Minuszeichen drückt aus, daß es sich um eine Verkürzung han- 
delt. Die Längenänderung A a des ganzen Halbmessers a folgt daraus zu 



a 

Ja= \ a,dr = —0,565 -^e"^' = — 0,565 -^c~*'^*-^ . 
J aE ^ Ea 



(35) 



Hiermit dürfen wir die gestellte Aufgabe innerhalb der Grenzen, 
die wir freiwillig dafür gewählt haben, als vollständig gelöst ansehen« 
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Jedenfalls steht auch nichts im Wege, die Rechnung für einen anderen 
Wert von m oder auch für einen mit mehr Freiwerten ausgestatteten 
Ansatz an Stelle der Gl. (17) und (19) zu wiederholen. 

§ 80. Verschiedene Ubertragüngsmöglidikeiteii. 

Der Belastungsfall, mit dem wir uns im vorhergehenden Para- 
graphen beschäftigten, kann als Ausgangspunkt zur Ableitung von 
anderen Belastungsfällen benutzt werden, die sich daraus zusammen- 
setzen lassen und auf die daher die aufgestellten Formeln entweder 
ohne weiteres oder doch mit geringen Änderungen übertragen werden 
können. Das gilt zunächst für den Fall, daß der Zylinder an zwei nicht 
zu weit voneinander entfernten Stellen umschnürt ist, wobei auch die 
Spannungen P^ und P2 der beiden Bänder, die ihn umschlingen, ver- 
schieden groß sein dürfen. Um die in irgendeinem Querschnitte über- 
tragenen Spannungen oder die dort stattfindende Zusammendrückung 
Aazxx erhalten, braucht man in der Tat nur die nach den vorausgehen- 
den Formeln durch die eine Last hervorgebrachten Werte dieser Größen 
zu den der anderen Last entsprechenden hinzuzufügen, wobei unter 
den X in jedem Falle die Abstände des betrachteten Querschnitts von 
der betreffenden Last zu verstehen 
sind. Das folgt ohne weiteres aus dem 
Superpositionsgesetze. 

Sinngemäß gilt dies auch bei dem 
in Abb. 9S gezeichneten Belastungsfalle 
eines Zylinders, der aufeine größere 
Länge l hin umschnürt . ist, wie es bei '" 
einem sog. »Schrumpf ringe « vorkommt. 

Der Ursprung des Koordinaten- 
systems kann irgendwo auf der Um- 
drehungsachse gewählt sein, entweder 
wie in der Zeichnung an- genommen 
ist, in der Mitte der Strecke / oder 

auch anderswo. Zwischen zwei Querschnitten im Abstände u und 
u -\-du vom Ursprünge sei die auf die Flächeneinheit kommende Be-. 
lasttmg des Wadenumfangs mit p bezeichnet. Man kann sich diese 
Belastung durch ein schmales Band von der Breite d u ausgeübt denken, 
dessen gesamte Spannung mit d P zu bezeichnen ist. Dann erhält man 
auf Grund derselben Überlegung, die schon zu Gl. (16) führte, 

dP = p adu. 

In einem Querschnitte mit der Abszisse x werden Spannungen 
durch dP hervorgerufen, die sich aus den Gl. (17) bis (20) ergeben, 
wenn man darin x durch x — u ersetzt und für y^ c, k die dafür in den 
Gl. (30) bis (34) erhaltenen Werte nimmt. Bezeichnet man diese Span- 

Föppl. Drang u. Zwang, Bd. II. 12 • 
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Abb. 98. 
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nungsanteile, da sie nur von einem Lastdifferential herrühren, durch 
ein vorgesetztes d, so erhält man unter der Voraussetzung, daß x > u ist, 

aT = 4,2p = e a 

^ er 



du(2a — r) _4,04^^^^ 



dcTj. = 1,04 p ^^ — 2 ^ 



2 - ** 



ri^ i jQ ^ ^^i^ — '') ^-4.04 



ar — u 



. ! 7 f. . ~ ... . . ... ^ — w 



^ , ^^ 1,13 aM2r-a)- 17,0 rMa-r) ^^ 4.04 
= D au z e 



a* 



(36) 



Für die Zusammendrückung des Halbmessers an der Stelle a:, die 
in Gl. (35) mit A a bezeichnet war, wollen wir jetzt den Buchstaben w 
gebrauchen und jenen Anteil, der von dem Lastdifferentiale dP her^ 
rührt, mit dw. Dann folgt aus Gl. (35) ebenso 

. ' rf (v = - 0,565 ^^e-*-'*^ (37) 

Um die vollständigen Werte der fünf Größen zu erhalten, muß 
man noch eine Integration nach u vornehmen. Die Abhängigkeit von 
X und u ist in allen Fällen dieselbe. 

Wir bilden zuerst das dabei auftretende Integral 



- 4,04 



I 



p e~ '•'"^ T-du, 

worin unter l^ die Abszisse des linken Endpunktes der Strecke l zu 
verstehen ist, so daß sich die Integration über alle Lasten erstreckt, 
für die o; > w ist, wie wir bei der Ableitung der vorhergehenden For- 
meln vorausgesetzt hatten. ' 

Um das Integral ausführen zu können, muß man sich für eine 
bestimmte Annahme über die Lastverteilung längs der Strecke l ent- 
scheiden. Setzen wir p als konstant voraus, so geht das Integral über in 

pWi_,-M4-^^ 



4,04 

Für die auf der anderen Seite des Querschnittes x liegenden Lasten 
gilt ein entsprechender Ausdruck, imd es bleibt dann noch übrig, die 
Summe aus beiden zu bilden. Hierbei ist aber auf einen besonderen 
Umstand zu achten, zu dessen Erklärung die folgende Überlegung 
dienen soll. * 

Man greife irgendeinen Querschnitt x heraus und betrachte die 
Wirkungen, die an dieser Stelle von zwei Lastdifferentialen p du hervor- 
gerufen werden, die sich zu beiden Seiten des Querschnittes in gleichen 
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Abständen von ihm befinden. Offenbar sind diese Wirkungen für beide 
Ursachen dieselben, bis auf einen Unterschied im Vorzeichen, der sich 
dabei für die Schubspannungen einstellt. Eine Last p du bringt näm- 
lich für sich genommen in allen Querschnitten links und rechts von 
ihr Schubspannungen hervor, deren Pfeile den Lasten p entgegen- 
gesetzt, also nach außen gerichtet sind, falls man diese Querschnitte 
als Grenzflächen eines mittleren Zylinderstückes ansieht, zu dem die 
belastete Stelle gehört. Das gilt auch von dem Querschnitte a;, der 
in der Mitte zwischen zwei Lasten pdu liegt. Hier muß man sich 
aber nun entscheiden, ob man den Querschnitt x als Grenzfläche eines 
nach links oder eines nach rechts hin anschließenden Zylinderstückes 
ansehen will. Im ersten Falle bringt die links liegende Last Schyb- 
spannungen im Querschnitte hervor, deren Pfeile, wie wir eben sahen^ 
nach außen hin gehen, während die rechts liegende Last, wie aus dem 
Wechselwirkungsgesetze zu schließen ist, solche mit entgegengesetzten 
Pfeilen zur Folge hat. Daher heben sich die von beiden Ursachen her- 
rührenden Schubspannungen gerade auf, so daß in dem mittleren, 
zwischen beiden Lasten liegenden Querschnitte nur noch Normalspan- 
nungen übertragen werden können. Das geht übrigens auch schon 
daraus hervor, daß dieser Querschnitt für den betrachteten Belastungs- 
fall eine Symmetrieebene bildet und in einer solchen überhaupt keine 
Schubspannungen vorkommen können. 

Das gilt jedoch nur von den Schubspannungen. Bei allen anderen 
Größen a^, ^n Oi und w superponieren sich die von beiden Seiten her- 
kommenden Wirkungen ohne Vorzeichenwechsel. Dagegen kommt aber 
bei den Spannungskomponenten a^ und a< und auch bei w noch ein 
anderer Umstand in Betracht. In den Gl. (23) imd (24) bleiben näm- 
lich, auch wei>n man x = und k sehr klein voraussetzt, noch Glieder 
übrig, durch die sie sich von den Gl. (19) und (20) unterscheiden. Es 
genügt daher bei Or und o, nicht, nur die von beiden Seiten her kom- 
menden Wirkungen zu addieren, sondern man muß auch noch die 
den Gl. (23) und (24) entsprechenden Ergänzungsglieder hinzufügen. 
Dasselbe gilt dann auch von w, das aus a,. unmittelbar abgeleitet 
wurde. 

Setzen wir weiterhin voraus, daß der Koordinatenursprung in der 
Mitte der Strecke / liegt, wie schon in Abb. 98 angenommen war, so 

wird li = — ^-l, und man erhält auf Grund der vorhergehenden Über- 
legungen für alle innerhalb der Strecke l liegenden Querschnitte 



a, = 0,257 /> ^^(2 - e- *-«^il^-e-*'«-^)| 



• (38) 



12* 
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Auch für die außerhalb der Strecke l liegenden Teile des Zylinders 
lassen sich die Formeln leicht autstellen, wovon aber jetzt abgesehen 
werden «oll. Femer ergibt sich innerhalb der Strecke l auf Grund der 
vorher angegebenen Überlegung für a^ 

cr, = -0,280p-^(2-c-*'''*4l^_c-*.«-^)_p (39) 
und daraus folgt entsprechend der GL (35) für w 

«' = -0,140a|(2-e-*'"-4l^^e-*'''*-^)-^ (40) 

Man sieht daraus, daß w innerhalb der Strecke l nicht konstant 
ist, sondern am größten in der Mitte, von wo aus es nach außen hin 
abnimmt, wenn p konstant sein soll. Man kann die Frage auch um- 
kehren und verlangen, daß p so als Funktion von x ermittelt werden 
soll, daß innerhalb der Strecke l die Zusammendrückung w überall 
gleich groß ausfällt. Auch dazu sind die erforderlichen Unterlagen 
bereits vorhanden. 

Allzuviel darf man aber in dieser Hinsicht von der hier aufgestellten 
Lösung der ursprünglichen Aufgabe freilich nicht erwarten, da sie nur 
eine Näherungslösung ist, die um so unzuverlässiger wird, je mehr man 
einen Aufschluß von ihr über Einzelheiten verlangt. 

Wir betrachten weiter den durch Abb. 99 angegebenen Belastungs- 
fall, bei dem die einschnürende Last an einem Ende des Zyhnders an- 
greift. Ungefähr wird sich dieser Fall auf den 
in Abb. 97 gezeichneten und im vorigen Para- 
graphen behandelten zurückführen lassen, in- 
X, dem man in den dort vorkommenden Formeln P 
durch 2 P ersetzt. Das beruht auf der Über- 
legung, daß die eine Hälfte des Zylinders in 
Abb. 97 von der Symmetrieebene a; = ab sich un- 
j^^ gg gefähr unter den gleichen Bedingungen befindet, 

wie der ZyUnder in dem hier betrachteten Falle. 
Genau trifft dies freilich nicht zu, weil in der Symmetrieebene x = 
des früheren!^ Falles zwar keine Schubspannungen, wohl aber Axial- 
spannungen Og vorkommen, die hier fehlen. Immerhin wird man diese 
Abweichung nicht als so wesentlich anzusehen haben, daß dadurch eine 
schätzungsweise Übertragung des früheren Ergebnisses unmöglich ge- 
macht würde. Andernfalls würde aber auch nichts im Wege stehen, 
die frühere Untersuchung mit den entsprechenden Abänderungen von 
Anfang an nochmals durchzuführen. 

Das gleiche gilt auch von dem in Abb. 100 angegebenen Falle, bei 
dem der Vollzylinder durch einen Hohlzylinder, also durch ein Rohr 
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ersetzt ist, das an einer Stelle durch eine Umschnürung zusammen-, 
gedrückt wird. Es würde zu weit führen, die ganze Betrachtung, die 
genau nach dem Muster der früheren durchgeführt werden kann, hier 
nochmals zu wiederholen. Nur darauf möge hingewiesen werden, daß 
der Hauptunterschied gegenüber dem Vollzylinder darin besteht, daß 
jetzt auch die Grenzbedingungen an der inneren Zylinderfläche durch 
den gewählten Ansatz befriedigt werden müssen. Femer muß man 
auch bei der Berechnung von Aa einen an- r 

deren Weg einschlagen, indem man die Ver- f //////////]^/////^/\ 
kürzung des Kreisumfangs berechnet, an Stelle 
der Verkürzung des Durchmessers, die hier 
nicht unmittelbar gefunden werden kann. Wenn 
das Rohr als dünnwandig betrachtet werden v] yyyyy>'yyyyyyyy»yyy 





kann, ergeben sich noch besondere Verein- V 

fachungen, und es läßt sich dann auch ein ' 

Ansatz bilden, der einen genaueren und zuver- 
lässigeren Aufschluß verspricht, als beim dickwandigen Rohr oder beim 
Vollzylinder, indem man von vornherein o^ = setztund dafür eine 
größere Zahl von Freiwerten bei x einführt. Wir müssen es aber jetzt 
bei diesen Andeutungen bewenden lassen. 

Endhch ist hier noch auf einen Zusammenhang hinzuweisen, der 
zwischen den Gl. (30) oder (31) des vorigen Paragraphen, die uns den 
Wert von y lieferten und dem in § 16 abgeleiteten Ergebnisse besteht, 
^wonach dort 

— = 0,23 a 
a 

j^unden wurde. Hier ist nach Gl. (30) 

— = 0,25 a 

y 

und y und a haben in beiden Fällen dieselbe Bedeutung, daß die Span- 
nungszustände, die damit beschrieben werden, in einem Abstände, der 
rund ein Achtel der Dicke des Körpers ausmacht, auf den 2,718ten 
Teil des Wertes an der Angriff stelle der Lasten gesunken sind. Man 
darf daraus die allgemeine Lehre entnehmen, daß eine 
Lastengruppe, die an einer Stelle eines stabförmigen Kör- 
pers dicht zusammengedrängt ist und sich dort im Gleich- 
gewichte hält, Spannungen hervorruft, die mit dem Abstände von 
der belasteten Stelle schnell abnehmen, so daß sie schon 
bei einer Entfernung, die gleich der Stabdicke ist, ganz 
unmerklich werden. Dieses Ergebnis entspricht dem Prin- 
zip von de Saint-Venant, ausgesprochen für den Fall des 
stabförmigen Körpers. 
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§ 81. Das Kernstück der durch eine Einzellast gebogenen Platte. 

In § 30 haben wir auBfOhrlicb nachgewiesen, daß und warum der 
Ansatz der üblichen Biegungstheorie der Platten nicht ausreicht, um 
die größten Biegungsspannungen zu berechnen, die durch eine Einzel- 
last in der Platte hervorgerufen werden. Um die Aufgabe zu lösen, 
muß man sich vielmehr um den Angriffspunkt der Einzellast herum 
einen Zylinder aus der Platte abgegrenzt denken, dessen Halbmesser b 
von gleicher Größenordnung mit der Plattendicke A ist und diesen 
Zylinder für sich untersuchen. Innerhalb des Zylinders versagt näm- 
lich die Plattentheorie, weil die Vor- 
aussetzungen, von denen sie ausgeht, 
nicht mehr genügend erfüllt sind. In 
Abb. 25 auf S. 197 des I. Bandes, die 
hier nochmals abgedruckt ist, wurde 
dieser Zylinder gezeichnet; wir wollen 
ihn hier das »Kernstück« der Platte 
nennen. 

Bis zum Umfange des Kernstückes 
* hin dürfen die Formeln der Platten- 

Abb. 101. theorie für die Biegungsspannungen 

als gültig angesehen werden. Für das 
Kernstück bilden die hiernach berechneten Spannungen Or als ge- 
geben anzusehende Lasten. Außerdem trägt das Kernstück noch 
die Einzellast oder eine ihr entsprechende Verteilung von Druckspan- 
nungen Über die obere Begrenzungsfläche x = — -^ und endlich die am 

Umfange angreifenden Schubspannungen t, deren Gesamtbetrag gleich 
der Einzellast P sein muß. Wir haben jetzt die Aufgabe, die im Innern 
des Kernstückes durch diese an der Oberfläche angreifenden Lasten 
hervorgerufenen Spannungen zu berechnen, und diese Aufgabe fällt 
offenbar in den Kreis der uns in diesem Abschnitte beschäftigenden 
Untersuchungen. Wir greifen sie in derselben Weise an, wie es in § 79 
mit dem umschnürten Zylinder geschehen ist. 

Nach den Gl. (122) von § 30 wird f Ür r = 6, also für den Kern- 
umfang 



3^ /// , ..1 « , , ■>3<'' — »M 



(41) 



2 
der Mittelfläche der Platte bezogen und a den Halbmesser der Platte 
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oder auch eine schätzungsweise dafür einzusetzende Plattenabmessung 
bezeichneten. Im Abstände x von der Mittelfläche wird dagegen am 
Kernumfange 

,2x 
a, = cT, -^ 

und innerhalb des Kernstückes setzen wir 

r 

a,. = ßi-c, 

i^orin Äj eine Funktion von r allein bedeutet, die vorläufig nur der 
Bedingung imterworfen ist, daß sie für r = 6 in den als bekannt an- 
zusehenden Wert 2 Ofjh übergehei^ muß. 

Die Spannungen Oa«, zu denen wir»uns jetzt wenden, müssen an der 

h 
das Kernstück nach oben hin begrenzenden Fläche, also für x = — ö"» 

wenn wir an der in der Plattentheorie eingeführten Richtung der posi- 
tiven X-Achse nach unten hin auch hier festhalten, mit der dort ge- 
gebenen Belastung übereinstimmen. Um einen Ansatz für a« bilden 
zu können, müssen wir daher zuerst eine Annahme darüber machen, 
wie sich die Last P im einzelnen über die obere Fläche verteilen soll. 
Es ist hierbei nicht nötig, an der in Abb. 101 beispielsweise angedeu- 
teten Verteilungsart festzuhalten, sondern wir dürfen sie so wählen, 
wie es für die Rechnung am bequemsten erscheint. Demgemäß setzen 
wir den im Abstände r auf die Flächeneinheit kommenden Druck 



= Po[ 



^) ........ (44) 

worin po ^^^ Druck in der Mitte bedeutet und n irgendeine Zahl, die 
gleich oder größer als Eins sein kann. Je größer man n nachher wählt, 
desto mehr wird der Hauptteil der ganzen Last in der Nähe des Mittel- 
punktes der Oberseite übertragen. 

Zwischen der ganzen Last P und po besteht der Zusammenhang 

b 
P = 2n{ prdr 

Bei der Ausrechnung ist zu beachten, daß allgemein beim Inte- 
grieren 

herauskommt, so daß man beim Einsetzen der Grenzen und durch 

Auflösen nach p^ 

(n + i)(n + 2) P 

P^ = 2~ ^« (^) 



/ 
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erhält. Entsprechend Gl. (44) setzen wir nun allgemein für irgend- 

<'. = — Po(— j— j --^1 (46) 

worin Xi eine sonst beliebige Funktion von x allein bedeutet, die au- 
nächst nur den beiden Grenzbedingungen zu genügen braucht 



x = + 



= und (Xj) ^ =1 



X = — 



2 2 

Den Wert (46) setzen wir in die erste der Gleichgewichtsbedin- 
gungen (4) ein und erhalten 

-VT - P"'^ \r~ TT 



und hieraus durch Integration unter Beachtung einer vorher schon 
angeschriebenen Integralformel 

■* (b-r Y*' ( , b \dX, 



TT = 



Po 



+ x^, 



n + 2 \ b J \ ^ n + 1/ dx 

wenn man unter X^ eine zweite zunächst beliebige Funktion von z 
allein versteht. Nun muß aber in der Mitte des Kernstückes, also 
für r == jedenfalls r zu Null werden. Hierdurch wird Xj auf Xi zurück- 
geführt, nämlich 

X =p fr« dX^ ^ P dX^ 

• (/i-|-l)(/i + 2) ' dx 2n dx 

Zwar wird hiermit zunächst nur rr für r = zum Verschwinden 
gebracht; aber man überzeugt sich leicht, daß auch r selbst in der 

Mitte zu Null wird, indem man in bekannter Weise den Wert -^r für 

r = ermittelt. Drückt man auch im anderen Gliede von rx mit Hilfe 
von Gl. (45) p^in P aus, so folgt 

6 — -^"+* 



rx 



=^^{'-M" (<«+"f+')}- ■ <"> 



Am Umfange des Kernstückes, also für r = b, wird daraus 

P dX^ 



bx^ = 



In d X 



Die Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben in der X- Rich- 
tung zwischen P und den Schubspannungen r^ erfordert, daß 






27ib^x^dx+ P = 



<r* = a; 
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iTinrd, und diese Gleichung ist in der Tat auch durch unseren Ansatz 
erfüllt, wenn man auf die für Xi vorher festgestellten Grenzbedin- 
gungen achtet. Dagegen müssen wir uns vorbehalten, durch passende 
Wahl der in Xi vorkommenden Konstanten die weitere Grenzbedingung 

T^ = für X = ± "o^ späterhin ebenfalls noch zu erfüllen. 

Setzen wir hierauf rt in die zweite der Gleichgewichtsbedingungen 
(4) ein, so ergibt uch 

Hierbei ist a, schon vorher in Gl. (43) festgesetzt worden und da- 
mit wird 

Durch die Ansätze (43) bis (48) ist allen rein statischen Anforde- 
rungen entsprochen, wie man auch die Funktionen Ä^ und Xi vor- 
behaltlich der für sie vorgeschriebenen Grenzbedingungen wählen 
möge. Wir haben daher Gelegenheit genug, eine Anzahl Freiwerte in 
unseren Ansatz eintreten zu lassen. Das darf aber nicht blindlings 
geschehen, sondern wir müssen die Wahl von vornherein so zu treffen 
suchen, daß wir uns dem, was aus anderen Gründen zu erwarten ist, 
so eng als möglich anschließen. Zu erwarten ist, daß Ot ebenso wie o,. 
proportional mit z ausfallen wird, und es wäre daher verfehlt, wenn 
wir ohne Rücksicht auf diese, zwar nicht aus statischen Gründen zwin- 
gend geforderte, aber doch sehr wahrscheinliche Annahme für Xi einen 
beliebigen einfachen Ansatz mit einer Anzahl von Freiwerten ein- 
führen wollten. Vielmehr setzen wir aus dem angegebenen Grunde 
zunächst d!^ X 

und erhalten daraus durch Integration unter Beachtung der vorher im 
Anschlüsse an Gl. (46) für Xi aufgestellten Grenzbedingungen 

c Q? 



. _ 1 /l , cA«\ , 



6 

Die Konstante c, die darin noch vorkommt, bildet ebenfalls keinen 
Freiwert, über den wir beliebig verfügen könnten, sondern wir müssen 
sie so wählen, daß der noch ausstehenden Grenzbedingung entsprochen 

wird, wonach t für a: = ± -y verschwinden muß. Das liefert die Be- 
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12 
und aus ihr folgt c = -jj^. Damit erhalten wir endgültig für X^ 

Es bleibt uns also nur noch die Wahl der Funktion Äj übrig, bei 
der wir, von der Grenzbedingung f ür r = fc abgesehen, an keine anderen 
Forderungen mehr gebunden sind, als daß sie die Formänderungsarbeit 
zu einem Minimum machen soll. Das entspricht auch ganz dem Sinne 
der Aufgabe, mit der wir uns hier beschäftigen und bei der es sich darum 
handelt, die augenscheinlich irrtümliche Schlußfolgerung der üblichen 
Plattentheorie nachzuprüfen und aufzuklären, wonach o,. für den Fall 
der Einzellast an der Stelle r = unendlich groß ausfiele. In § 30 
ließ sich nur zeigen, daß dieser Schluß irrig sein müsse, aber es konnte 
nicht entschieden werden, was dafür an die Stelle zu treten hat. Hier 
dagegen vermag uns der Satz von der kleinsten Formänderungsarbeit 
Aufschluß darüber zu geben, was aus Ri und hiermit aus o^ für r = 
tatsächlich wird. 

Freilich müssen wir uns an dieser Stelle, um die Rech^narbeit in 
erträglichen Grenzen zu halten, mit einem ganz einfachen Ansätze für 
R^ begnügen. Wir wollen dafür den allereinfachsten wählen, nämlich 

Äi = Ao + &ir ,,.,,,. , (50) 
Da jRi der Grenzbedingung für r = 6, nämlich 

ko + krb = ^ (51) 

genügen muß, haben wir nur einen einzigen Freiwert k^ in unserem 
Ansätze, da ki durch Hq mitbedingt ist. Aber auch in diesem ein- 
fachsten Ansätze würde es sich schon hinreichend deutlich aussprechen 
können und daher auch aussprechen müssen, wenn ein starkes An- 
wachsen von Ri nach der Mitte hin zu erwarten wäre. Schreibt mau 
nämlich Gl. (50) in der Form 

_ 2a'r r b-r 
^^^~F"'"6~^« b~' 

80 erkennt man, daß R^ in der Mitte beliebig vielmal größer werden 
könnte als am Umfange des Kernstückes, je nach der Größe des Frei- 
wertes A^o- Daher vermag uns der Satz von der kleinsten Formände- 
rungsarbeit auch bei diesem bescheidensten Aufwand von Hilfsmitteln 
immerhin noch sehr deutlich Auskunft darüber zu geben, was man 
von der Behauptung der üblichen Plattentheorie über ein sehr starkes 
Anwachsen von A^ nach der Mitte hin zu halten hat. 
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Wir stellen die Ausdrücke für die Spannungskomponenten, so wie 
sie sich bis jetzt ergeben haben, nochmals zusammen:' 



<yr = (*0 + Äl '•) ^ 

_ (n + i){n + 2) P ( b-r V (±_3^, 



nb'^ \ b \2 2A ' A» 



A» / 



1(52) 



Hieraus läßt sich der Ausdruck für die Formänderungsarbeit bilden, 
nämlich 



A = 2n\ , dx\rAdr, 



MTobei es genügen mag, für die bezogene Formänderungsarbeit A den 
für m = oo gültigen vereinfachten Ausdruck (26) 

einzusetzen. Es ist nicht nötig, die Integrationen nach x und r voll- 
ständig auszuführen, da wir A nur zu dem Zwecke brauchen, um daraus 
<lurch Differentiation nach k^ die zur Berechnung von A^ dienende 
Gleichxmg zu gewinnen. Man sieht aber, daß ä© in den Ausdrücken für 
€[gg und T überhaupt nicht vorkommt und daß daher die sich darauf 
beziehenden Glieder in A zu der aufzustellenden Gleichung nichts bei- 
tragen können. Im übrigen wird mit Rücksicht auf Gl. (51) 



da* b — 2 r 

-r-T^ = ; X. 



b — r 

— i^ — X 



Die Gleichung des Satzes von der kleinsten Formänderungsarbeit 
l&ßt sich daher schreiben 



Cn b-r , b-2r \^ . ^ 
I \r\ar — T — ^+ö« T xjard x = 



(53) 



und nun erst wird es nötig, die Integration wirklich auszuführen. Nach 
einfacher Ausrechnung findet man unter Berücksichtigung von G. (51) 
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Die Ausrechnung des anderen Gliedes macht etwas mehr Mühe; 
sie verursacht aber keine grundsätzlichen Schwierigkeiten. Dabei hal^ 
man die Formeln zu benützen: 



r.(-)v=-(^r. 



/ br» 2ft«r 2^ \ 

'U + 3'^(ra+2)(n+3)"*"(n+l)(n + 2)(n-l-3)/ 



H'^h-i^ri^ 



br* , 36*r» , 



+4 ' (n+3)(n+4) 

6^r ^6** \ 

"•" (»+2)(/i+3)(»+4) "•" (n + l)(n + 2)(« + 3)(«+4) /* 

Wenn man die Grenzen und b einsetzt, erhält man daraus 






f'(^)"-=T. 



+ l)(n+2)(n+3) 



66* 



+ l)(« + 2)(» + 3)(/» + 4) 
und hiermit wird schließlich nach Einsetzen von o« aus den Gl. (52) 

^yi{r-^'jxdrdx = -^{k^ + 2^]nb) + -^b''K (54> 

gefunden. Dabei ist K zur Abkürzung für den folgenden Axisdruck 
geschrieben: 



6 ' (n4-2)(n+3)(/i + 4){n + 5) 

2(n— 1) . 1 



(»+2)(«+3)(»+4) („ + 2)(n + 3) 



(55> 



Drückt man noch mit Hilfe von Gl. (51) Ai^ in A:, aus, so lautet 
die Gleichung des Satzes von der kleinsten Formänderungsarbeit' 

und ihre Auflösung nach A^q liefert 

Bis dahin ist der Exponent n^ den wir durch Gl. (44) eingeführt 
hatten, unbestimmt geblieben. Um den Übergang von der durch 
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Gl. (44) beschriebenen Lastverteilung auf den Fall der Einzellast aus- 
zuführen, haben wir nachträglich in unseren Formeln n = oo zu setzen. 
Dadiurch vereinfacht sich K nach Gl. (55) erheblich, indem alle Glieder 
gegenüber dem ersten zu streichen sind, so daß 

K- * 
^ 6 

bleibt. Hiermit geht /tq über in 



Nach Gl. (51) folgt dann weiterhin 



*^ = -2^'Ä ••••••• (58) 

und für die Funktion R^ erhält man nach Gl. (50) 

''.=4+2l4-^ <^»> 

Endlich ergibt sich damit nach Gl. (43) 

^womit unsere Aufgabe im wesentlichen bereits gelöst ist. 

Auch die anderen Spannungskomponenten können hierauf nach 
den Gl. (52) leicht weiter ausgerechnet werden. Daß sie für den Grenz- 
fall n = oo selbst unendlich groß ausfallen, kann nicht überraschen. 
Hierbei ist aber wohl zu beachten, daß dies hauptsächlich von Og, gilt. 
Indem die anderen Komponenten o^ und r an allen Stellen gegenüber 

A 
dem Größtwerte von Oa. für r = 0, x = — y verschwinden. 

h 
Für die Stelle r = 0, x = + y findet man die Spannungen 

ar = at = (/r + -^^ ; ^x = 0; r = 0. 

Mit rr = — ^ wechseln o^ und a^ das Vorzeichen, während o, = — oo 

wrd. Dagegen bleibt x für alle auf der Achse des Kernstückes ge- 
legenen Punkte gleich Null, wie schon früher gezeigt wurde. Als größte 
durch eine Einzellast in der gebogenen Platte hervorgerufene Biegungs- 

h 
Spannung haben wir den Wert von a,. an der Stelle r = 0, ^ = "t *^" 

zusehen, also nach den Gl. (41) 



-0 



="-• + 1^ = M-L h + »' '« -:+»'•-*' ^] + 4 



^max 
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Da wir jedoch zur Vereinfachung der Rechnungen in diesem Para- 
graphen bereits m = oo angenommen hatten, müssen wir dies folge- 
richtig auch in der Schlußformel tun, und hiermit geht die Gleichung 

Das letzte Glied in der Klammer rührt von der Span- 
nungserhöhung her, die innerhalb des Kernstückes vom 
Umfange aus bis nach der Mitte hin stattfindet. Es ist 
nicht unbedeutend und bei der Annahme, die man über den 
Wert von b zu machen haben wird, auch mit dem ersten 
Gliede der Größenordnung nach durchaus vergleichbar. 
Aber jedenfalls ist es bei einer d'ünnen Platte, um die es 
sich bei dieser Betrachtung allein handeln kann, kleiner 
als das erste Glied, so daß von einem besonders starken 
Anwachsen der Spannungen nach der Mitte hin, wie es nach 
den Formeln der üblichen Plattentheorie zu erwarten wäre, 
keineswegs die Rede sein kann. 

Damit ist das Ziel, das wir uns hier gesteckt haben, innerhalb der 
Grenzen, die sich aus den zur Vereinfachung der Rechnung gemachten 
Annahmen ergeben, als erreicht anzusehen. 

Eine andere Frage ist es, welchen Wert man für b anzunehmen 
hat, wenn man Gl. (61) zur Berechnung der Biegungsspannungen in 
der Platte anwenden will. Diese Frage läßt sich auf Grund der hier 
durchgeführten Untersuchung allein nicht entscheiden. Sie ist aber 
jedenfalls dahin zu beantworten, daß b so groß zu wählen ist, daß 
man von r = t ab weiter nach außen hin die Voraussetzungen der 
Plattentheorie als. hinreichend erfüllt ansehen darf. Ohne eine Schät- 
zung geht es dabei freilich nicht ab. Wie sie ungefähr vorgenommen 
werden kann, ist in § 30 schon besprochen worden. 



§ 82. Die strengen Lösungen. 

Wir kommen jetzt wieder auf die in § 78 aufgestellten Differential- 
gleichungen (9) bis (14) für die Verschiebungskomponenten f und q 
zurück und fragen uns, wie wir zu strengen Lösungen dieser Gleichungen 
und damit der ganzen Aufgabe gelangen können. Auf eine allgemein 
verwendbare Lösung müssen wir freilich verzichten und uns damit 
begnügen, wenn es wenigstens gelingt, in einzelnen bemerkenswerten 
Fällen zu brauchbaren Lösungen zu gelangen. Um solche aufzusuchen, 
gehen wir zunächst von der für | aufgestellten Differentialgleichung (12), 

aus. Hier liegt nun die Frage nahe, ob und unter welchen 
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Umständen es möglich ist, daß die senkrecht zur X-Achse 

gelegten Querschnitte des Körpers bei der Formänderung 

eben bleiben. Das geschieht, wenn f unabhängig von r, also eine 

Funktion von x allein ist. In der Tat wird die Gleichung befriedigt, 

wenn wir >. ^ 

-—==0; i = a^ + a^x + a2X^ + a^j? . . . (62) 
or 

setzen, worin die a Festwerte bedeuten, die später noch den Grenz- 
bedingungen gemäß zu bestimmen sind. Die elastischen Grundglei- 
chungen (9) und (10) gehen hiermit über in 

2a^ + &a^x+ ^^ "^ -^Dq = Q .... (63) 

dr 2(m — i) h x^ 

Aus ihnen folgt, daß q nur eine Funktion zweiten Grades von x 
sein kann. Schreiben wir dafür 

Q = R^+R^x + R^x' (65) 

so handelt es sich darum, Äq, ä^, Äj ^^ Funktionen von r so zu ermit- 
teln, daß die Gl. (63) und (64) befriedigt werden. Gl. (63) geht damit 
über in 

2«,4-6a3a:+2|^^— ^(D/?i + 2xD/?2) = 0, 

und damit diese identisch erfüllt wird,- müssen R^ und R^ den Diffe- 
rentialgleichungen 

-. ^ 4(m'— 1) j^ ^ 6(m— 1) .^^^ 

genügen. Ferner geht Gl. (64), wenn man q einsetzt und dabei die 
soeben gemachten Feststellungen beachtet, über in 

-^Di?o + ^^Ä2 = (67) 

dr " m — 1 ^ 

Die Differentialgleichung (66) für itg lautet ausführlicher ange- 
schrieben j n n a t Jk\ 

dR^ _,B2 __ 6(m — 1) 
ar • r m 

wofür man die Lösung 

^ 6(m — 1) (C.r\ ^^^. 

sofort angeben kann. Dabei bedeutet C die willkürliche Integrations- 
konstante. Aber bei unserer Aufgabe muß q für jedes x auf der X- 
Achse zu Null werden und hiermit muß auch R^ f ür r = verschwin- 
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den, 80 daß C = zu setzen ist. Hiermit geht Gl. (67), wenn man sie 
ausführlicher anschreibt, über in / 

/?o 3(m — 2) 



d«jRo , 1 dRp 

dr 






m 



a^r. 



Die vollständige Lösung dieser Gleichung ist 



_ 3(m — 2) B 

^®~ 8m ^^-rAr^ ^ , 

worin unter A und B die beiden Integrationskonstanten zu verstehen 
sind, von denen jedoch B sofort gleich Null zu setzen ist, damit g 
für r = verschwindet. Die Lösung der Differentialgleichung für R^ 
läßt sich aus der für R^ sofort übernehmen und im ganzen ergibt sich 
hiermit 

£(m-2) 2{m-l) 3(m-l ) , ,^^, 



8m 



m 



m 



Hiermit und mit dem Werte für { in Gl. (62) ist die gesuchte 
Lösung vollständig bestimmt, bis auf die Integrationskonstanten Oq 
bis 03 und A. Es fragt sich jetzt, für welche Grenzbedingungen die 
Lösung paßt. 

Für e ergibt sich aus Gl. (6) nach Einsetzen von f und q 



e = ai + 2 ^ + 



m — 2 
m 



/3^_2aax-3a»^«) 



und für die Spannungskomponenten erhält man daher nach den 
Gl. (8) 

2G(m— 1) 



a^^2G\^^^ + 



T = 



m 



r (a, + 3 0, x) 



(70) 



Die Belastung, die man am Umfange des Körpers anbringen muß, 
um diesen Spannungszustand im Körper herzustellen, folgt hierauf 
aus den Gl. (2) 

-^^4^ + ^^— cos 2 a + T sin 2 a 



a = 



i' = I cos 2 a ^-^ — - sm 2 a 



(71) 
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also jedenfalls nur für einen ganz eng spezialisierten Be- 
lastungsfall, während im allgemeinen die Querschnitte 
keineswegs eben bleiben. 

Setzt man insbesondere Oj = Og = und Oj = — mAj so fallen 
alle Spannungskomponenten bis auf o^. fort, und man erhält einen ein- 
achsigen und gleichmäßigen Spannungszustand, wie er in einem Zylin- 
der auftritt, der eine gleichförmig über die beiden Grundflächen ver- 
teilte Normalbelastung aufzunehmen Jiiat, während der Zylindermantel 
frei bleibt von Lasten. Wird dagegen a^ = 03 = und a^ = A ge- 
setzt, so kommt man auf den gleichmäßigen Spannungszustand mit 
drei gleich großen Hauptspannungen, wie er in einem Körper auftritt, 
der durch einen Ftüssigkeitsdruck belastet wird. 

Wir wollen uns jetzt weiter die Frage vorlegen, welche Bedin- 
gungen erfüllt sein müssen, wenn der ganze Mantel eines Umdrehungs- 
körpers frei bleiben soll von Lasten, während die beiden Grundflächen 
beliebig, jedoch ringsum symmetrisch belastet sein dürfen. In diesem 
Falle muß überall längs der Umrißlinie o' und t' verschwinden, und 
aus den Gl. (71) folgt dann, daß am ganzen Mantel 

T = 0*,. tg a ; a^ = a^ tg^ a und daher auch a,. a, = t* . ( 72) 

sein muß. Hierbei kann für tg a, wie aus Abb. 96, S. 163 zu entneh- 
men ist, 

dx 

tg a = r— 

^ dr 

gesetzt werden, wenn auf der ersten Seite dieser Gleichung unter x 
und r die Koordinaten der Umrißlinie verstanden werden. Mit den 
Gl. (70) sind diese Bedingungen offenbar im allgemeinen nicht ver- 
träglich, abgesehen von dem besonderen Falle, von dem vorher schon 
die Rede waf. Unsere Untersuchung lehrt uns daher, daß 
von Ausnahmefällen abgesehen die Querschnitte eines sym- 
metrisch belasteten Umdrehungskörpers nicht eben bleiben 
können. 

Dieses Ergebnis ist hauptsächlich deshalb von Wichtigkeit, weil 
man in der Technik ganz allgemein und von vornherein sehr geneigt 
ist, bei allen Festigkeitsberechnungen von ungewöhnlicher Art, für die 
man kein unmittelbar passendes Vorbild hat, die vereinfachende An- 
nahme zugrunde zu legen, daß die Querschnitte des Körpers bei der 
Formänderung eben bleiben müßten. Diese Voraussetzung trügt oft 
und sie trügt, wie wir jetzt bewiesen haben, in der Regel auch bei den 
Umdrehungskörpern. 

Im Anschlüsse an das Vorige führen wir noch zwei Aufgaben an, 
für die wir jetzt keine Lösung angeben können, die wir aber der Be- 
achtung von Lesern empfehlen, die sich mit selbständigen Arbeiten 

Föppl. Drang u. Zwang, Bd. II. 13 
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Abb. 102. 



auf diesem Gebiete beschäftigen möchten. Abb. 102 zeigt einen Um- 
drehungskörper von fajiartiger Gestalt, dessen Mantelfläche frei sein 
soll von Lasten, während die beiden Grundflächen irgendwie, jedoch 
ringsum symmetrisch belastet sein sollen. Aus dem Gleichgewichte 
eines am Rande der Grundfläche gelegenen Raumelementes ergibt sich, 

daß die Belastung am Rande nicht ganz ^11- 
kürlich gewählt werden darf, sondern daß sie 
jedenfalls in die Richtung der Tangente an 
die Umrißlinie fallen muß. Als UmriBlinie 
kann man entweder eineti Parabelbogen oder 
eine Sinuslinie oder sonst eine geeignete Kurve 
annehmen. Die Umrißlinie fällt mit einer 
Spannungslinie zusammen, und die übrigen 
Spannungslinien der gleichen Schar, von 
denen einige in die Abbildung eingetragen 
sind, verlaufen jedenfalls ähnlich wie die 
äußerste. Wenn es nicht glücken sollte, eine strenge Lösung der Auf- 
gabe zu finden, die freilich in erster Linie erwünscht ist, wird sich 
zum mindesten auf Grund dieser Überlegungen eine brauchbare Nähe- 
rungslösung aufstellen lassen, in ähnlicher Art wie in den vorhergehen- 
den Paragraphen. Auf diesem Gebiete ist noch soviel zu tun, daß es 
schon einen wichtigen Fortschritt bedeutet, wenn man zu einigen Auf- 
gaben von dieser Art eine Lösung findet, die zur Aufklärung auch in 
verwandten Fällen beizutragen vermag. 

Noch wichtiger, aber freilich auch erheblich schwieriger ist die 
andere Aufgabe, die durch Abb. 103 erläutert wird. Der Umdrehungs- 
körper hat hier die Gestalt einer Kopfschraube. 
Nach oben hin kann man sich den Schaft be- 
liebig verlängert denken und in einem Quer- 
schnitte, der ihn in größerem Abstände vom 
Kopfe nach oben hin begrenzen inag, sei eine 
gleichförmig über die Querschnittsfläche ver- 
teilte Last p angenommen. Am Umfange 
des unteren ZyUnders, der an die Stelle des 
Schraubenkopfes tritt, greife eine ringsum sym- 
metrisch verteilte Zugbelastung jP = jra^p an, 
die man sich etwa durch Schubspannungen auf 
den Zylindermantel übertragen denken kann. 
Auf die besondere Art des Kraftangriffes an dieser Stelle kommt es 
indessen nicht wesentlich an, so daß sie im Bedarfsfalle auch etwas 
anders angenommen werden dürfte. 

Der Übergang vom unteren Zylinder mit dem Halbmesser b in den 
oberen vom Halbmesser a sei durch eine Hohlkehle vom Halbmesser cT 
vermittelt. Die Hauptfrage richtet sich nach dem Spannungszustande 
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in der Nachbarschaft der Hohlkehle, der jedenfalls sehr wesentlich von 
der Größe von c5 abhängen wird. Die Beantwortung dieser Frage ist 
so wichtig, daß man auch eine näherungsweise Lösung als eine sehr 
Schätzungswerte Bereicherung der Festigkeitslehre begrüßen müßte, 
obschon natürlich eine strenge oder wenigstens eine »halbstrenge« vor- 
zuziehen wäre. 

§ 83. Strenge Lösung für den umschnürten Zylinder. 

Die strenge Lösung verlangt Integrale der beiden Differentialglei- 
chungen (9) und (10) für die Verschiebungskomponenten f und q. 
Durch Wegschaffen einer von beiden Unbekannten ergeben sich die 

Gl. (11) und (14) für q und f. Wir wollen nun zeigen, daß für -z— die- 
selbe Differentialgleichung wie für q besteht, so daß wir uns in der 
Folge nur mit dieser einen zu beschäftigen brauchen. Dieser Nachweis 
könnte erbracht werden durch Differentiation von Gl. (14) nach r, 
aber wir wollen von den GL (9) und (10) ausgehen. Durch Differentia- 
tion der ersten nach r und der zweiten nach x erhalten wir 



- D^^ + l.J!t,::^D' + ^]il = o 



2(TO — 1) hx^\2{m — i) ^ bsß) hr 

m — 2 aM ae I m 6« dl 
"^;2(TO — 1) ba;«/ öa;"^2(TO — 1) bx» br ~ 



( 



(73) 



und indem wir die erste von der zweiten subtrahieren, ergibt sich unter 

Weglassen des gemeinsamen Faktors -^ r- 

2 (m — 1) 

Als beiläufiges Ergebnis erhalten wir demnach die einfache Diffe- 
rentialgleichung 

;-+Ä)(ii-if)=« ™ 

für den Ausdruck ^ -~"^i der die Verdrehimg an jeder Stelle dar- 
stellt. Wir schreiben die Gl. (73) in folgender Form: 

m 



2(m — 1) \bx 
m 



-(lf-4f)+(-+Ä)4f=» 



!^ ^/le__ü\_/ß, , J!_\ bß _ 

2(m — l)bx*\bx br) \ ^bx'lT^~^- 

13* 
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Durch Anwendung der Operation /)* + -^— g- auf beide Gleichungen 
mit Berücksichtigung von Gl. (74) ergibt sich 



( 



0x^1 er 



(75) 



Die zweite von diesen beiden Gleichungen geht aus Gl. (11) durch 
Differentiation nach x sofort hervor. Die strenge Lösung unseres Pro- 
blems ist demnach auf die Lösung der Differentialgleichung 

.^' + Ä^*2/=0 (76) 

^zurückgeführt. 

Es liegt nahe, eine Lösung von Gl. (76) zu suchen, bei der y als 

Produkt einer Funktion von r und einer zweiten von x allein auftritt. 

Wir setzen also ,, d i^\ v /^\ /nn\ 

y=H2(r)' Xz(x) (77) 

Bevor wir diese schwierigere Aufgabe lösen, suchen wir Lösungen 
der einfacheren Differentialgleichung 

.^'+-^)^=^ ™ 

die wir mit y^ = R, (r) X^ {x) (79) 

bezeichnen wollen. Damit geht Gl. (78) über in 



/)* Ri d X 



a 



Da die linke Seite der Gleichung nur von r und die rechte nur 
von X abhängt, so können beide Seiten der Gleichung nur einen kon- 
stanten Wert annehmen. Je nachdem diese Konstante positiv oder 
negativ ist, erhalten wir verschiedene Lösungen. Wir wollen die Kon- 
stante negativ wählen und mit — k^ bezeichnen. Durch Wahl eines 
imaginären Wertes k läßt sich auch der Fall der positiven Konstanten 
gleichzeitig erledigen. Die letzte Gleichung zerfällt in die beiden ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen : 



(PX^_ 



dx^ - + *'^i 



(80) 



von denen die letztere die beiden Lösungen c** imd c'** besitzt, die 
man auch in cosh (kx -f- a) zusammenfassen kann, wenn a- eine be- 
liebige Konstante und cosh den hyperboUschen Kosinus bedeutet. 
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Die erste Gl. (80) .(/). + jfc2) /^^ _ (81) 

lautet ausführlich geschrieben 



<^«. . 1 "«. .(*._^)fl. = o. 



+~^^+ 



dr^ ^ r dr 

Sie stellt die Besselsche Differentialgleichung 1. Ordnung dar mit 
den beiden Integralen Ji(kr) und Ky^(kr), von denen das erstere im 
Nullpunkt verschwindet und f ür r = c» eine singulare Stelle hat, wäh- 
rend das zweite für r == unendlich wird, dagegen sich mit wachsen- 
dem r dem Wert Null nähert. 

Gehen wir nun zur Differentialgleichung (76) über. Statt eine 
Lösung dieser homogenen Differentialgleichung 4. Ordnung zu suchen, 
kann man auch die inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung 

{'^"+^)y-y- <82) 

lösen, deren Integral auch der Gl. (76) genügt. Mit dem Ansatz (77) 
und (79) für y und y^ schreibt sich Gl. (82) 

D^R, dx^ __ R, X^ 

Links vom Gleichheitszeichen steht die Summe aus einer Funktion 
von r allein imd einer Funktion von x allein, während rechts vom 
Gleichheitszeichen das Produkt zweier solcher Funktionen steht. Diese 
Identität ist nur möglich, wenn das Produkt rechter Hand entweder 
nur von r oder nur von x abhängt. Man unterscheidet demnach zwei 
Fälle. Wir wollen zunächst den ersten Fall untersuchen. Danach muß 

Xj = aXi 

Bein, wobei a irgendeine Konstante bedeutet. Damit lautet Gl. (83) 

oder wegen Gl. (80) 

(D« + Ä«) Ä, = 4- ^1 

und bei nochmaliger Anwendung der Operation D'+ k*: 

(/)• + ft»)« Ä, = (84) 

■ 

Die Lösimgen dieser Differentialgleichung 4. Ordnung setzen sich 
aus zwei Paaren von Lösungen zusammen. Das erste Paar von Lösungen 
stimmt gleichzeitig überein mit den Lösungen von Gl. (81), besteht 
also aus /^ {kr) und Ki (kr). Es ist selbstverständlich, daß diese beiden 
Funktionen auch voneinander unabhängige Lösungen der Differential- 
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gleichung (84) sein müssen. Dazu kommen aber entsprechend dem 
4. Grad der Differentialgleichung zwei weitere Integrale; nämUch 

r • /q (kr) und r • Kq (kr). 

Der Nachweis, daß diese beiden Funktionen, die bis auf den Faktor 
r die Besselschen Funktionen nullter Ordnung darstellen, der Differen- 
tialgleichung (84) genügen, kann leicht durch Einsetzen in die Diffe- 
rentialgleichimg erbracht werden. Es ist nämUch 

' (D^ + k^)(rJo(kr)) = 2^^^^^, 

wie man sich durch Ausrechnen überzeugt. 

Da aber nach einer in der Theorie der Besselschen Differential- 
gleichung bekannten Beziehung 



d Jq (k r) 
dr 



= — kJi{kr) 



gut, so folgt (D^+kr(rJ,{kr))=^0. 

Das Gleiche gilt auch für r Kq (kr). 

Damit sind die vier voneinander unabhängigen Integrale der Diffe- 
rentialgleichimg (84) gefunden, aus denen sich durch Multiplikation 
mit cosh (kx +a) vier unabhängige Lösungen der Gl. (76) zusammen- 
setzen lassen. Bevor wir diese Lösungen anschreiben, wollen wir noch 
den zweiten oben besprochenen Fall behandeln, daß die rechte Seite 
von GL (83) nur von x abhängt. 

Dann muß 

sein, wobei b eine Konstante bedeutet. Mit Berücksichtigung von 
GL (81) geht damit GL (83) über in 



oder 



{-&-'')^' = T^^ 



^-ft«)*X. = ....... (85) 

Lösungen dieser Differentialgleichung 4. Ordnung in x sind außer 
cosh (kx +a) noch x • cosh (kx + a), wie man sich durch Einsetzen 
in Gl. (85) soifort überzeugen kann. Durch MultipUkation mit Ji(kr) 
bzw. Kl ( kr) ergeben sich wieder Lösungen der Differentialgleichung (76). 
Als Lösungen der GL (76) haben wir demnach folgende Verbin- 
dungen gefunden: 

y = A cosh (kx + a) J^ (kr) + B cosh (kx+ß) K^ (k r) 
'\'Ccosh(kx + y)rJo(kr) + DGOBh(kx + d)rKo(kr) } (86) 
-{- E x cosh (kx-\'fj)Ji(kr)'\-Fx cosh (Ä x + v) Ki (k r) 
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fd» — ^ 



Dabei sind A, B , . . , F und a, ^ . . . . v Konstante. Mit Gl. (86) 
ist uns ein allgemeiner Ansatz zur Lösung für-r— , x- — und wegen Gl. (11) 

auch für q selbst gegeben, der sich durch Summierung über beliebig 
viele, ähnlich gebaute Glieder mit behebigen Konstanten erweitern 
läßt, so daß die Lösung einer bestimmten Aufgabe auf die Bestimmung 
dieser Konstanten mit Hilfe der gegebenen Randbedingungen hinaus- 
läuft. Für einen Vollzylinder kommen die X-Funktionen im Ansatz (86) 
in Wegfall, da sie für r = unendlich große Werte annehmen, so daß 
in diesem Fall nur die mit den Konstanten A^ C, E in Gl. (86) multi- 
plizierten Glieder stehen bleiben. 

Der Fall eines endhch langen Zyhnders, der an seiner Mantel- 
fläche Normalkräfte sowie Schubkräfte parallel den Erzeugenden auf- 
zunehmen hat, ist von Filon (Philosophical Transactions of the Royal 
Society of London, Serie A, Band 198, 1902) behandelt worden. Er 
schreibt für die ebenen Begrenzungsflächen' des Zylinders vor, daß sie 
bei der Deformation eben bleiben sollen und erhält aus dieser Bedingung 
ein Verteilimgsgesetz für die Normal- und Schubspannungen über die 
Endquerschnitte. R. Girtler behandelt 
diese Aufgabe in den Sitzungsberichten 
der Wiener Akademie 1907 unter der 
Voraussetzung, daß die Beanspruchtmg 
auf dem Mantel wegfällt und auf den 
ebenen Begrenzungsflächen ein gleich- 
mäßig verteilter Normaldruck herrscht, 
wodurch allerdings die Endquerschnitte 
gekrümmt werden. 

Wir wollen hier einen unendhch langen 
Zylinder vom Radius a betrachten, der 
nach Art des in § 79 untersuchten »um- 
schnürten« Zylinders eine äußere nor- 
male Belastung aufzunehmen hat, die der 
Hauptsache nach in der Umgebung der 
Stelle X = wirkt. Mit Rücksicht auf die Vereinfachung der Rech- 
nimgen wählen wir den normalen Druck nach Art der in Abb. 104 
eingetragenen Kurve. An jeder Stelle des Umfanges soll ein Druck 
herrschen, dessen Größe proportional der Ordinate der eingetragenen 
Kurve sein soll, so daß der Druck hauptsächUch in der Umgebung des 
Querschnittes x = wirkt. 

Bei dieser Art der äußeren Belastung müssen selbstverständUch 
die Spannungs- und Verschiebimgsgrößen im Unendlichen zu Null 
abnehmen. Infolgedessen ist Gl. (86) auch unter Weglassen der K- 
Funktionen nicht zu gebrauchen, da der hyperboUsche JK.osinus mit 
wachsendem x unendlich wird. Für unseren Belastungsfall kommt 




— -t - ■ 




Abb. 104. 
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vielmehr die oben schon erwähnte Möglichkeit in Betracht, daß Xr 
einen imaginären Wert annimmt. Wir setzen zu dem Zweck 

in die Lösung (86), ein und erhalten unter Weglassen der für den Voll- 
zylinder nicht in Betracht kommenden Glieder: 

y = Acoslk~+a] J^ (i k ^-1 + Ä cos f Ä - + /?) r J^ (i * ^) + 

+ CxcosU^+yjjAik~\ (87) 

wobei statt k' wieder k geschrieben worden ist und außerdem — an 

Stelle von k gesetzt ist, um k dimensionslos zu machen. Dabei be- 
deutet a den Radius des Zylinders. An Stelle der hjrperbolischen Ko- 
sinus in Gl. (86) ist in Gl. (87) der gewöhnliche Kosinus getreten. Man 
kann sich nachträglich durch Einsetzen in Gl. (76) von der Richtigkeit 
der durch Gl. (87) gegebenen Lösung überzeugen. 

Da die Argumente der Besselschen Funktionen Jq und J^ jetzt 
imaginär sind, so ändert sich der Verlauf dieser Funktionen ganz wesent- 
lich gegenüber dem bei reellem Argument, wie am einfachsten aus den 
Reihendarstellungen der Besselschen Funktionen für reelles und rein 
imaginäres Argument zu ersehen ist: 

•'0 v«; — i 11«"'" 21* 31*" ' ~4l* — 

Jr/r^-1-uW .W . (2) , (2) 



II» ■ 21* ' 31* ' 4! 



•'iw 2\ 1-2 "^1. 2-2. 3 1.2-3. 2-3. 



4+ 



+ (l) +...| 

^1.2. 3-4. 2. 3-4. 5 ^ f 



/ /• \_ •*/< I \2/ , U/ , \2/ 

.'i(ta!)-i2-|l + -172+1:2:2^+ 1.2-3. 2. 3. 



4 + 



+ ..oSo -^ + +-j 



1.2.3.4.2.3.4.5 
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Der Unterschied zwischen den Besselschen Funktionen mit reellem 
oder rein imaginärem Argument kommt in den Vorzeichen der I^eihen- 
glieder zum Ausdruck. Man sieht daraus, daß der Schwingungscharakter 
der Besselschen Funktionen mit reellem Argument verloren geht, sobald 
das Argument imaginär wird. Bemerkenswert ist es, daß /q für imagi- 
näres Argument reell bleibt, während /, für imaginäres Argument 
selbst imaginär wird. 

Gl. (87) gilt, wie wir früher festgestellt haben, sowohl für y = r-^ 

A Jt 3/ 

als auch für y = ^r — . Wir wollen Gl. (87) für beide Ausdrücke noch- 
mals anschreiben und die Konstanten durch Iiüdizes unterscheiden. Da 

jedoch die Differenz beider Werte t-^ — ?r~^^'' ^^^ genügen muß, so 

dürfen sich die Konstanten J3, C, ß und y in beiden Ausdrücken nicht 
voneinander unterscheiden, so daß wir erhalten: 



(88) 



^ = A^c.o^\k^'\'aXjAik^ 

+ Ca:cos|Ä:~ + y)-yiUA:~) 
|i=^.cos(A|+a,).A(»Ä^) + fico8(A£+^).ry„(rÄ^) + 

+ Cxc.o%\k^->ry\jAik ^1 

« 

Da die Lasten durch eine in x gerade Funktion dargestellt werden 
sollen, wie aus Abb. 104 zu entnehmen ist, so muß auch q gerade in x 
sein, während f durch eine in x ungerade Funktion zur Darertellung 
kommen muß. Dem wird Rechnung getragen durch 

<^i = <h = ß = -2'> y = o, 

so daß aus den Gl. (88) hervorgeht: 

^-^= — AisinÄ— /iliÄ;— I — jBsin & — t/a I* A—1 + 
ox * a \ aj a ^\ aj 



4- C X cos k — 'Jtli k-- 

►-— = — i4a sin Ä — • /* ( i & — I — -ß sin Ä — • r Ja { i Ä — ) + 
br ^ a *\ aJ a ^\ aJ 

4- C rc cos Jfe — • /i U Ä — 1 



(89) 
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Durch Integration ergibt sich hieraus: 



o X l r \ CL 

o = a? (r) + i4i -7- CDS /r-'/ti/c— |4--ß^ 

k a ^ \ aj k 



— cos k — r / 
a 



\ 



.1'*^+ 



+ C -- ( X sin Ä (- 1- cos k-AlAik—] 

k\ a k ö/ \ «/ 

'ik'-] 



fl X 

+ iC-z-x cos'Ä — • J^o 



(90). 



Bei der Integration von -z— nach r ist von der für die Besselschen 

Funktionen wichtigen Beziehung 

c<dJ^(x) 



d X 



^-i(^)~^+i(^) 



(91) 



Gebrauch gemacht, die gemeinsam mit der weiteren Beziehung 

(x) .... (91b) 



/.-.w=^+^^, 



als Ausgangspunkt für die ganze Theorie der Besselschen Funktionen 
dienen kann. 

Die Funktionen (p(r) und v(a:) in den Gl. (90) sind zunächst noch 
willkürlich. Durch Einsetzen der Werte für q und f in die Gl. (9) 
und (10) ergeben sich aber Bedingungsgleichungen für diese Funktionen: 

D^(p{r)=0 und ^-^w{^) = 
mit den Lösungen 

Qi= q){r) = ar-{ ; |j = y; (a;) = c a: + d . . (92) 

wobei a, 6, c und d die Integrationskohstanten sind. Diese Lösungen 
unserer Aufgabe gehören zu den einfachsten Belastimgsfällen, bei denen 
der Zylinder längs des Mantels einen Flüssigkeitsdruck von überall 
konstanter Stärke aufzunehmen hat oder auch im Fall eines Zylinders 
von endlicher Ausdehnung einen über die Endflächen des Zylinders 
gleichmäßig verteilten Zug oder Druck auszuhalten hat. Ein Kenn- 
zeichen dieser einfachen Lösungen ist auch die kubische Ausdehnung e, 
die an jeder Stelle den konstanten Wert 2a +c annimmt, wie man sich 
durch Einsetzen in Gl. (6) sofort überzeugt. 

Fürs weitere wollen wir von diesen einfachen Lösungen, die dem 
von uns zu untersuchenden Spannungszustand überlagert sein können, 
ganz absehen, so daß wir <p (r) und yf (x) von nun ab gleich Null setzen. 
Zwischen den Konstanten il^, ^12» ^ ^^^ C in den Lösungen für g und f 
nach Gl. (90) besteht noch eine Beziehung, die durch Einsetzen von 
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9 und f in Gl. (9) und (10) erhalten wird. Aus beiden Gleichungen 
ergibt sich dieselbe Beziehung: 

—-I^L—I^i(A^ — A^) — 2B — 2iC = 0, . . (93) 
2{m — 1) a " 

Wir gehen dazu über, die Randbedingungen zu erfüllen. Zunächst 
muß die Schubspannung r für r ^ a verschwinden, so daß die Be- 
<iingung ^ q 

oder wegen der letzten der Gl. (8) 



älAHlr^ 



l . . . (94) 



2u erfüllen ist. Aus den Gl. (89) ergibt sich 

(Ay-\- A^) sink — •Ji(ik)-\-B sink — aJ^(ik) — 2Ca:cosÄ — •/i(iÄ) = 0. 

Da diese Gleichung unabhängig von x gelten soll, so zerfällt sie 
in die beiden Bedingungsgleichungen für die Koeffizienten: 

C = 

Mittels der GL (93) und (94) lassen sich alle übrigen Koeffizienten 
durch einen einzigen, etwa durch Ai ausdrücken; so ergibt die Elimi- 
nation von B: 

Es bleibt noch übrig, die zweite Grenzbedingung zu erfüllen, wo- 
nach {Of)^^^ eine bestimmte vorgegebene Funktion von x annehmen 
muß. Wir drücken zu dem Zweck o, nach Gl. (18) mit Hilfe der Ver- 
schiebungskomponenten S und g aus. Zunächst ist der Ausdruck für 
die räumliche Dehnung e gegeben durch 

m — 2 

2 (m — 1) 
und für Or folgt , , 



« = i öTZ^ — ^ (^« — ^i) cos kjJokik) -^1 



J.iik) + ik..^^-^J.(ik)l'^^"'-^^ \ "/ 



/i (i Ä) + i ft 27^^— -jy 7o (» *) 



4(m — 1) a \ aj 



• • . . • ^«/O^ 
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In diesem Ausdruck sind die übrigen Konstanten sämtlich durch 

die eine Ai ausgedrückt gemäß den Beziehungen (93) und (94). Über 

i4i, das noch willkürlich ist, verfügen wir so, daß sein reziproker Wert 

1 
bis auf einen von k unabhängigen Faktor, den wir— bezeichnen wollen, 

OL 

den Wert des in der eckigen Klammer stehenden Ausdruckes mit r = a 
annimmt. Es ist demnach: 

A, = a j- ±^^^ (96) 

und Gl. (95) für a«. geht damit über in 

(r, = 2GacosÄ~.d>(£Ä-i (97) 

a \ aj 

wobei die Abkürzung gebraucht ist: 

*('*7)=i[^-''(''^)-'-''('*^)]-[-'>''*'+5(^'*-'«"*'] 

die f ür r = a den Wert 1 annimmt, so daß 

(ff,),.. = 2Gaco8Ä— (99) 

wird. Wäre die Grenzbedingung (o,.),..^ von der Art, daß sie durch 
Wahl eines bestimmten Wertes k aus Gl. (99) hervorgehen würde, so 
wäre damit die Aufgabe im wesentlichen gelöst. Die Abhängigkeit 

der Spannungen von r würde für a^ durch den Faktor (P I i k— I in Gl. (97) 

und für die übrigen Spannungskomponenten in entsprechend einfacher 
Weise geregelt. 

Um der durch Abb. 104 ihrem wesentlichen Verlauf nach gegebenen 
Grenzbedingung für Or zu genügen, die alles andere als eine periodische 
Funktion in x darstellt, müssen wir die Lösungen nach Gl. (97) bzw. 
Gl. (99), die wir als Elementarlösungen bezeichnen wollen, für ver- 
schiedene Werte von k superponieren. Hätte der Zylinder eine end- 
liche Länge, die groß ist im Vergleiche zum Radius a des Zylinders, 
so würde man die gegebene Last {Or)r^a ani Mantel des Zylinders in 
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eine Fourierreihe entwickeln und die Lösung durch eine unendliche 
Summe erhalten. Allerdings würden an den beiden ebenen Begren- 
zungen des Zylinders Spannungen auftreten, die den Grenzbedingungen 
im allgemeinen nicht entsprechen.* Jedoch sind diese Spannungen nach 
dem St. Venantschen Prinzip unbedeutend, wenn man nur den Zylin- 
der genügend schlank wählt und die Angriffspimkte der äußeren Kräfte 
genügend weit von den Endquerschnitten entfernt liegen. Unter diesen 
Voraussetzungen muß aber eine große Zahl von Gliedern der Fourier- 
reihe benützt werden, um den konzentrierten Lasten einigermaßen Rech- 
nung zu tragen. Dann aber ist gegen diesen Weg nichts einzuwenden. 
Man könnte auf diese Weise das in § 79 behandelte Beispiel des um- 
schnürten Zylinders von endlicher Länge streng, d. h. mit beliebiger 
Genauigkeit lösen, wenn man die Rechenarbeit nicht scheut, die die 
große Zahl von Gliedern in der Fourierreihe erfordert. Da die ab- 
gebrochene Fourierreihe, die man schließlich der weiteren Rechnung 
zugrunde legt, der Grenzbedingung (a^),..« nur in den wesentlichsten 
Punkten genügt, indem sie die Größe der Lasten zwar gut widergibt, 
dagegen auf den übrigen Stellen des Mantels, wo keine Lasten wirken, 
einen zwar geringen, aber doch im allgemeinen von Null verschiedenen 
äußeren Normaldruck verlangt, der in Wirklichkeit nicht vorhanden 
ist, so kann man umgekehrt versuchen, von vornherein gar nicht die 
exakte Grenzbedingung zu verlangen, sondern bloß eine solche, die 
mit der wirklichen nur in den wesentlichen Punkten übereinstimmt, 
also etwa in der Weise wie in Abb. 104 angedeutet, wo an der Stelle 
X = und deren nächster Umgebung der Druck der Hauptsache nach 
konzentriert ist. Beobachtet man, daß man aus der Elementarlösung 
Gl. (97), in der k noch willkürlich wählbar ist, durch Multiplikation mit 
einer beliebigen Funktion / (k) wieder eine Lösung erhält und daß 
auch .durch eine Integration nach k zwischen festen Grenzen aber- 
mals eine Lösung erhalten wird, so können wir aus der Elementarlösung 
eine ^eue Lösung folgendermaßen aufbauen: 




a \ a / 



ar = 2Ga Xe^^-cosk — 0\ik—]dk . . . (IOC) 



Darin bedeutet e eine sehr kleine positive Konstante, mit der wir 
später zur Grenze Null übergehen. Über die Größe der unteren Grenze b 
des Integrals werden wir uns sogleich Rechenschaft geben. 

Durch Gl. (100) wird die strenge Lösung für o^ in Form eines be- 
stimmten Integrals zur Darstellung gebracht. Um zu imtersuchen, ob 
damit auch die Bedingung auf dem Mantel des Zylinders erfüllt wird, 

setzen wir r = a ein, so daß <P iik — 1 den Wert 1 annimmt. Wählen 
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wir zunächst als untere Grenze des Integrals ft = 0, so ergibt sich 



00 



e ^cosÄ — dk. 
a 





Dieses bestimmte Integral läßt sich auswerten, so daß man erhält 

{ar)r^, = 2Ga ^ (101) 

Da wir e als sehr kleine Größe vorausgesetzt haben, so entspricht 
der durch Gl. (101) festgelegte Verlauf der Spannung o^ auf dem Zylinder- 
mantel r ^ a dem verlangten, wie er durch Abb. 1()4 vorgeschrieben 
ist. Zur Bestimmung der Konstanten a integrieren wir Gl. (101) nach 
X zwischen den Grenzen — oo und +oo. Da — {Or)r^a ^^^ ^^' dem 
Zylindermantel gegebenen äußeren Lasten darstellt, so erhält man 

-{-00 

— 2 G a • ( j- d X, 

— 00 

wobei P den gesamten auf den Mantelstreifen von der Breite 1 ent- 
fallenden Druck bedeutet. Das letzte bestimmte Integral hat den 
Wert an^ ist also unabhängig von der Größe der Konstanten. Es ist 
demnach 

P = —20 a ' an 
oder 

«=-—2^ (*Ö2) 

Dieser Wert ist unabhängig von der Wahl der Konstanten ß. Für 
einen sehr kleinen Wert von e, der sich der Grenze Null nähert, zeigt 
Gl. (101) einen sehr steilen Anstieg der äußeren Lasten in der Um- 
gebung der Stelle o? = 0, da für x = selbst die Belastung propor- 

1 
tional — ist. Der Grenzwert e = entspricht einem unendlich großen 

Druck auf dem Mantelkreis a; = 0, während sonst keine weiteren äußeren 
Lasten an dem Zylinder angreifen. 

Hätten wir an Stelle der unteren Grenze einen positiven Wert b 
z. B. b = l genommen, so hätte sich der Wert des Integrals im Aus- 
druck für (Of)r^f^ um das Integral 

b 



j- 



e" ^ cos k — d k 
a 
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unterschieden, dessen Wert aber wegen des kleinen Wertes e genau 
genug durch 

X 



sin b 



a 



X 

a 



wiedergegeben wird. Es würde demnach die Spannungs Verteilung auf 
dem Zylindermantel nicht gut dem vorgeschriebenen entsprechen. Noch 
deutlicher kommt dies zum Ausdruck, wenn man durch Integration 
nach X zwischen den Grenzen — oo und + ^ ebenso wie früher P 
bestimmt. Da unabhängig von der Größe der positiven Konstanten b 



+ CD 



smo — 

d X = aTt 

X 

a 



— 00 





ist, also ebenso groß wie der Wert des im obigen Ausdruck für P 
stehenden bestimmten Integrals, von dem dieses Integral abzuziehen 
wäre, so würde sich für P der Wert Null ergeben. Es geht daraus 
zur Genüge hervor, daß auf jeden Fall 6 = gewählt werden muß. 

Die strenge Lösung für o,. lautet also mit e = 

Or = I cos Ä — 0\ik ^]dk .... (103) 

und es handelt sich jetzt nur noch darum, dieses bestimmte Integral 
geeignet auszuwerten. Die Schwierigkeit bei der Auswertung dieses 

Integrals Uegt vor allen Dingen in dem Ausdruck für ii k — j, wie er 

durch Gl. (98) bestimmt ist. Eine näherungsweise Auswertung des 

Integrals wird dadurch möglich, daß man die in ii k — 1 auftretenden 

Besselschen Funktionen durch einfachere Funktionen ersetzt, die den 
Verlauf der Besselschen Funktionen gut annähern. Für kleine Werte 
des Argumentes bilden die im Anschluß an Gl. (87) gegebenen Reihen- 
entwicklungen der Besselschen Funktit)nen gute Näherungen. Dabei 
sind aber, um einen gewissen Genauigkeitsgrad zu erzielen, um so 
mehr Glieder der Reihe nötig, je größer das Argument ist. Da in unserem 
Integral ft zwischen und oo veränderlich ist und dementsprechend auch 
das Argument der Besselschen Funktionen, so sind für die großen Werte 
des Argumentes die Besselschen Funktionen in anderer Weise anzu- 
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nähern, und das geschieht durch die sog. asymptotischen Darstellungen 
der Besselschen Funktionen für großes Argument: 

Für die bei uns auftretenden Besselschen Funktionen nullter und 
erster Ordnung lauten sie 

/o(tft^)=/-.^;y.cos(iÄ-^— f) 

A(iÄ^)=|/-^^.cos(,:Ä-f-^) 



oder nach einfachen Umformungen 



a 



Jo 1 1 k - - 



l/23tÄ^ 



\{ik^-)=i 



kl. 

a 



y27tk— 



Durch Einsetzen in Ö> ( t A — i ergibt sich der asymptotische Wert 
dieser Funktion für große Werte k. Bezeichnen wir diese Darstellung 
von 0\ik — 1 mit 02Uk — j und entsprechend mit O^ilk — | die aus 
der Reihenentwicklung der Besselschen Funktionen hervorgehende Dar- 
stellung von iik — 1 für kleine Werte von A;, so läßt sich das im Aus- 
druck für Or auftretende Integral folgendermaßen in die Summe zweier 
Teilintegrale zerlegen: 

b 00 

P 

an 

b 

Die Grenze b der beiden Integrale muß so gewählt werden, daß 
einerseits bis zu dieser Grenze die Reihenentwicklung (Pj (i Ar — j, ander- 
seits von derselben Grenze ab die asymptotische Darstellung 02\ik — | 

/. r\ ^ ^' 

eine gute Näherung für 0{ik — I bildet. Da die asymptotische Dar- 



r = I cosÄ 0ilik — ]dk I cosÄ 0%\ik~] dk. 

an J a ^\ aj (m J « \ a/ 
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Stellung die Besselschen Funktionen bis nahe an den Wert Null des 
Arguments hin gut darstellt, so kommt man für Werte von r, die sich 
nicht viel von a unterscheiden, mit einer verhältnismäßig kleinen 
Zahl b als Grenze und infolgedessen mit einer geringen Anzahl von 

Gliedern in der Reihenentwicklung <Z>i u' A; — 1 aus. Unter Beibehalten 

nur der ersten Glieder in der Reihenentwicklung ergibt sich 



2(. + l)+(2. + l)(*)' + (.*^)' 



2(/n + l)|^l+^|^jJ 
oder unter weiterer Vernachlässigung 



*.|i*-^) = l— 8j-„^(l-5| 



Der Wert der asymptotischen Darstellung ist 



Sowohl 01 [ik — ) wie 0, (i k — | nehmen f ür r = a den Wert 1 an, 

wie es der geforderten Grenzbedingung entspricht. Infolgedessen kann 
man für Werte von r, die nahe an a liegen, mit genügender Genauigkeit 



00 



r,. = \cosk^'02\^k--)dk . . . . (104) 



a "V a 





setzen. Für r = a ist diese Darstellung für o^ überhaupt vollkommen 
richtig. Je mehr sich r von a unterscheidet, um so größer wird die 
Ungenauigkeit dieser DarsteUung. Sie ist für r = und die Umgebung 
dieser Stelle nicht mehr zu brauchen. Dies geht auch aus dem zweiten 
der beiden Teilintegrale, in die wir vorhin das ganze Integral zerlegt 

haben, hervor, da die Besselschen Funktionen mit dem Argument ik - 

bei sehr kleinem Wert von r durch ihre asymptotische Darstellung nur 
für entsprechend große Werte von k ersetzt' werden können, so daß die 
Grenze b der beiden Teilintegrale für r = sogar oo werden müßte. 
Wir werden später sehen, wie man die Spannungsverteilimg in der 
Umgebung der Zylinderachsen angeben kann. Für Stellen de^ Zyhn- 
ders nahe am Mantel können wir dagegen von Gl. (104) ausgehen. 

Setzen wir den Wert von 0, U k — 1 unter dem Integral ein, so treten 

FOppl, Drang und Zwang, Bd. II. 14 



210 



Siebenter Abschnitt. Die Umdrehungskörper. 



folgende bestimmte Integrale auf, die sich alle in geschlossener Form 
darstellen lassen: 




-Ä 



cosÄ— dÄ; = - 
a i a 



a — r\ 



a 



+ 



X 



2 



a 



.2 



ke 



-k 



a — r 



COS k — dk = 
a 



a 



a 



2 



k^e 



-ft 



a — r 



X 



COSÄ — dÄ; = 



a 






(105) 



ör^= 



Damit geht Gl. (104) über in 

a — r 

+.- 



f -.l a_\ a 



m 



a 



+ 



X 



a ' 2(m—l) 



la -rV _ ^ 
a—r \ a j a* 



a 



m 



(a — rY' r 



a 



— 3 



X 



2 



a 



2 



m 



1 



a 



8 



[(-)"+5j 



(106) 



Für r = a nimmt dieser Ausdruck den Wert an, wie es der Grenz- 
bedingung entspricht; nur an dem Mantelkreis a; = wird der Wert 


für Or unbestimmt, indem er nach Gl. (106) durch -?r- zur Darstellung 

gebracht wird. Hätten wir jedoch wie früher zunächst eine Konstante 
6 in den Integralen (105) mitgeführt, so daß dort überall an Stelle von 

e a die Funktion e \ a * 7 stehen würde, und wären dann zur 
Grenze 6 = übergegangen, so hätte sich ebenso wie früher ergeben, 
daß auf dem Mantelkreis x = ein unendlich großer Druck herrscht. 
Da übrigens von den drei Summanden, die in der geschweiften Klam- 
mer von Gl. (106) stehen, die beiden letzteren unabhängig von dem 

- besitzen, also für r = a verschwinden, so 



Wert € den Faktor 



a 



a 



kommt für die Grenzbedingung am Zylindermantel nur der erste Sum- 
mand in Betracht. Ein Vergleich mit Gl. (101) zeigt, daß für dieses 
Glied, das in Gl. (106) maßgebend ist, dieselben Betrachtungen gelten. 



{ 83. Strenge Lösung für den- umschnürten Zylinder. 211 

wie wir sie im Anschluß an Gl. (101) und (102) angestellt haben, wenn 

CL — r 

wir nur e an Stelle von setzen. Insbesondere schließen wir daraus, 

a 

daß sich beim Eindringen ins Innere des Zylinders, das einem größeren 

CL — r 
Wert von bzw. von e entspricht, die Verteilung der Normal- 
spannungen Of parallel der Erzeugenden des Zylinders mehr und mehr 
abflacht, so daß an Stelle der unendlich großen Spannung a,. auf dem 
Mantelkreis a; = beim Eindringen in den Zylinder eine endliche Span- 
nung tritt, die zwar beiderseits a: = stark abfällt, sich aber asympto- 
tisch bis ins Unendliche erstreckt. 

d — r 
Je größer — - — wird, um so größer wird der Einfluß der beiden 

letzten Summanden in der Klammer von Gl. (106), um so ungenauer 
wird aber überhaupt Gl. (106), wie wir vorhin sahen. 

Integrieren wir Gl. (106) nach x zwischen den Grenzen — oo und 
4- oo und führen die Bezeichnung 

Pr=\afdx 

— 00 

ein, so stellt Pf die Resultierende der Normalspannungen o^ auf dem 
zum gegebenen Zylinder konzentrischen vom Radius r dar, bezogen 
auf einen Streifen dieses Zylinders von der Breite 1. Statt dessen ist 
es zweckmäßiger, nicht auf die Einheit der Breite des Streifens, son- 
dern auf die Einheit des zugehörigen Zentriwinkels diese Resultierende 
zu beziehen. Bezeichnen wir diese mit p^, so gilt 



und femer für r = a 



^ = Pr 



a 



Führen wir die Integration auf der rechten Seite von Gl. (106) 
aus, so rührt von jedem der drei Summanden ein bestimmtes Integral, 
von denen das erste, wie schon im Anschluß an Gl. (101) gezeigt wurde, 

unabhängig von dem Wert 



a 

+ 00 

a — r 




a 



m+i 



d x = a7i 



ergibt. 



— 00 



IV 
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Die beiden anderen Integrale ergeben 

+ 00 




— 00 
+ 00 






wie man sich an Hand einer Tafel bestimmter Integrale leicht über- 
zeugen kann. Bei dieser Gelegenheit sei auf das umfassende Tafel- 
werk von Bierens de Haan hingewiesen, in dem alle in diesem, wie 
im folgenden Paragraphen vorkommenden bestimmten Integrale leicht 
zu finden sind. 

Aus Gl. (106) folgt demnach durch Integration 



V = -/>/-f (107) 



Auf konzentrisch gelegenen Streifen parallel der Zylinderachse 
wächst also die Resultierende der auf dem ganzen Streifen übertragenen 

Normalspannungen a,. mit abnehmendem r wie y — • Anderseits habea 

wir oben gesehen, daB mit abnehmendem r eine Verflachutig der auf 
dem Zylindermantel gegebenen Spannungsverteilung eintritt. Bei der 
hier vorausgesetzten Beanspruchung des Zylindermantels, wo aus- 
schließlich der Mantelkreis x = belastet ist, findet für alle übrigen 
Querschnitte x beim Eindringen ins Innere von der Oberfläche aus 
zunächst eine Zunahme der Spannung a«., die auf dem Mantel Null 
beträgt, statt bis zu einem Höchstwert, um von da ab beim weiteren 
Eindringen wieder abzunehmen. Es sei hier nur darauf hingewiesen,* 
daß der geometrische Ort der Stellen, in denen der Höchstwert der 
Normalspannung a^ für den betreffenden Querschnitt erreicht wird, 
eine durch die Zylinderachse gelegte Ebene in einer Kurve schneidet, 
die im Mantelkreis x = eine Spitze hat und ton da aus beiderseits 
des Querschnittes a: = mit einer Tangente imier 45® ins Innere des 
Zylinders verläuft. 

Nachdem wir uns über den Verlauf der Normalspannung a^ ein 
Bild gemacht haben, wird es leicht fallen, auch die übrigen Spannungs- 
komponenten in ihrer Abhängigkeit von x und r zu untersuchen. Wir^ 
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wollen mit der Schubspannungskomponente r beginnen. Führen wir 
in die Beziehung 



=«(4f+lf) 



für -r^- und -r-^ die Ausdrücke nach Gl. (89) ein und ersetzen die darin 

auftretenden Konstanten durch die früher bestimmten Werte, so er- 
gibt sich folgende Elementarlösung für r: 



m ^ . . X k 
GasmÄ— — 



Ji{ik)jJik — I — aJQ(ik)Jilik — 1 



2(m— 1) a a ^ /l , m ,\ . m 



•^•'"■*>(x+2(^*)+2(£:i)*''''<'*> 



Durch Integration nach k zwischen den Grenzen und oo ergibt 
sich daraus der Hauptwert. Die Grenzbedingung 



r =0 

r = a 



wird schon durch die Elementarlösung befriedigt und damit auch in 
der Hauptlösung. Ersetzen wir die Besselschen Funktionen wieder 
durch ihre asymptotischen Darstellungen imd führen an Stelle von a 
nach Gl. (102) P ein, so ergibt sich als Hauptlösung für die Schub- 
Bpannungskomponente r 



00 a-^r 



m P{a — r) f x '^~ir 

^ = — o/«, i\ "Ti j= l A'sin Ä — -e dk. 

^(m — i; 27iayarJ a 

Dieses bestimmte Integral läßt sich in geschlossener Form inte- 
grieren, so daß sich ergibt: 

J a — r \^ x^ 

^_ m P{a — r) x \ a ) a« ^^' 






Wegen des Faktors x sind im Querschnitt x = die Schubspan-. 
nungen Null und femer stellt Gl. (108) eine in x ungerade Funktion 
dar, wie es auch aus Symmetriegründen der Fall sein muß. 

Die Spannungskomponenten a^ und a« kann man jetzt auf zwei 
verschiedene Arten bestimmen. Einmal dadurch, daß man ebenso wie 
bei der Berechnung von t verfährt, indem man von den Gl. (8) ausgeht, 
die die Spannungskomponenten durch die Verschiebungskomponenten 
ausdrückt. Anderseits kann man aber auch von den Gl. (1) dieses Ab- 
schnittes ausgehen imd mittels der bekannten Werte für a^ und r 
daraus o^ und o« berechnen. Das Ergebnis ist das gleiche. Man erhält 
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m 



m — 



X* 


'{ a 1 




a* 


Ua-r\' 


. ^r 



(r,= 



a 



nrlfa 



W) 



2 



+ 



+ 



X^ 



m(a— r)-t-2r 
2(m — 1) 



2 



a 



2 



, / a — r \* X 

\ a I ä 



(109) 



Für den Zylindermantel r =^ a folgt daraus : 



(<yaj)r = a = 



(at)r = a = 



m 



m — 1 
1 



71 a x* I 



m — 1 na 



a' 



(HO) 



Die Verschiebungskomponenten q und I können auch mittels 

Gl. (8) bestimmt werden. Dazu braucht man den Ausdruck für die 

kubische Ausdehnung e, der mit der Summe der drei Normalspan- 
nungen an jeder SteUe durch die Beziehung 

1 m — 2 , , , . 

verknüpft ist. Setzt man die Werte für die Normalspannungen aus 
den Gl. (106) und (109) ein, so erhält man 



e = 



2G 



l a — r y x^ 
P m — 2 rä \ a ) a^ 
na m + ilf r Ua^-^rV x^ 



2 



(HO) 



Die Formänderung des Zylinders läßt sich damit auch einfach er- 
ledigen, worauf wir aber nicht näher eingehen wollen. 

Zum Schluß sei nochmals darauf hingewiesen, daß der so be- 
stimmte Spannungs- und formänderungszustand eine gute Näherung 
biläet für Werte von r, die sich nicht zuviel von a unterscheiden. Wir 
sahen, daß f ür r = und die Umgebung der Zylinderachse diese Dar- 
stellung nicht zu brauchen ist. Will man den Spannungszustand in 
der Umgebung der Zylinderachse untersuchen, so kann man von der 
allgemeingültigen Gl. (103) für Or ausgehen und darin r = setzen. 

Oiik — 1 geht damit über ii 



m 



<Pr = = — 



i Ji (i Ä) -f -y i * Jq (i k) 



\^(ik)Amk 



+ 



2(m — 



^) 



+ mkJo* {i k) 
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oder unter Benützung der asymptotischen Darstellungen der Besselschen 
Funktionen: n , i. 

4(m — 1) ' 

Der weitere Gang der Rechnung entspricht ganz dem oben durch- 
geführten; nur mit dem Unterschied, daß die bestimmten Integrale 
andere sind. 

§ 84. Strenge Lösung für den Zylinder mit Sdiubbeanspruchung 

längs des Mantels. 

Ein Vollzylinder, der nach der einen Seite hin ins Unendliche reicht, 
soll an dem im Endlichen gelegenen Ende auf dem Mantel eine Schub- 
belastung aufnehmen, die in Richtung der Erzeugenden des Zylinders 
wirkt und sich der Hauptsache nach auf die nächste Umgebung des 
Endquerschnittes x = konzentriert, etwa in der Weise wie durch 
Abb. 105 angedeutet. Dabei sollen die Ordi- 
naten der in der Abbildung durch Schraffie- ; ^ 
rang hervorgehobenen Fläche die Größe der ;g 
zum betreffenden Querschnitt x gehörigen j S^ 

Belastung des Zylindermantels angeben. Da j^^*^ 

der Endquerschnitt rc = vollkommen span- c» _ i^ . . » . _ ^x 

nungsfrei sein soll, so muß auch die Schub- 
belastung des Zylindermantels für a; = ver- 
schwinden, wie dies auch aus Abb. 105 her- 
vorgeht. Dagegen soll in unmittelbarer Nach- ^ ^^^ 
barschaft des Querschnittes a; = schon eine U 
beträchtliche Schubbelastung auf dem Mantel 

herrschen, was einem steilen Anstieg der Belastungsintensität entspricht. 
Das Gleichgewicht der Kräfte am Zylinder soll durch irgendwelche am 
unendlich fernen Zylinderende angreifende Kräfte hergestellt werden, auf 
deren Verteilung es nicht weiter ankommt. Der Spannungszustand im 
Zylinder soll für die vom Endquerschnitt x = nicht zu weit entfernten 
Stellen unter Voraussetzung der angegebenen Belastung untersucht 
werden. Da im Endquerschnitt o; = keine Lasten angreifen sollen, 

so gilt dort («r,)..o = Ound(r).., = (Hl) 

Diese Grenzbedingungen wollen wir in der Elementarlösung, zu 
deren Aufstellung wir zunächst schreiten, zum Ausdruck bringen. 
Dabei gehen wir aus von den Gl. (89) und (90) des vorigen Paragraphen. 
Die zweite der Gl. (111), die wir auch 



( 



'^fUl =0 



schreiben können, ist von selbst erfüllt, wie durch Addition der beiden 
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Gl. (89) hervorgeht. Die erste der Gl. (111) schreiben wir folgender« 
maßen: , . 

b X . m — 2/jB»o 

Durch Einsetzen der Wert^ für o und f nach den Gl. (90) erhält 
man daraus 



A^J^{ik^^-AAm-i)J^{ik-^^ + 



+ B 



«b^Ä +<— 2)^a(^*^)J 



+ Cm^J,[ik^) = 0. 



Da diese Gleichung für jeden Wert von r gelten soll, so muß der 
Faktor, mit dem /o(^^~") niultipliziert ist, für sich verschwinden und 

ebenso der Faktor von AliÄ— |, so daß daraus die folgenden Bedin- 
gungen für die Konstanten hervorgehen: 

B = j 

Ai — {m — 1) -42+ ma-T ==0. | • • • • ^ 

J 

Diese beiden Bedingungen treten immer dann auf, wenn im Quer- 
schnitt X = keine Normalspannungen a« imd keine Schubspannungen 
vorhanden sind, unabhängig von den auf dem Mantel des Zylinders 
gegebenen äußeren Lasten. Zusammen mit der Gl. (93), die, wie wir 
sahen, eine allgemein gültige Beziehung zwischen den Konstanten dar- 
stellt, und den Gl. (112) lassen sich alle Konstanten durch eine von 
ihnen ausdrücken. Wählen wir dafür C aus, so ist 

4 — 5 m^ — 8 m + 4 a ^ 
^ /n(m — 2) k 

m* + 4 m — 4 a 
m{m — 2) k 

Es bleibt demnach noch die eine Konstante C, die in allen Span- 
nungs- und Verschiebungsgrößen als Faktor eingeht, sowie der Wert 
von k beliebig wählbar. Diesen Spielraum brauchen wir aber auch, um 
die Grenzbedingungen auf dem Mantel des Zylinders zu erfüllen, die 
wir bisher noch gar nicht berücksichtigt haben. Hier kann die Normal- 
spannung {or)r^a u^^ ^^^ Schubspannung r beliebig vorgegeben sein. 
Wir schreiben zunächst die Elementarlösungen für a^ und r an, wie 



A2 = ; ;ti ^ C. 
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sie sich aus der bisherigen Festlegung der Konstanten ergeben. Sie 
lauten : 

— 2 A L \ öt/ m Ä J 






+ 



[iJo(ik^) ^"-JxsinAfJ' 



o/-/- r •i.^W I. ^ 3m— 2 a . , x] 

= 2 CG • t/i u Ä — X cos Ä jr- -=- sm Ä — • 

\ a/L a m — 2 ä aj 



(113) 



Auf dem Zylindermantel nehmen diese Elementarlösungen die 
Werte an 



/ \ oir./^io3/» — 2ar.^,.,. m—l Ji(ik)^ , x , 

+ [i^o(^Ä)-^]x8m*|| 



^r-o 



[J? 1 IM ^— 2 tfZ ^1 

X cos Ä ?r- ^ sin A — • 
a m — 2 k aj 



(114) 



Würde die Grenzbedingung auf dem Zylindermantel vorschreiben^ 
daß entweder die Normalspannung {or)r^a od^^ die Schubspannung r^.^ 
für alle Werte x verschwinden soll, so kann man diese Bedingung in 
der Elementarlösimg selbst nicht zum Ausdruck bringen, weil die Fak- 
toren der trigonometrischen Funktionen in einer der beiden Gl. (114) 
nicht NuU sein können. Insofern ist die in diesem Paragraphen behan- 
delte Aufgabe gegenüber der im vorigen Paragraphen behandelten um 
einen Schritt schwieriger; denn bei dem früher behandelten Beispiel 
konnte die Bedingung T,..a = schon in der Elementarlösung durch 
geeignete Wahl der Konstanten zum Ausdruck gebracht werden. Hier 
müssen wir durch Ubereinanderlagerung von verschiedenen Elementar» 
lösungen, die zu passend gewählten Werten von C und k gehören, die 
geforderten Grenzbedingungen zu verwirklichen suchen. Dabei kann C 
noch eine beliebige Funktion von k sein. Wir setzen 

a Ji(ik) ' 

worin y eine von k unabhängige Konstante bedeuten soll und s ebenso 
wie im vorigen Paragraphen eine sehr kleine konstante Gröfie ist. Inte- 
grieren wir alsdann die Gl. (113) nach k zwischen den Oenzen und 
oo, so ergeben sich die Hauptlösungen für a«. und r: 
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m — 2 L Ji(ik) 



RS 



+ k 



m Ji{ik) J a 

I ik T .-.> y ,./ larsinÄ— 



dk 



x = 2G 






- X 3m — 2 . , - I , , 

X cos Ä K- asink — ldk 

a m — 2 



f] 



(115) 



Inwieweit dieser Ansatz den geforderten Bedingungen auf dem 
Mantel des Zylinders entspricht, werden wir später sehen. Auch hier 
gilt, wie im vorigen Paragraphen, daß man eigentlich das ganze Inte- 
gral in zwei Summanden zerlegen müßte, um für das erste Teilintegral 
die Besselschen Funktionen in eine Reihe zu entwickeln und für das 
zweite Teilintegral die asymtotische Darstellung zu verwenden. Für 
Werte von r, die nahe an a liegen, kann man aber auch hier mit ge- 
nügender Genauigkeit die asymptotische Darstellung der Besselschen 
Funktionen für das ganze Integral von bis oo gebrauchen. Da asymp- 
totisch / V 



\(ik) r r 



a — r 



'^H) 



=/!' 



a — r 



Jx(ik) 
ist, so ei^bt sich aus den Gl. (115) 



m — 1 \ 
m / 



X 

cosA [-kik — 1) a^sin k 

a 



f] 



dk 



00 



t = 2G^ 



^•/tI*' 



-.(. 



a — r 



[' 



+0 I I. ^ 

^ • I & X cos Ä 

a 



3m — 2 . ,a:l-. 

jr- asink — lak. 

m — 2 aj 



(116) 
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Die hierin vorkommenden Einsseiintegrale sind zum Teil schon im 
vorigen Paragraphen aufgetreten und in Gl. (105) zusammengestellt. 
Dazu treten noch die folgenden Integrale, die auch in den Gl. (116) 
vorkommen. 



00 



J' 



, a —r \ X 



sin k — d k 
a 



[^ 



+ A + 



^1 



2 



00 



k*e 






sinÄ — dft= 2 — 
a 



(a — r 



+ f 



X' 



a 



2 



Durch Eintragen dieser Werte gehen die Gl. (116) über in 



3 



a — r 



a r rl (m — 2)m /a — r 



-v^ 



+ 2a 



3 m 



/o — r , \* x* 
-2 \-^ + ^/-^ 



+ 



[(^^ 



m — 2 r//7_r \* x»''* 






•s 



— 2 — 



a — r 
a 



+ e 



*1* « r/a — r 



3(^ + ^5 1 



° [(^+')'+sr ° [(-+^sr 



\ 



(117) 



a r r I \ a ^ / f/a — r , \* , ««l" 

\ a / a 



3m — 2 
m — 2 



[(^-r+srij 



Wir wollen nun sehen, welche Werte a,. und r nach dieser Dar- 
stellung für den Zylindermantel r =^ a annehmen. Je kleiner e ist, 
um 80 mehr drängt sich die Belastung des Zylindermantels an den 
Endquerschnitt x = heran. Für den Grenzwert £ = würde über- 



220 Siebenter Abschnitt. Die Umdrehungskörper. 

haupt nur die unmittelbare Umgebung dea Mantelkreises a: = eine 
unendlich große Beanspruchung erfahren. Wir wollen für den FaD 
lim 6 = die Integrale 

00 00 

fK)r-a dx und Jx^-.dx 

bilden. ^' ' 

Von den im Ausdruck für o,. in der geschweiften Klammer ent-, 
haltenen vier Summanden ergeben der zweite und vierte Summand bei 

dieser Integration unabhängig von dem Wert e und — - — null, wfth- 
rend der erste und dritte Summand auch unabhängig von e imd 



bei der Integration in ^ (3 ^^ _ 2) a« jr 

~^ ^[m(m—2) 2~ 

übergehen. Da aber vor der geschweiften Klammer der Faktor e steht, 
so wird mit lim £ = co 

J (crr)r-a rf ^ = (118) 



Bei der entsprechenden Integration der Schubspannung r ei^^t 
der erste Summand in der geschweiften Klammer für lim c = den 
Wert 0, während der zweite Summand in 

3 m — 2 a* 
m — 2 6 

übergeht, so daß bei Multiplikation mit dem vor der Klammer stehen- 
den Faktor co q «, 9 

K.,dx = -2Gya^^::::f (119) 

erhalten wird. Wird die gesamte auf einen Streifen des Zylindermantels 
von der Breite 1 angreifende äußere Schubbelastimg mit P bezeichnet, 
so läßt sich y nach Gl. (119) darin ausdrücken: 

m — 2 P /4 0A\ 

y = '3l^22G7i- <*2^> 

Bei dem hier vorausgesetzten Fall lim e = würde sich die ge- 
samte äußere Last P an den Mantelkreis x = herandrängen. Ist a 
nicht gleich Null, sondern nur sehr klein, so bleiben die Gl. (118) und 
(119) und damit auch y nach Gl. (120) angenähert richtig. Dement- 
sprechend ist die gegebene äußere Schubbelastung P in der nächsten 
Umgebung des Endquerschnittes x = auf dem Zylindermantel kon- 
zentriert. Dies ist aber die Grenzbedingung, die wir auf dem Zylinder- 
mantel nach Abb. 105 vorgeschrieben haben. Die Gl. (117) geben una 
demnach bei kleinen Werten e gute Näherungen für die Spannungen 
a, und T. 
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Da einem größeren Wert e eine stärkere Abflachung der auf dem 
Zylindermantel gegebenen äußeren Schubbelastung P entspricht, so 
gilt das gleiche beim Eindringen in den Zylinder, da in den Ausdrücken 

für Of und t in den geschweiften Klammem überall zu e der Ausdruck 
d — r 

hinzutritt, was einer Vergrößerung des Wertes e mit abnehmen- 
dem r gleichkommt. 

Ebenso wie die Spannungskomponenten Or und x ließen sich auch 
die übrigen Spannungskomponenten a« und a« bestimmen. Wie im 
vorigen Paragraphen könnte man zu ihren Berechnungen von den 
Gl. (1) ausgehen und darin a«. und t nach Gl. (117) einsetzen. Diese 
Berechnimgen der anderen Spannungskomponenten Og. und ot mit Hilfe 
der Gl. (1) werden um so einfacher je einfacher die Ausdrücke für a, 
und T sind. Wir wollen versuchen, statt der Gl. (117) für a^ und t noch 
einfachere Formeln zu erhalten. Da wir gesehen haben, daß bei sehr 
kleinem Wert s in der Nähe des Zylindermantels, d. h. für Werte von 
r, die sich nicht viel von a unterscheiden, Of überhaupt in erster An- 
näherung vernachlässigt werden kann, während in dem Ausdruck für r 
von den beiden Summanden nur der zweite wesentlich ins Gewicht 
fällt, so läßt sich für kleines e und kleine a — r angenähert schreiben : 

x = — j "FT Ti TtF • ^ I • • • (^21) 

aiar lla—j^ 

Daraus folgt 

2/> X 







Dieser Verlauf der Belastungsintensität stimmt bei geeigneter 

Wahl von e gut mit der durch Abb. 105 vorausgesetzten überein. Die 

Stelle der maximalen Schubbeanspruchung auf dem Mantel des ZyUn- 

<ler8 ergibt sich hieraus, indem man den Differentialquotienten nach x 

gleich Null setzt. Bezeichnen wir den betreffenden Querschnitt mit 

a 
^jM«» 80 ^s* ^nua ~ v^ ' ^- ^^ rückt also mit abnehmendem s näher 

an den Endquerschnitt x = heran. Die zugehörige Schubbeanspru- 

chung berechnet sich zu ^- 

3/3 P 

8 ae 

Sie wächst mit abnehmendem e ins Unendliche. Diese Uber- 
Jegungen können dazu dienen, um den Zahlenwert e zu bestimmen, 
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der einer gegebenen Schubbeanspruchung am ZyHndermantel - ent- 
spricht. Außerdem kann man aber auch mittels der einfachen Aus- 
drücke für Oy und t nach Gl. (121) leicht die Werte der Spannungs- 
komponenten o^ und Ot mit dem gleichen Grad der Annäherung be- 
rechnen, wenn man von den Gl. (1) ausgeht. 

Kehren wir zu den Gl. (117) zurück. Sie sind Näherungslösungen^ 
die aus den strengen Gl. (115) für a^ und r hervorgegangen sind, indem 
wir in diesen letzteren unter den Integralzeichen die Besselschen Funk- 
tionen durch ihre symptotischen Darstellungen ersetzt haben. Daß die 
Gl. (117) nur für Werte von r, die nicht zu nahe an Null liegen, brauch- 
bar sind, darauf wurde schon hingewiesen. Wir wollen nun sehen, ob 
die Gl. (117) für r = a die richtigen Lösungen wiedergeben; mit anderen 
Worten, ob die Gl. (115) und (117) für r = a übereinstimmen. Da der 



JMk-] 



Quotient f^y , ; f ür r = a den Wert 1 annimmt, unabhängig davon^ 

ob wir die asymptotischen Werte für die Besselschen Funktionen ver- 
wenden oder nicht, so trifft die Übereinstimmung der Gl. (115) und 
(117) für Xr^a sicher zu, und zwar unabhängig von der Größe von e. 
Was den Ausdruck für o^ betrifft, so tritt hier außerdem noch der Quo- 

tient —y^'jT auf, der für r = a in '/yr^^ übergeht. Die asympto* 

tische Darstellung dieser Quotienten liefert den Wert — L Dagegen 
ist für kleine. Werte der Integrationsvariablen k dieser Wert nicht zu 
brauchen. Jedoch macht der Unterschied zwischen (ar)r^a nach Gl. (115) 
und (117) um so ^weniger aus, je kleiner e ist. Er verschwindet für 
e = 0. 

Wir haben damit gezeigt, daß die Gl. (117) für kleines e gute 
Näherungslösungen sind, solange r nicht zu nahe an den Wert Null 
kommt. 

Will man die Spannungen in der Zylinderachse kennen, so geht 
man von den streng gültigen Gl. (115) aus und setzt darin r = ein. 
Wegen 

Jo (0) = 1 und 7i (0) = 
ist 

Dieses Resultat ist aus Symmetriegründen selbstverständlich. Es 
folgt auch aus der ersten der Gl. (1) für r = ohne weiteres. Aus der 
zweiten Gl. (1) folgt für r = 

s 

(<^r)r-0 = (<^«)r-0. 
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Ersetzen wir in dem Ausdruck für (öy)r-o >^Äch Gl. (115) die Bes- 
selsche Funktion J^ (i k) durch ihren asymptotischen Wert, so daß 

1 , 

i(ik) 

ist^ so ergibt sich mit dem Wert für y nach Gl. (120): 

00 

o m — J, aj 

Diese bestimmten Integrale lassen sich wieder angeben. Für x = 
fällt der zweite Summand in der Klammer unter dem Integral fort 
und es ist für den Endquerschnitt x = 

Führen wir wie im vorigen Paragraphen statt P die auf die Ein- 
heit des zugehörigen Zentriwinkels bezogene Spannung 

p= Pa 
ein, so ergibt sich 

^37t p 



(<yr)r-0 = (^«)r-0 = Tt TiÜ ^• 



XmO X«0 



Bei abnehmendem Radius a wachsen demnach die Spannungen in ' 

1 
der Zylinderachse wie-y., wenn die äußere Last der Schubspannungen 

die gleiche bleibt. Übrigens gilt diese Bemerkung nicht nur für die 
Zylinderachse, sondern folgt für alle Spannungskomponenten an allen 
Stellen des Zylinders aus Gründen der Ähnlichkeit, die zwischen beiden 
Zylindern mit verschiedenem Radius a besteht. 

Wir haben damit ein angenähertes Bild über die Art der Span- 
nungsverteilung in einem Zylinder gegeben, der einer Schubbeanspru- 
chung auf dem Mantel an dem einen Ende unterworfen ist. Will man 
die Spannungen zahlenmäßig angeben, so braucht man vor allen Dingen 
die genaue Verteilung der gegebenen Belastung auf dem Mantel, da 
von ihr die Größe e abhängt, die in allen unseren Spannungsformeln 
als Faktor auftritt. Je kleiner e ist, d. h. je mehr sich die Schubbelastung 
auf den Mantelkreis x = Q hin zusammenzieht, um so geringer ist die 
Beanspruchung in größerer Entfernung von diesem Mantelkreis, dafür 
aber selbstverständlich um so größer in seiner unmittelbaren Um- 
gebung. 
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§ 85. Der unendÜGh groSe Umdrehimgsk&per. 

Wir betrachten jetzt einen Körper von großer Ausdehnung, der 
auf einer Seite durch eine Ebene begrenzt ist, die wir uns horizontal 
gerichtet denken wollen. In einem kleinen Teile dieser Begrenzungs- 
fläche soll der Körper eine Belastung tragen, die rechtwinkelig zum 
Oberflächenstück gerichtet imd um dessen Mittelpunkt herum syIn^le' 
trisch verteilt ist. Von äußeren Kräften sollen an dem Körper sonst 
nur hoch die Auflagerkräfte angreifen, die an den sehr weit von der 
Angriffsstelle der Belastung entfernten und auch selbst sehr weit aus- 
gedehnten Stützflächen auf ihn übertragen werden. Unter den hier 
angegebenen Umständen wird man für die theoretische Untersuchung 
des durch die Belastuijg hervorgebrachten Dranges und Zwanges in 
der Regel den Körper genau genug als einen imendlich großen Um- 
drehungskörper mit ringsum symmetrischer Belastung ansehen dürfen, 
für den die in diesem Abschnitte besprochenen Beziehungen gelten. 

Hierbei wird stillschweigend vorausgesetzt, daß die Art der Stützung 
des Körpers an den sehr weit von der Lastangriffsstelle entfernten Auf- 
lagerflächen der Annahme einer axial-symmetrischen Anordnung zum 
mindesten nicht allzusehr widerspricht. Als Beispiel denke man etwa 
an einen mächtigen Steinblöck, der auf dem horizontal abgeglichenen 
Erdboden gleichmäßig aufgelagert wird und der dazu bestimmt ist, 
auf einem kleinen Teile seiner gleichfalls horizontalen Oberfläche 
eine dicht gedrängte Belastung aufzunehmen, die für alle etwas weiter 
davon entfernten Stellen als eine Einzelkraft aufgefaßt werden darf. 
Wenn diese Last in der Mitte der horizontalen Oberfläche angreift oder 
auch in der Nähe der Mitte und jedenfalls nicht zu nahe am Rande, 
kann es auf die genauere Gestalt des Körperumrisses nicht mehr viel 
ankommen, und ein Ingenieur, der sich ein Urteil darüber bilden will, 
von welcher Art ungefähr der Spannungszustand ist, der sich unter 
den angegebenen Umständen in einem solchen Auflagerquader ausbildet^ 
wird sich gern damit zufrieden geben, wenn er diese Frage unter der 
Voraussetzung beantworten kann, daß der Quader als ein unendlich 
großer Umdrehimgskörper von axial-symmetrischer Belastung anzu- 
sehen ist. 

Eine Lösung dieser Aufgabe wurde zuerst von Boussinesq ge- 
geben. Bei dieser Lösung wird zunächst darauf verzichtet. Drang und 
Zwang in der unmittelbaren Nachbarschaft der belasteten Stelle näher 
zu untersuchen. Man erhält vielmehr nur Aufschluß darüber, wie sich 
die Verhältnisse an solchen Stellen des Körpers gestalten, deren Ab- 
stand vom Angriffspunkte der Einzellast als groß angesehen werden 
kann, im Vergleiche zu den Abmessungen der Druckfläche, über die 
sich die Last tatsächlich verteilt. Zugleich erfährt man dabei, nach 
welchem Gesetze sich die Spannungen und Formänderungen immer 
mehr vermindern, je größer dieser Abstand wrd. 
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. Freilich wird die Lösung auch in einem sehr großen Abstände 
von der belasteten Stelle unbrauchbar, sobald man zu nahe an die 
tatsächlichen Begrenzungsflächen des Körpers heranrückt, da sie die 
dort bestehenden Grenzbedingungen nicht streng zu erfüllen vermag. 
Aber es darf als genügend angesehen werden, wenn die Spannungen 
an den freien Oberflächen so klein werden, daß sie nicht mehr beachtet 
zu w^erden brauchen und wenn überhaupt die Randbedingungen bis 
auf Größen genau erfüllt werden, die sich im Grenzfalle des unendlich 
großen Körpers als unendlich klein erweisen. 

Mißlicher erscheint auf den ersten Blick die andere Beschrän- 
kimg, durch die man die nächste Umgebung der Lastangriffsstelle von 
der Untersuchung ausschließt. Aber solange man sich damit begnügt, 
die Belastung als eine Einzellast anzusehen, ist dies gar nicht anders 
möglich. Dagegen steht nichts im Wege, nachdem die Aufgabe zuerst 
unter dieser Beschränkung gelöst ist, die Ergebnisse weiterhin auf den 
Fall zu übertragen, daß unendlich viele, unendlich kleine Lasten in 
einem engen Bezirke zusammenwirken. Die Formeln, zu denen man 
hierbei gelangt, gelten dann auch innerhalb der Lastangriffsfläche selbst 
und für ihre nähere Umgebung. Sie decken 
sich dort ihrem wesentlichen Inhalte nach mit 
der von Hertz in seiner Theorie der Härte 
gegebenen Lösung, die wir im nächsten Ab- 
schnitte zu besprechen haben. 

In Abb. 106 ist ein Stück eines Meri- 
dianschnittes durch den unendlich großen Um- 
drehungskörper gezeichnet. Der Ursprung 
des Koordinatensystems RX fällt mit dem 
Angriffspunkte der Einzellast P zusammen. 
Für den Punkt A mit den Koordinaten xr und dem Abstände u 

vom Ursprünge hat man, wie Boussinesq gezeigt hat, für die Kom- 
ponenten ^Q der elastischen Verschiebung 




1 = 



2(m — 1) 



.2 



4 TtG 



m II 



+ :3C 



u 



r X 



m 



2 



^ = T 



nG 



w 



m 



u^ + M a: 



. . (122) 



zu setzen. Um die Richtigkeit dieser Lösung zu beweisen, berechnen 
wir zunächst nach den Gl. (8) von § 78 die Spannungskomponenten, 
die ihr entsprechen. Für die darin vorkommenden Differentialquo- 
tienten von f und q erhält man 

Föppl. Drang und Zwang, Bd. II. 15 
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dl _ P 



2x 3a? 



hg 
br 



P_ 



X 



u 



3 



3 xr* 



m 



l^a^'-ri'+KX-^Jj, 



wobei auf den Zusammenhang zwischen u und den Koordinaten r und 
X zu achten war. Für die kubische Ausdehnung e ergibt sich daraus 
nach Gl. (6) von § 78 und nach einer Reihe von einfachen algebraischen 
Umformungen, bei denen wiederholt von der Beziehung a* = j;* + '"* 
Gebrauch zu machen ist, 

P 2(m — 2)x 



e = 



4 TtG 



m ifi 



Indem man diese Werte in die Gl. (8) einsetzt und nach einigen 
weiteren Umformungen, die zur Vereinfachung der Ausdrücke dienen, 
erhält man 



<^x = 


3P X» 

2 3t u^ 


^r = 


P Im 2 

~ 27t\ m 


• 

n — 


P m 2 



9 , 



II (u + x) ifi 1 



X 



n 



m 



M 



8 



u {u + x) 



. (123) 



Auch T ergibt sich in derselben Weise, nachdem man zuvor die 
Differeutialquotienten von f und q nach r und x gebildet hat. In 
diesem Falle vereinfacht sich der Ausdruck sehr leicht zu 



_ 3 P X« r 
"" 2 7r u^ 



(124) 



An der horizontalen Oberfläche des Körpers, also für x = 0, ver- 
schwinden sowohl Og. als T überall mit Ausnahme der Lastangriffsstelle. 
Setzt man dagegen außer x auch r und hiermit u gleich Null, so wer- 
den alle Spannungskomponenten unendlich groß, da der Exponent 
von u im Nenner größer ist als die Summe der Exponenten von x und 
r im Zähler. Damit ist zunächst bewiesen, daß der Körper, in dem der 
durch die Formeln beschriebene Spannungszustand herrscht, an der ihn 
nach oben hin begrenzenden Ebene frei von Lasten ist, mit Ausnahme 
des Koordinatenursprungs und seiner nächsten Umgebung. Außerdem 
verschwinden auch noch alle Spannungskomponenten und die Ver- 
schiebungskomponenten I und ö für w == oo, 80 daß auch diese Grenz- 
bedingung unserer Aufgabe erfüllt ist. Die Grenzbedingung für die 
nächste Umgebung der Lastangriffsstelle, die allein noch aussteht, be- 
darf dagegen noch einer näheren Besprechung. 
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Unmittelbar vermag zwar unsere Lösung über die nächste Um- 
gebung des Koordinatenursprungs nichts auszusagen. Um sie als brauch- 
bar für alle weiter davon entfernten Stellqn nachzuweisen, genügt es 
aber, wenn die in der Nachbarschaft des Koordinatenursprungs über- 
tragenen Lasten der Resultierenden P statisch gleichwertig sind, durch 
die wir sie uns ersetzt dachten. Um dies zu zeigen, berechnen wir für 
eine Ebene x = a, die in einem beliebigen Abstände a parallel zur 
Oberfläche durch den Körper gelegt ist, die Summe 

lo^dF 

der Normalspannungen, die in dieser Schnittfläche übertragen werden. 
Wir vermeiden hierdurch ein unendlich nahes Heranrücken an den 
Koordinatenursprung, in dem unsere Formeln versagen, und sind doch 
sicher, daß die in dieser Weise berechnete Summe der Normalspan- 
nungen gleich der ganzen Last sein muß, die auf den Körper in der 
Oberfläche übertragen wird. Die Integration über die ganze Schnitt- 
fläche liefert aber 

f.. = 2X, . .. = - 3 P fV = - 3 Pj ^^ = 



= _3P.^[_|,.. + r.)-S]"=_P. 



^womit der Beweis auch für die Erfüllung der letzten Grenzbedingung 
erbracht ist^ da der Wert des Integrals ganz unabhängig vom Ab- 
stände a ist, den man sich nachträglich auch noch beliebig verkleinert 
denken kann. Das Minuszeichen vor JP, das im Schlußergebnisse her- 
auskam, entspricht der Annahme, daß die Last P eine Druckkraft 
sein soll. 

Nun fehlt noch der Nachweis, daß auch die elastischen Grund- 
gleichungen (9) und (10) von § 78 durch die für f und q gebildeten 
Ansätze befriedigt werden. Es würde zu sehr umständUchen Rech- 
nungen führen, diesen Nachweis durch Einsetzen von | und q unmittel- 
bar zu erbringen. Anstatt dessen genügt es aber schon, zu zeigen, daß 
die Spannungskomponenten, die dem Ansätze für | und q entsprechen 
und die wir bereits in den Gl. (123) und (124) aufgestellt haben, den 
Gleichgewichtsbedingungen am Raumelemente, also den Gl. (1) oder (4) 
von § 78 genügen, denn aus diesen Gleichungen waren die elastischen 
Grundgleichungen hervorgegangen. Eine ganz einfache Rechnung lehrt 
aber, daß diese Bedingungen in der Tat erfüllt sind. 

Hiermit ist der vollständige Nachweis dafür erbracht, 
daß die Formeln von Boussinesq für alle Stellen des Kör- 
pers eine strenge Lösung der Aufgabe bilden, die hinrei- 
chend weit von der Lastangriffsstelle entfernt sind, um 
annehmen zu dürfen, daß es für sie gleichgültig ist, wie 
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nun die Last P um den Koordinatenursprung herum im ein- 
zelnen verteilt ist. Wir haben 
uns nur noch zu überlegen, welche 
Aussagen aus diesen Formeln für 
den Zweck der praktischen Anwen- 
dungen zu entnehmen sind. 

In beistehender Abb. 107, die 
mit Abb. 106 im wesentlichen über- 
einstimmt, ist der Winkel, den 
der vom Ursprung O aus nach 
dem Aufpunkte A gezogene Radius- 
vektor u mit der Jf-Achse bildet, 
mit <p bezeichnet. Die Gl. (123) und 

(124) für die Spannungskomponenten lassen sich hiermit schreiben 

3P „ 




Abb. 107. 



^x = 



2n u 



-y COR" (f 



Or 



at = 



T = 




1 -f- cos q) 



-g- cos* (p sm (f 



27t u^ 

Zunächst erkennt man daraus, daß beim Fortschreiten 
längs eines vom Ursprünge aus unter einem beliebigen 
Winkel 9? gezogenen Strahles alle Sparinungskomponenten 
proportional mit dem Quadrate der Entfernung vom Ur- 
sprünge aus abnehmen. 

Ferner lassen sich die Spannungskomponenten a^ und r, die in 
einem zur X-Achse senkrecht stehenden Flächenteilchen übertragen 
werden, zu einer Resultierenden zusammensetzen von der Größe 

3 P 3 P 

zTiu^ 2 7t(0 By' 

wenn OB die aus der Abbildung ersichtliche Hypotenuse des recht- 
winkeligen Dreiecks OAB bedeutet. Die Richtungslinie dieser 
Resultierenden geht dabei auf jeden Fall durch den Last- 
angriffspunkt O hindurch, in welchem Punkte A des Kör- 
pers man auch das zur X-Achse senkrecht stehende Flä- 
chenteilchen gezogen haben mag. Weiter folgt noch, daß 
für alle Punkte ^4, die auf demselben über dem Durch- 
messer OB errichteten Halbkreise OAB enthalten sind, die 
durch eine horizontale Schnittfläche übertragene Gesamt- 
spannung auf die Flächeneinheit bezogen dieselbe Größe hat. 
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Wir wollen uns ferner durch den Punkt A eine in Abb. 107 mit 
SS bezeichnete Schnittfläche gelegt denken, die zur Zeichenebene 
senkrecht steht und mit der Ä-Achse einen beliebigen Winkel a bildet. 
Die in einer solchen Schnittfläche in der Umgebung des Punktes -.4 
übertragenen Spannungskomponenten a' und r' können auf Grund 
der Gl. (2) von § 78 leicht berechnet werden. Wir fragen uns jetzt, wie 
man den Winkel a zu wählen hat, damit r' zu Null und daher o' zu 
einer Hauptspannung wird. Dafür gilt die schon in Gl. (3) von § 78 
aufgestellte Bedingung, die nach Eintragen der hier für die Spannungs- 
komponenten zutreffenden Werte übergeht in 

.2t 6 cos* w sin w 
\.^la= — = ; 

3 cos' (p — 3 COS 9? sm* 99 + — 



m cos9?(l +t^^os9?) 

In dieser Gleichung kommt aber der Abstand a vom Ursprünge 
nicht mehr vor. Daraus folgt, daß für alle Punkte eines in be- 
liebiger Richtung durch den Ursprung gezogenen Strahles 
die Hauptschnittrichtungen des in ihnen bestehenden Span- 
nungszustandes parallel zueinander sind. Jeder solche Strahl 
wird also von den Spannungstrajektorien in allen seinen Punkten unter 
den gleichen Winkeln geschnitten. 

Für den besonderen Fall m = 2, wie er bei einem stark 
nachgiebigen Körper, etwa bei Kautschuk, als näherungsweise zutref- 
fend angesehen werden kann, vereinfacht sich die vorhergehende Glei- 
chung zu 

7t 

ig 2 a = tg 2 9? und hiermit = 9? oder auch 99 = 9? ± .^ 

und das heißt, daß die eine Schar der Spannungstrajektorien 
in diesem Falle von den durch O gezogenen Strahlen ge- 
bildet wird, während die andere aus den von als Mittel- 
punkt aus gezogenen Kreisen besteht. 

Für den gewöhnlich vorliegenden Fall m > 2 wird dagegen 

tg2a< tg29> und hiermit auch a < 99 

für den spitzen Winkel a. Die Richtung der Spannungstrajektorien im 
Punkte A von Abb. 107 geht alsdann aus der dem vorigen Falle m = 2 
entsprechenden durch eine nicht allzu große Drehung im Uhrzeiger- 
sinne hervor, die für verschiedene Werte von q> von verschiedener 

Größe ist. Für 90 = und für 9? = -^ bleibt die Richtung so wie zuvor. 

Nachdem man sich über den Sinn dieser verschiedenen Aussagen 
klar geworden ist und sich von ihrer Richtigkeit überzeugt hat, besitzt 
man bereits eine anschauliche Vorstellung von dem durch die Einzel - 
last P in dem Körper hervorgerufenen Drangzustande, und man kann 
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Abb. 108. 



hierauf dazu übergehen, die durch das Zusammenwirken verschiedener 
Lasten entstehenden Zustände daraus abzuleiten. Man findet die Span- 
nungskomponenten für irgendeine Stelle des Körpers, indem man die 
dazu von den einzelnen Lasten gelieferten Beiträge in der aus den vor- 
hergehenden Betrachtungen ersichtlichen Weise für sich ermittelt und 

I daraus die Summe bildet. An einem 

bestimmten Beispiele von einfacher Art, 
das zugleich praktisch wichtig ist, möge 
ß dies sofort durchgeführt werden. 

Wir nehmen nämlich jetzt an, daB 
der Körper eine gleichförmig über einen 
kleinen Kreis vom Halbmesser a seiner 
oberen horizontalen Begrenzungsfläche 
verteilte Belastung von der Flächen- 
dichte p zu tragen hat, wie dies in bei- 
stehender Abb. 108 im Meridianschnitte 
angedeutet ist. Die X-Achse legen wir 
durch den Mittelpunkt der Belastungs- 
fläche. In einem Abstände h von der 
Oberfläche denken wir uns einen horizontalen Schnitt MN gelegt und 
berechnen die Spannung o^^ die in dem auf die X-Achse fallenden 
Punkte dieser Schnittfläche übertragen wird. 

Der Sinn der Aufgabe, die wir uns damit gestellt haben, kommt 
darauf hinaus, das Gesetz zu ermitteln, nach dem sich o^, unter den 
angegebenen Umständen in der Nähe der Druckfläche mit dem Ab- 
stände h von der Druckfläche ändert. Es handelt sich daher jetzt um 
eine wichtige Ergänzung der vorher durchgeführten Betrachtungen, 
die nur solange anwendbar blieben, als man der Angriffsstelle der Be- 
lastung nicht zu nahe kam. In dieser Hinsicht wissen wir bis jetzt nur, 
daß sich a^. umgekehrt proportional dem Quadrate des Abstandes h 
ändert, falls h als sehr groß angesehen werden kann, gegenüber a, da 
sich in diesem Falle die ganze Belastung durch eine Einzellast ersetzen 
läßt, wofür die Lösung bereits gefunden ist. Welche Funktion von h 
aber o^ ist, wenn h entweder von gleicher Größenordnung mit a oder 
auch sehr klein gegen a ist, bleibt jetzt noch festzustellen. 

Zu diesem Zwecke grenzen wir ein Flächenelement der Druckfläche 
vom Inhalte r da dr ab, das sich im Meridianschnitte der Abb. 108 
über ein Längenelement dr der Ä-Achse erstreckt und in einem Grund- 
risse, den man sich dazu denken kann, zu einem Zentriwinkel da ge- 
hört. Die in diesem Flächenelemente übertragene Belastung p r dadr 
liefert zu der im Schnitte MN an dem zur X-Achse gehörigen Punkte 
übertragenen Druckspannung a^, für sich genommen einen Beitrag, den 
wir auf Grund der früher aufgestellten Formeln (123) berechnen können, 
da wir in diesem Falle berechtigt sind, uns das Lastelement pr da dr 
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durch eine Einzellast ersetzt zu denken. Dieser Beitrag ergibt sich 

hiernach zu o j j l« 

oprdadr Ir 

wenn wir das Minuszeichen hier und in der Folge als selbstverständlich 
weglassen. Daraus folgt die gesam{e Druckspannung a^: durch eine 
Integration über die ganze Druckfläche. Die Integration nach da ist 
sehr einfach, da alle Flächenteilchen des ringförmigen Streifens zwi- 
schen den Halbmessern r und rdr bei gleichem da gleich viel zu a« 
beitragen. Der Beitrag des ganzen ringförmigen Streifens zu o^ ist 
daher 

3 prdr 



h? 



(A2 + r2)f 
und für die ganze Druckspannung a« erhält man 



a^ = 3ph^ 



j(h^Yr^)f-^P^\-'3(h^ + r%l^ 



=ö 1— / - 




Läßt man jetzt h bis auf Null abnehmen, so ergibt sich ö« = p, 
wie es sein muß, und von da aus nimmt a«. mit wachsendem h stetig 
ab, bis es f ür A = oo zu Null wird. Für den früher behandelten Fall, 
daß A zwar sehr viel größer ist als a, ohne daß man es aber mit Rück- 
sicht auf die Größenverhältnisse des belasteten Körpers schon als un- 
endlich groß ansehen könnte, kann man durch Entwicklung nach dem 
binomischen Satze und Weglassung der von höherer Ordnung kleinen 
Glieder r / \2n_i- o / v« tt 

setzen, und in solchen Abständen erhält man daher | 
für die Druckspannung o^ 



2 



ö a 



oder auch dg^ = ; 



3/> 



2nh^ 



Abb. iOO. 



wenn man unter P die Gesamtbelastung versteht. 
Hiermit ist der Anschluß an die erste der Gl. (123) 
wieder hergestellt. 

Wir haben a«, noch für die folgenden Werte von A ausgerechnet: 




A==ü, — a, -^a, -^a, 



1,0 a, 2 a, 4 a 



4 -' 2 ^' 4 

a^=p, 0,986/?, 0,911/?, 0,784p, 0,646/?, 0,284/?, 0,087/?. 

Die Abb. 109 führt diese Abnahme des Druckes mit der Tiefe unter 
der Druckfläche vor Augen. 
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Schließlich möge noch darauf hingewiesen werden, daß sich die 
aus der strengen Elastizitätstheorie hervorgegangene Lösung von 
Boussinesq auch sehr gut als Grundlage für den Aufbau von Nähe- 
rungstheorien eignet, wie sie für praktische Zwecke erwünscht sein 
können. Eine gewisse Ungenauigkeit muß man bei allen Anwendungen^ 
die man von den hier aufgestellten Formeln zu machen^ beabsichtigt, 
unter allen Umständen schon in den Kauf nehmen, weil die Voraus- 
setzungen, auf denen sie beruhen, stets nur ziemlich unvollkommen 
erfüllt sein werden. Das schadet aber gewöhnlich nicht viel, wenn man 
nur annehmen darf, daß die Erscheinungen, die man zu erwarten hat, 
durch die Formeln wenigstens in den Hauptzügen richtig dargestellt 
werden. 

Daran wird sich auch nicht viel ändern, wenn man noch einen 
Schritt weiter geht und die vorher abgeleiteten Ergebnisse der strengen 
Theorie mit passend gewählten Näherungsannahmen verbindet. Als 
nächstliegendes Beispiel sei auf den Zustand von Drang und Zwang 
in den Auflagerquadern eines großen Brückenträgers hingewiesen, über 
den sich der Erbauer notgedrpngen ein ungefähr zutreffendes Bild zu 
verschaffen suchen muß. Eine Lösung der Frage im Sinne der strengen 
Elastizitätstheorie erscheint in Fällen von dieser Art, bei denen die 
Druckfläche gewöhnlich nicht als sehr klein angesehen werden kann, 
im Verhältnisse zu den Abmessungen des Auflagerquaders, weder er- 
reichbar noch auch für den beabsichtigten Zweck erforderlich. Ge- 
wöhnlich wird man sich mit einer bloßen Schätzung begnügen, die 
sich auf früher gemachte Erfahrungen stützt. Der beste Weg wird aber 
der sein, nicht nur diese Erfahrungen, sondern auch die Ergebnisse, 
die die strenge Theorie für einigermaßen verwandte Fälle liefert, zum 
Aufbau einer Näherungstheorie zu verwenden. 

Um die aufgestellten Formeln für solche Zwecke nutzbar zu machen, 
wird man zunächst bestrebt sein müssen, soviel an zahlenmäßiger Aus- 
wertung aus ihnen herauszuholen, als irgend möglich erscheint. Dabei 
ist eine mechanische Quadratur an Stelle der Integrationen, die die 
Theorie zunächst verlangt, ebenso willkommen zu heißen, wie ein ge- 
nauer Wert. Auf eine übersichtliche Darstellung der zahlenmäßigen 
Ergebnisse wird dabei viel ankommen, um einfache Näherungsannah- 
men daran knüpfen zu können, die zwar innerhalb gewisser Grenzen 
willkürlich und daher ungenau, aber doch durch den Vergleich mit 
den Folgerungen der strengen Theorie in Fällen von ähnlicher Art vor 
allzu großen Irrtümern geschützt sind. Man kann sich in der Tat nicht 
leicht eine reizvollere Aufgabe für einen jungen Bauingenieur denken, 
der eine wissenschaftliche Arbeit aus dem Gebiete der Festigkeitslehre 
durchführen möchte, als sie in diesen Bemerkungen enthalten ist. 



Achter Abschnitt. 

Die Härte. 

§ 86. Die Härte als Körperbeschanenheit. 

Zu den Eigenschaften, die sich leicht feststellen lassen und die 
daher zur Kennzeichnung bestimmter Stoffe und zu ihrer näheren Be- 
schreibung geeignet sind, gehört neben der Farbe, dem Raumgewicht, 
der Kristallform usf. besonders auch die Härte. Zur Unterscheidung 
der verschiedenen in der Natur vorkommenden Mineralien haben die 
Mineralogen eine »Härteskala« aufgestellt, in der dem Diamanten, als 
dem härtesten unter allen daraufhin untersuchten Körpern, der Härte- 
grad 10 zugesprochen und eine Anzahl anderer Körper als Vertreter 
der Härtegrade 1 bis 9 angesehen wird. Die Feststellung des Härte- 
grades eines beliebig vorgelegten Körpers erfolgt nach dem Ritzver- 
fahren, also mit Hilfe eines Festigkeitsversuchs einfachster Art, indem 
man prüft, von welchen der als Normalkörper gewählten Stoffe sich der 
gegebene Körper noch ritzen läßt und von welchen nicht mehr oder 
auch welche er selbst zu ritzen vermag. Nach dem Ergebnisse dieses 
Versuches ordnet man den Körper in die willkürlich gewählte Härte- 
reihe ein. 

Für die Zwecke, die der Mineraloge bei der Härtemessung verfolgt, 
genügt dieses Verfahren, oböchon es nur eine ungefähre Schätzung ge- 
stattet. Auf der gleichen Stufe steht auch ein in den Metallbearbei- 
tungswerkstätten üblicher Versuch, bei dem man ein Metallstück dar- 
aufhin prüft, ob es von einer Feile angegriffen wird oder ob es zu hart 
ist, um sich damit bearbeiten zu lassen. 

Um das Verfahren zu einer genaueren Messung brauchbar zu 
machen, muß man darauf achten, daß es auch auf die Gestalt der Körper 
ankommt, mit denen man den Ritzversuch vornimmt. Solange die 
Härteunterschiede nicht zu groß sind, kann man nämlich mit einem 
in eine scharfe Ecke auslaufenden Körper auch selbst in einen etwas 
härteren Körper einen Ritz, also eine sich der Länge nach hinziehende 
schmale Beschädigung auf einer ebenen Oberfläche hervorbringen. Durch 
diesen Umstand wird eine Unsicherheit in die Härtebestimmung nach 



234 Achter Abschnitt. Die Harte. 

dem Ritzverfahren gebracht, die man zwar dm'ch geeignete Vergleichs- 
versuche einzuschränken, aber doch nicht so weit aufzuheben vermag, 
daß man die Stellung eines Körpers in der willkürlich gewählten Härte- 
reihe etwa auf eine Dezimalstelle genau festzustellen vermöchte. 

Um zu einem genaueren Härtemaße zu gelangen, bedarf es daher 
einer bestimmten Vereinbarung über die geometrische Gestalt der 
Körper, die man aufeinanderdrückt, um an einem von ihnen oder auch 
an beiden eine Beschädigung hervorzubringen. Wenigstens kommt es 
dabei auf die Gestalt der Körper in der Nähe der Berührungsstelle selbst 
an, während die Gestalt in größeren Abständen von dieser Stelle gleich- 
gültig bleibt. Ein eigentliches Ritzen ist bei der Ausführung des Ver- 
suches entbehrlich, wenn auf andere Art festgestellt wird, ob und in 
welchem Maße beim Aufeinanderdrücken der Körper eine Beschädigung 
stattfindet, denn daß die Beschädigung sich in derselben Weise fort- 
setzt und daher zu einem Ritz führt, wenn der eine Körper unter den 
gleichen Bedingungen längs des anderen weiter gleitet, ist an sich selbst- 
verständlich und bedarf daher keiner weiteren Untersuchung. 

Ferner ist aber auch die Bezugnahme auf eine willkürhch fest- 
gesetzte Härtereihe unnötig, sobald es gelingt, den Versuch so ein- 
zurichten, daß er einen zahlenmäßigen Ausdruck für den Widerstand 
eines Körpers gegen eine Beschädigung unter den verabredeten Bedin- 
gungen liefert. Voraussetzung für die Durchführbarkeit dieses Vor- 
habens ist freilich die Möglichkeit, alle Bedingungen so genau zu um- 
schreiben, daß die Ausführung des Versuches mit den gleichen Stoffen 
stets wieder zu den gleichen Härtezahlen führt. 

Der erste, der sich die Aufgabe gestellt hat, die Härtebestimmung 
zu einem genauen Meßverfahren umzugestalten, war der große Phj^iker 
Heinrich Hertz. Durch seine Arbeit wurde der erste Anstoß zu der 
Entwicklung gegeben, die zu dem heute in der Technik allgemein ge- 
bräuchlichen Verfahren zur zahlenmäßigen Bestimmung der Härte 
eines Metalls geführt hat. Dieses Verfahren hat zwar nur eine begrenzte 
Anwendbarkeit, da es sich nur zur Prüfung der Metalle und eigentlich 
auch nur der Metalle von den gewöhnlich vorkommenden Eigenschaften 
benutzen läßt; innerhalb dieses Anwendungsgebietes läßt es aber an 
Brauchbarkeit kaum etwas zu wünschen übrig. 

Hertz ging von dem vorher schon angeführten Grundsatze aus, 
daß man für die Vornahme eines zu genauen Messungen geeigneten 
Härteversuches Probestücke von genau bestimmten Oberflächenformen, 
also etwa eine Kugel und eine Platte von nicht zu geringer Dicke ver- 
wenden müsse und daß man ferner jeden Stoff nur mit sich selbst 
prüfen dürfe. Damit ist gemeint, daß die Kugel und die Platte, die 
man aufeinander drückt, aus demselben Stoff bestehen sollen, dessen 
Härte man untersuchen will. Wenn dies geschieht, wird jede Bezug- 
nahme auf einen Normalstoff vermieden, der nur schwer oder über- 
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haupt nicht in stets gleicher Beschaffenheit zu erlangen wäre, und es 
wird damit eine Fehlerquelle ausgeschaltet, die unter Umständen sehr 
wichtig sein könnte. 

Hiermit war ein Versuchsplfitn, umschrieben, der an sich schon, ohne 
eine weitere theoretische Begründung vollständig ausgereicht hätte, um 
die Härtemessung auf eine neue und zuverlässige Grtmdlage zu stellen. 
Wenn Hertz sich darauf beschränkt hätte, diesen Versuchsplan durch 
Ausführung hinreichend zahlreicher Versuche mit sehr verschiedenen 
und praktisch wichtigen Stoffen in die Tat umzusetzen, hätte er Tiem 
neuen Materialprüfungsverfahren wahrscheinlich viel schneller Eingang 
verschafft, als es so geschehen ist. 

Aber Hertz war seiner ganzen Geistesrichtung nach mehr zum 
Naturforscher als zum Techniker und mehr zum Theoretiker als zum 
Praktiker bestimmt. Er hat nur wenige Härteversuche mit einer Glas- 
sorte selbst durchgeführt. Das Hauptgewicht seiner Bemühungen legte 
er vielmehr auf die theoretische Untersuchung von Drang und Zwang, 
die beim Aufeinanderdrücken zweier Körper, abo etwa einer Kugel 
und einer Platte oder auch im allgemeineren Falle beliebiger Körper- 
gestalten in der Umgebung der Druckfläche hervorgerufen werden. Diese 
Untersuchung ging von der strengen Elastizitätstheorie aus, und die 
Lösung, die Hertz dafür fand, gehört zu den schönsten Erfolgen, die 
auf diesem Gebiete jemals errungen wurden. 

Bei der von Hertz geschaffenen Härtetheorie laufen daher zwei 
Leistungen nebeneinander her, die wohl voneinander zu unterscheiden 
und die ziemlich unabhängig voneinander sind und die beide von großer 
Bedeutung für den Fortschritt der Wissenschaft gewesen sind. Wäh- 
rend die eine die Grundlage zu einem brauchbaren Meßverfahren für 
die Härte als einer bestimmten Körperbeschaffenheit abgegeben hat, 
ging die andere weit über dieses ursprünglich gesteckte Ziel hinaus 
und gab Aufschluß über alle feineren Einzelheiten des Spannungs- 
zustandes, den man beim Aufeinanderdrücken von zwei Körpern mit 
gewölbten Körperoberflächen zu erwarten hat. Hierbei darf nicht außer 
acht gelassen werden, daß dieser Aufschluß wie alle Folgerungen, die 
man aus der strengen Elastizitätstheorie ziehen kann, nur so weit hchtig 
bleibt, als die Elastizitätsgrenze nicht überschritten wird^ während bei 
den eigentlichen Härteversuclftn stets bleibende Formänderungen her- 
vorgebracht w^erden und der Härtegrad nach diesen beurteilt wird. 
Schon aus diesem Grunde sind die beiden Leistungen in der Arbeit von 
Hertz, wenn sie auch sonst eng miteinander zusammenhängen, doch 
genau auseinanderzuhalten. 

Für den Zweck der Materialprüfung ist eine genauere Kenntnis aller 
Einzelheiten des der Überschreitung der Elastizitätsgrenze voraus- 
gehenden Spannungszustandes überhaupt nicht erforderlich. Nötig war 
dagegen für diesen Zweck die eingehende Feststellung des wirklichen 
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Verhaltens der verschiedenen Körper bei der Ausführung von Härte- 
versuchen nach dem von Hertz angegebenen Plane. Diese Arbeit 
wurde aber von Hertz selbst nicht geleistet, der ja auch, wie man 
hinzufügen darf, in der Tat Wichtigeres zu tun wußte, sondern sie 
wurde erst von seinen Nachfolgern nachgeholt. Die zweite Leistung 
von Hertz, die sich auf die theoretische Untersuchung des Spannungs- 
zustandes bezieht, ist dagegen bis heute noch nicht übertroffen wor- 
den. Auch sie ist für die Beurteilung von vielen Fragen, die dem Inge- 
nieur entgegentreten können, von großer Bedeutung. Wir werden 
daher auf diese Seite der Härtetheorie von Hertz weiterhin noch 
näher einzugehen haben; zunächst aber bleiben wir bei der ersten 
stehen. 

Dem Jenaer Physiker Auerbach ist das Hauptverdienst um die 
weitere Ausgestaltung der Hertzschen Härteprüfung zuzusprechen, in- 
dem er zahlreiche Versuche mit verschiedenen Körpern ausführte. Er 
war auch der erste, der auf einen für die Härteprüfungen sehr wesent- 
lichen Umstand hinwies, den Hertz bei der theoretischen Bearbei- 
tung der Frage nicht gefunden hatte und den er auf diesem Wege auch 
gar nicht finden konnte. Es zeigte sich nämlich, daß die Versuchs- 
ergebnisse von Auerbach sowohl als die aller späteren Forscher in 
einem wichtigen Punkte den Voraussagen der Hertzschen Theorie 
widersprachen. 

Nach dieser Theorie und auch nach jeder anderen, die man etwa auf 
der Grundlage der gewöhnlichen strengen Elastizitätstheorie an ihre 
Stelle setzen könnte, müßte es für die Ermittelung der Härtezahl gleich- 
gültig sein, in welchem Maßstabe man die Versuchskörper ausführt, 
wenn nur alle ihre Abmessungen stets in denselben Verhältnissen zu- 
einander angenommen werden. Man muß noch hinzufügen, daß man 
zu diesem Schlüsse auch schon auf Grund der allgemeinen Betrach- 
tungen über die mechanische Ähnlichkeit oder über die Theorie der 
Modelle gelangt, ohne daß man nötig hätte, auf die mit dem beson- 
deren Belastungsfalle verbundenen Einzelheiten zu diesem Zwecke näher 
einzugehen. 

Aber merkwürdigerweise hat sich diese zunächst ganz selbstver- 
ständlich erscheinende Voraussage bei den Härteversuchen nicht be- 
stätigt. Nach der von A. Föppl vertretenen Ansicht ist dieser Wider- 
spruch zwischen Theorie und Erfahrung darauf zurückzuführen, daß 
sich die oberflächlichen Schichten eines Körpers anders verhalten als 
die im Inneren des Körpers gelegenen Teile. Bei den Flüssigkeiten ist 
ein solcher Unterschied, der sich in den Kapillarerscheinungen aus- 
spricht, seit langer Zeit wohlbekannt und genau untersucht. Bei den 
festen Körpern vermag er sich dagegen — unter der Voraussetzung, 
daß er überhaupt besteht — nur bei den Härteversuchen deutlich be- 
merklich zu machen, weil nur bei diesen der Drang und Zwang über- 
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hegend in den Oberflächenschichten zusammengedrängt ist, während 
bei allen anderen Beanspruchungsarten eines Körpers die im Innern 
gelegenen Teile sehr wesentlich mitbeteiligt sind, so daß ihnen gegen- 
über der Einfluß der dünnen Oberflächenschicht zurücktritt. Für die 
praktische Härteprüfung ist es übrigens gleichgültig, wie man sich 
zu diesem Erklärungsversuche stellen will; hierfür genügt schon die 
einfache Beobachtungstatsache, daß man zur Gewinnung vergleich- 
barer Versuchszahlen Probekörper von denselben Abmessungen ver- 
wenden muß. 

Nach Auerbach, anfänglich aber unabhängig von ihm, hat A. 
Föppl in seinem Münchener Laboratorium die von Hertz vorge- 
schlagene Härteprüfung für technische Zwecke nutzbar zu machen 
versucht. Er dachte dabei hauptsächlich daran, die verschiedenen 
Stahlsorten auf ihre Härte miteinander zu vergleichen und insbeson- 
dere festzustellen, wie sich etwa die Härte eines gewöhnlichen Werk- 
zeugstahles infolge verschiedener Wärmebehandlung ändert. Dazu wur- 
den zwei Probestücke verwendet, an denen man zylindrische Ober- 
flächenteile von 20 mm Halbmesser angearbeitet hatte. Diese Probe- 
stücke wurden kreuzweise übereinandergelegt, so daß sie sich in einem 
Punkt ihrer Zylinderflächen berührten, worauf sie mit einer bestimmten 
Kraft zusammengedrückt wurden. Die bleibenden Eindrücke, die da- 
durch hervorgerufen wurden, waren kreisförmig, und die Fläche des 
Kreises war innerhalb gewisser Grenzen, nämlich bei Halbmessern von 
etwa 2 34 bis 4 mm, genau genug proportional der Last, die man auf- 
gebracht hatte. Als Härtezahl wird bei dieser Versuchsausführung die 
auf 1 qmm der Kreisfläche kommende Belastung in kg angenommen. 

Die zylindrischen Oberflächen der Probekörper wurden der beque- 
meren Herstellung wegen gewählt. Wenn die Theorie von Hertz in 
jeder Hinsicht mit den Tatsachen übereingestimmt hätte, wäre es ganz 
gleichgültig für das Versuchsergebnis gewesen, ob man zur Ableitung 
der Härteziffer von zwei gekreuzten Zylindern oder von zwei Kugeln 
oder von einer Kugel und einer Platte ausgegangen wäre. Auch auf 
die Größe des Zylinderhalbmessers hätte es unter dieser Voraussetzung 
nicht ankommen dürfen. Aber die Versuche lehrten bald, daß das 
Versuchsergebnis wesentlich von der Wahl des Zylinderhalbmessers ab- 
hängt, wie dies auch früher schon unter anderen Umständen Auer- 
bach gefunden hatte. Es wurde dann der schon angegebene Zylinder- 
halbmesser von 20 mm als das Normalmaß aufgestellt, das zur Gewin- 
nung miteinander vergleichbarer Versuchsergebnisse bei diesen Ver- 
suchen eingehalten werden müsse. Ebenso hat sich auch die andere 
Folgerung aus der Hertzschen Theorie, daß es gleichgültig sei, ob man 
Zylinder oder Kugeln verwende, nicht bestätigt. Man war vielmehr 
genötigt, späterhin zwischen der »Zylinderdruckhärte« und der »Kugel- 
druckhärte« wolil zu unterscheiden. 
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In den Heften 25 und 28 der »Mitteilungen« des Münchener Labora- 
toriums (Verlag von Th. Ackermann in München, 1897 und 1902) kann 
man zwei größere Abhandlungen über die Münchener Härteversuche 
finden, bei denen A. Föppl von seinen Mitarbeitern Schwerd (jetzt 
Professor an der Technischen Hochschule »in Hannover) und Schenk 
(jetzt Professor in Breslau) sehr wesentlich unterstützt wurde. Schwerd 
hat auch durch einen Vortrag auf dem Materialprüfungskongreß in 
Stockholm zur Bekanntmachung dieses Prüfungsverfahrens viel bei- 
getragen. 

Bald nachher haben Kohn, ein hoher preußischer Eisenbahn- 
beamter, und Brinell, ein schwedischer Ingenieur, ziemlich gleich- 
zeitig und anscheinend unabhängig voneinander, jene praktisch be- 
deutsame Vereinfachung des Härteprüfungsverfahrens vorgeschlagen, 
in der es heute. gewöhnlich verwendet wird. Bei diesem Verfahren, das 
man gewöhnlich nach Brinell benennt, wird in der Regel eine Guß- 
stahlkugel von 1 cm Durchmesser mit einem Drucke von 30(X) kg auf 
die Metallplatte gedruckt, deren Härte man prüfen will. Die Platte 
erfährt dadurch einen bleibenden Eindruck, der je nach ihrer Härte 
etwas weniger, gewöhnlich aber mehr als 4 mm Durchmesser hat, wäh- 
rend die Gußstahlkugel keine erkennbare Beschädigung davonträgt. 
Als Härtezahl gilt auch hier die auf 1 qmm der Druckfläche kommende 
Last in kg. 

Die Verwendung von Kugel und Platte war freilich nicht neu, da 
sie schon dem ersten Vorschlage von Hertz entsprach. Neu war aber, 
daß man die Forderung von Hertz aufgab, daß jeder Stoff nur mit 
sich selbst und nicht mit Zuziehung eines anderen geprüft werden dürfe. 
Mit diesem Schritte verzichtete man zwar auf eine an sich durchaus be- 
rechtigte und wünschenswerte Maßregel, an der A. Föppl bei seinen 
älteren Versuchen stets festgehalten hatte und auf die man in beson- 
deren Fällen auch wieder zurückzugreifen genötigt sein wird. Aber der 
Schritt war erforderlich, um die Härteprüfung so weit zu vereinfachen, 
daß sie allgemein eingeführt und zu einem der wichtigsten Hilfsmittel 
der Materialuntersuchungen in allen Werkstätten während des laufen- 
den Betriebes werden konnte. 

Ein solcher Erfolg war dadurch ermöglicht, daß die Gußstahl- 
kugel unter den gewöhnlich vorkommenden Umständen beim Versuche 
keine erkennbare bleibende Formänderung erfährt, sondern nur die 
gewöhnlich aus viel weicherem Metalle bestehende Platte, auf die man 
sie drückt. Allerdings muß die Gußstahlkugel während des Versuches 
zum mindesten eine elastische Formänderung erfahren, und diese kann 
nicht ganz ohne Einfluß auf das Ergebnis des Härteversuchs sein. 
Hiernach ist die Möglichkeit nicht ganz von der Hand zu weisen, daß 
das Versuchsergebnis von den zufälligen Eigenschaften der gerade zum 
Versuche verwendeten Stahlkugel abhängig sein könnte. Aber diese 
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Befürchtung hat sich als unbegründet erwiesen. Man weiß nämlich auch 
schon aus zahlreichen anderen Erfahrungen, daß die Stahlsorten, aus 
denen man solche Kugeln herstellt, in ihren elastischen Eigenschaften 
nur wenig voneinander abweichen, auch wenn sie in den Festigkeiten 
sehr voneinander verschieden sind. Es scheint, daß auch die Härtung, 
durch die die Elastizitätsgrenze beträchtlich verschoben wird, an den 
ElaBtizitätskonstanten £, m, G nur wenig oder auch gar nichts ändert. 
Man kann daher annehmen, daß alle Gußstahlkugeln, die man zu den 
Härte versuchen verwendet, in den elastischen Eigenschaften sehr nahe 
miteinander übereinstimmen, so daß es ziemlich gleichgültig ist, welche 
man gerade benutzt hat, wenn nur darauf geachtet wird, daß die Kugel 
selbst keine bleibende Formänderung beim Versuche erfahren haben 
darf. Unter diesen Umständen genügt es, wie man auch sagen kann, 
die Gußstahlkugel als unendlich hart gegenüber dem zu prüfenden 
Metallstücke anzusehen. 

Ihrer geschichtlichen Entwicklung nach ist zwar die Kugeldruck- 
probe aus der Härtetheorie von Hertz hervorgegangen. Aber so wie 
sie heute verwendet wird, ist sie ganz unabhängig von dieser Theorie. 
Das gilt um so mehr, als sich die Theorie von Hertz nur auf die Span- 
nungen und auf die elastischen Formänderungen vor der Überschreitung 
der Elastizitätsgrenze bezieht. Daraus läßt sich zwar auch schließen, 
wie hoch die Belastung werden darf, ohne daß diese Grenze überschritten 
wird. Bei einem spröden Körper wie Glas, mit dem Hertz seine Ver- 
suche vorgenommen hat, darf man annehmen, daß die Überschreitung 
der Elastizitätsgrenze alsbald zu einem Sprunge führt oder überhaupt 
irgendwie deutlich erkennbar wird. Dann stehen auch die Hertzschen 
Formeln in unmittelbarem Zusammenhange mit dem, was beim Ver- 
suche gemessen und beobachtet wird. Aber bei den zähen Metallen, 
um die es sich bei den Härteprüfungen in der Regel handelt, läßt sich 
die Belastung, die gerade zur Überschreitung der Elastizitätsgrenze 
führt, überhaupt nicht durch den Versuch feststellen. Aus diesem Grunde 
war man genötigt, sobald man die Härte von solchen Metallen messen 
wollte, auf eine unmittelbare Bestimmung der zur Überschreitung der 
Elastizitätsgrenze führenden Belastung zu verzichten imd die Härte 
ausschließlich nach den bleibenden Formänderungen zu beurteilen, die 
entstehen, nachdem diese Grenze schon längst überschritten ist. Dann 
besteht aber keine unmittelbare Beziehung mehr zwischen der theore- 
tischen Untersuchung von Hertz und dem Härte versuch, wie er heute 
vorgenommen wird. 

Die Härteprüfung hat überhaupt keine besondere theoretische Be- 
gründung mehr nötig. Sie stützt sich vielmehr unmittelbar auf die 
zahlreichen Erfahrungen, in denen sie sich als ein zuverlässiges und 
daher wertvolles Hilfsmittel zur vergleichsweisen Beurteilung der dabei 
in Frage kommenden Festigkeitseigenschaften der Metalle bewährt hat. 
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Das schließt nicht aus, daß in vielen anderen Fällen, die mit der Metall- 
prüfung selbst nichts zu tun haben, die Theorie von Hertz ihren vollen 
Wert behält. 

§ 87. Drang und Zwang bei Kugel und Platte. 

Für den einfachsten Fall, daß eine Kugel auf eine Platte gedrückt 
wird, berührt sich die Theorie von Hertz sehr nahe mit der von Bous- 
sinesq gegebenen und in §85 des vorigen Abschnittes besprochenen 
Theorie der elastischen Formänderung eines unendlich großen Körpers, 
auf den an einer ebenen Seitenfläche eine Einzellast wirkt. Zunächst 
zwar wird bei der Theorie von Boussinesq nur auf die vom Last- 
angriffspunkte weiter entfernten Stellen des Körpers geachtet, auf die 
es in der Theorie der Härte überhaupt nicht ankommt. Aber damals 
wurde bereits darauf hingewiesen, wie man die für die Einzellast ge- 
fundene Lösung auf den Fall einer stetig über eine gegebene Druck- 
fläche verteilten Belastung übertragen kann. Dazu ist eine Integration 
über alle die unendlich kleinen Einzellasten auszuführen, aus denen man 
sich die stetig verteilte Belastung zusammengesetzt denken kann. Die so 
erhaltene Lösung bleibt dann auch bis in die Druckfläche hinein gültig. 

So lange die Kraft P, mit der die Kugel auf die Platte gedrückt 
wird, eine gewisse Grenze nicht überschreitet, erfahren beide Körper 
nur rein elastische Formänderungen. Auf diesen Fall beschränkt sich 
jetzt unsere Betrachtung. Aus Symmetriegründen folgt zunächst, daß 
die Druckfläche, in der sich Kugel und Platte nach der Formänderung 
berühren, kreisförmig begrenzt ist und ferner noch, daß der auf die 
Flächeneinheit kommende Druck p nur eine Funktion des Abstandes q 
vom Kreismittelpunkte sein kann. 

Wir stellen ferner die Behauptung auf und werden sie nachher be- 
weisen, daß der Druck p seinen Größtwert po ™ Mittelpunkte der 
Druckfläche annimmt, den wir zum Koordinatenursprung wählen und 
daß er von da aus mit wachsendem q nach dem Gesetze 



P = P.i^^^ (1) 

a 

abnimmt, wenn unter a der Halbmesser der Druckfläche verstanden 
wird. Am Rande der Druckfläche, also für q = a wird hiernach p 
zu Null, 

Um eine anschauliche Vorstellung von der durch Gl. (1) angege- 
benen Druckverteilung zu gewinnen, denken wir uns über der Druck- 
fläche eine Halbkugel konstruiert vom Halbmesser a, die demnach auf 
dem Rande der Druckfläche aufsitzt. Die Ordinaten der Punkte dieser 
Halbkugel geben die durch Gl. (1) ausgesprochene Druckverteilung an, 
wenn man den Maßstab so wählt, daß p^ durch den Halbmesser a dar- 
gestellt wird. 
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• 

' Wir wollen jetzt die elastische Formänderung der Platte betrachten, 
die durch die soeben besprochene Lastverteilung hervorgebracht wird. 
In Abb. 110 ist die kreisförmige Druc/cfläche gezeichnet und ein Punkt 
A im Abstände u vom Mittelpunkte O hervorgehoben, für den wir die 
Einsenkung | berechnen wollen, die er bei der elastischen Formände- 
rung der Platte erfährt. Von -A ziehen 
wir zwei Strahlen, die den unendlich 
kleinen Winkel dq) miteinander bilden, 
und grenzen aus dem dadurch ge- 
bildeten Winkelraume mit den Halb- 
messern R und R + dR ein Flächen - 
element ab, in dem die Belastung 

p dF oder p Rd<p dR 

übertragen wird. Sehen wir dieses Last- 
differential als eine Einzellast an, so. 
können wir die durch sie im Punkte A 
hervorgerufene Einsenkung, die wir d| 
nennen wollen, nach der von Boussi- Abb. iio. 

nesq dafür gegebenen Formel berech- 
nen. Nach der ersten der Gleichungen (122) von § 85 erhalten wir dafür, 
da X hier gleich Null zu setzen ist, während R an die Stelle von u tritt 

j ^ m — 1 p dF m — 1 , ,,. 

dS= ö — r^ '^ =-ö y=r pd<pdR. 

271 mG R 2nmG 

Es bleibt uns noch übrig, die Integration über alle Beiträge vor- 
zunehmen, die von allen Flächenelementen der ganzen Druckfläche 
herrühren. Zuerst führen wir die Summierung' für alle Flächenteilchen 
dF aus, die zwischen den beiden vom Punkte A aus gezogenen Strahlen 
liegen, und zwar nach beiden Seiten hin vom Punkte A aus. Für alle 
diese Teilchen behält dq> den gleichen Wert, und sie liefern daher zu- 
sammen die Summe a 

"ö 7=r dw\ pd R, 

2 7t mG ^J^ ' 

wobei die Integration über alle Längenelemente dR der vom Punkte A 
unter dem Winkel q> gegen AO gezogenen Sehne BC zu erstrecken 
ist. Das Integral erhält man am einfachsten, wenn man sich der vorher 
für p gegebenen Darstellung durch die Abszissen der Halbkugel vom 

Halbmesser a erinnert. Eine Lotebene durch die Sehne BC schneidet 

1 
die Halbkugel nach einem Halbkreise, dessen Halbmesser $ = i^ BC 

ist und der in Abb. 111 in umgeklappter Lage eingetragen ist. Die 
Ordinate des Halbkreises in dem Punkte von J?C, der den Abstand 
R von A hat, ist in der Abbildung mit p' bezeichnet. Diese Ordinate 
p' bildet ein Maß für den Druck p, der nach der durch Gl. (1) aus- 
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gesprochenen Annahme an der betrachteten Stelle herrscht, und zwar 
^0, daß 

/>' a 
ist. Wir haben daher 



p«=t.J,.,Ä=^4,^, 



da das zuletzt vorkommende Integral den Flächeninhalt des Halb* 

. kreises vom Halbmesser s darstellt. 

Beachtet man noch, daß 

^2 __ ^2 — u2 giu 2 ^ 

gesetzt werden kann, so geht die 
Summe der Beiträge aller zwischen 
den beiden unendlich nahe benach- 
barten Sehnen gelegenen Flächen- 
elemente dF zur ganzen Einsenkung | 
über in 

m — i Po 




4mG a 



(a? — tt* sin* (f) d (p. 



Abb. 111. 



Integrieren wir dies nach tp zwi- 
schen und TT, so erhalten wir die 
Beiträge, die von allen Flächenteilchen der ganzen Druckfläche her- 
rühren. Man hat aber 



:t 



U^Tl 



\ (a^ — u* sin^ (p) d(p = a^ jt — u^ \ sin^ (pdq) = a^n — ,^ 



und hiermit endlich erhält man für die ganze Einsenkung f, die der 
Punkt A unter den hier vorausgesetzten Lasten ausführt. 



m 



u 



2 



/ — > Po^\(^ — TT 

4 mG ^^ \ 2a 



(2) 



Man kann diesen Ausdruck noch ein wenig umgestalten, indem man 
Po in der Gesamtlast P ausdrückt. Hierfür hat man die Beziehung 



woraus 



folgt. Wenn man diesen Wert in Gl. (2) einsetzt, erhält man 

m — 1 3 



(3) 



f = 



4 mG 



3 P_( _i^\ 
2 a» r 2 a/ 



(4) 



r 
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Insbesondere wird die größte Einsenkung fo ^^ der Matte der 
Druckfläche 4 o n 

^^ 4^G*2 "a • • ' ; • ^• * v' 

und die Einsenkung am Rande der Druckfläche 

^i^ m — i 3 P 
^•■^2* imG' 2 a ' 

also halb so groß wie in der Mitte. 

Diese Formeln setzen voraus, , daß alle Abmessungen der Platte, 
insbesondere also auch die Plattendicke, als sehr groß gegenüber dem 
Halbmesser a der Druckfläche angesehen werden können. Bei den 
meisten Anwendungen, die man von der hier abzuleitenden Theorie 
machen will, wird das nicht ganz zutreffen. Man darf dann nicht außer 
acht lassen, daß die Formeln, wenn sie auch aus der strengen Theorie 
hervorgegangen sind, wegen des ungenauen Zutreffens der Voraus- 
setzungen nur als Näherungsformeln anzusehen sind, die unter Um- 
ständen sogar recht erheblich von der Wirklichkeit abweichen können. 
VVie weit sie unter solchen Umständen überhaupt noch Vertrauen ver- 
dienen, entscheidet man am besten auf Grund von Versuchen. Aber 
auch hier gilt wieder, daß irgendeine Theorie, an die man sich an- 
lehnen und die man dabei prüfen kann, schon vorhanden sein muß, 
um an solche Versuche mit Erfolg herangehen und sie allgemein nutz- 
bringend verwerten zu können. Aus diesen Gründen behalten die For- 
meln auch selbst bei starken Abweichungen von den zugrunde gelegten 
Voraussetzungen immer noch eiaen erheblichen Gebrauchswert. 

Überlegungen von derselben Art führen ferner auch zu dem Schlüsse, 
daß die Voraussetzung einer ebenen Begrenzung des plattenförmigen 
Körpers auf der Seitenfläche, zu der die Druckfläche gehört, nicht 
als wesentlich anzusehen ist. Man' kann sich diese Begrenzungsfläche 
vielmehr auch durch eine Kugelfläche ersetzt denken, ohne daß da- 
durch an der Gültigkeit der vorher durchgeführten Betrachtungen viel 
geändert würde, falls nur vorausgesetzt werden darf, daß def Halb- 
messer r der Kugel sehr groß ist gegenüber dem Halbmesser a der 
Druckfläche. Wird r imendlich groß angenommen, so kommen wir 
ja in der Tat wieder genau auf den vorher vorausgesetzten Fall der 
ebenen Begrenzungsflächo. Aber wir bleiben auch dann noch inner- 
halb der Grenzen, die der Anwendbarkeit der abgeleiteten Formeln 
gesteckt sind, wenn wir sie auf die Berechnung der elastischen Form- 
änderung der auf die Platte gedrückten Kugel benutzen, solange nur 
die Voraussetzung berechtigt ist, daß a klein bleibt gegen r. 

An der Kugel greifen nach dem Wechselwirkungsgesetze dieselben 
Lasten in der gleichen Verteilung an wie an der Platte, nur mit ent- 
gegengesetzten Pfeilen. Wir können daher Gl. (4) ohne weiteres auch 

16» 
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benutzen, um die Komponente der elastischen Verschiebung $' eines 
Punktes der zur Kugel gehörigen Druckfläche zu berechnen., Diese 
Verschiebung S' geht in der Richtung der an der Kugel angreifenden 
Last' P und ist zu rechnen gegenüber dem Hauptteile der Kugel, der 
von der Druckfläche weit genug entfernt ist, um von der elastischen 
Formänderung nicht mehr merklich betroifen zu werden, also etwa die 
Verschiebung relativ zum Kugelmittelpunkte oder vielmehr deren Kom- 
ponente in der Richtung der Kraft P. Im ellgemeinen Falle wird die 
Kugel aus einem anderen Stoffe bestehen als die Platte. Bezeichnen 
wit die diesem Stoffe entsprechenden Elastizitätskonstanten zum Unter- 
schiede mit m' und G\ so ergibt sich demjiach entsprechend Gl. (4) 

m' — i 3 P 

V — 



w 



im'G' 2 a« 



a — 



2a 



(6) 



denn P, a und u behalten ihre frühere Bedeutung hier bei. 

Nun können aber f und |' nicht unabhängig voneinander sein; sie 
sind vielmehr an die Bedingung gebunden, daß die einander gegenüber- 
liegenden Punkte der Oberflächen beider Körper nach erfolgter Form- 
änderung miteinander zusammen- 
fallen müssen. Um diese Bedingung 
in einer Gleichung auszusprechen, be- 
ziehen wir uns auf die beistehende 
Abb. 112. In dieser sind zunächst 
Kugel und Plattenoberfläche vor der 
Formänderung eingetragen, so daß 
sie sich in einem Punkte berühren". 
Dann ist sehr stark übertrieben die 
elastische Formänderung beider Flä- 
chen in der Nähe der Druckfläche 
angegeben, während die Hauptmasse 
jedes der beiden Körper hierbei als 
festliegend angenommen ist. Man 
muß sich nachher noch beide Körper um ein gewisses Stück A auf- 
einander zugeschoben denken, so daß die Druckflächen miteinander in 
Berührung kommen. Dieses Maß A kann man als die »Abplattung« 
bezeichnen; es gibt an, um wieviel sich die Körper im ganzen genommen 
infolge der beiderseitigen Formänderung einander nähern, und seine 
zahlenmäßige Berechnung bildet eine der Hauptaufgaben der Theorie. 
Vor der Formänderung hatten Kugel und Platte im Abstände a 
vom Berührungspunkte eine Entfernung voneinander, die in der Ab- 
bildung mit X bezeichnet ist. Nach dem pythagoräischen Satze erhält 
man dafür 




Abb. 112. 



X 



^,_yF.-_„«==,(l_|/l_^J 
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Aber u ißt als sehr klein gegenüber r anzusehen, und wenn man die 
Wurzel nach dem binomischen Satze in eine Reihe entwickelt und die 
Glieder mit höheren Potenzen von u^/r^ vernachlässigt, geht die Glei- 
chimg für x über in 



tt« 



'=2r <'> 

Die Abplattung A setzt sich nun für jeden Abstand u aus drei 
Teilen zusammen, dämlich » 

^ = x + i+r, (8) 

denn um dieses Maß müssen wir, wie aus der Abbildung unmittelbar 
ersichtlich ist, die Kugel nach abwärts verschieben, um sie an der 
Stelle u nach vollzogener Formänderung mit der Platteiioberfläche zur 
Berührung zu bringen. Hier muß sich nun auch entscheiden, ob wir 
mit der vorher aufgestellten und in Gl. (1) ausgesprochenen Behaup- 
tung über die Druckverteilung innerhalb der Druckfläche im Rechte 
gewesen sind. Von dem DruckverteiliÄigsgesetz hängt es nämlich offen- 
bar ab, durch welche Funktion von u die elastische Einsenkung | oder 
I' auszudrücken ist und die Gl. (4) und (6), in denen sich f und I' 
als quadratische Funktionen von u ergeben haben, gelten nur für das 
in Gl. (1) ausgesprochene Druckverteilungsgesetz. Hätten wir in Gl. (1) 
fehlgegriffen, so würde sich Gl. (7) nach Einsetzen von | und |' für 
einen konstanten Wert der Abplattung A nicht erfüllen lassen. ' Die 
Möglichkeit, Gl. (7) für jeden Wert von u zu befriedigen, bildet daher 
zum mindesten eine erste Probe für die Zulässigkeit des in Gl. (1) aus- 
gesprochenen Druckverteilungsgesetzes. 

Setzen wir nun f, .1' und x aus den Gl. (4), (6) und (7) in Gl. (8) 
ein, so ergibt sich 

«« 3^ P / u^\l m — i m' — i 

2r + 2 a« \^ 2a)\imG "^ 4m' G' 

und damit diese Gleichung für jeden Wert von u erfüDt sein kann, 

müssen sich die mit u^ behafteten Glieder gegeneinander fortheben. 

Es bleibt dann stehen , , 

3P /m — 1 m' — 1 \ 

2a \\mG^ im'G'l 

und zwischen den Beiwerten von m* ist die Bedingung zu erfüllen 

1 _3/>/m-l m--l\ 
2r 4a»\4mG ^ 4m'GV ^^ 

Man «kann auch noch beide Gleichungen durcheinander dividieren 
und dadurch zu einer einfacheren Gleichung für die Abplattung A ge- 
langen, in der die Elastizitätskonstanten nicht mehr vorkommen, 
nämlich 2 

A= - ' . (10) 
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In Gl. (9) sind alle Größen bekannt, bis auf den Halbmesser a der 
Druckfläche, dessen Berechnung zu den Aufgaben der Theorie gehört. 
Die Auflösung nach a liefert , 

3, 



a = y 



^Pril'l+^U (11) 

' 8 m Cr 8 m G 



■> Bei den meisten Anwendungen, die man von dieser Formel zu machen 
hat, wird man für Kugel und Platte die gleichen Elastizitätskonstanten 

10 

anzunehmen haben. Setzt man dann außerdem noch m — m' = ^ , 

wie dies für die schmiedbaren Eisen- und Stahlsorten zutrifft, und rech- 

5 
net den Schubmodul G auf den Modul E um, indem man G = r^ E setzt, 

so geht die Gleichung über in 

a-l,liy^^'' (12) 

' Für die Abplattung A folgt dann weiterhin aus Gl. (10), wenn 
man diesen Wert von a einsetzt, 

^ = 1^23^^,^ (*^) 

und schließlich erhält man auch noch den größten Druck po ^^ ^^^ 
Mitte der Druckfläche aus . Gl. (3) nach Einsetzen von a 

Po-0,388y^ (14) 

Mit diesen Zahlenkoeffizienten hatte seinerzeit A. Föp^pl die For- 
meln in 'den 3. Band seiner »Vorlesungen« aufgenommen, und genau so 
mit denselben Abkürzungen in den Stellenwerten sind sie seitdem auch 
stets in der Technik benutzt worden, wodurch sie ihre Herkunft ver- 
rieten. Hertz selbst hat sie in seinen Schriften in den von ihm be- 
nutzten und am Schlüsse von § 2 besprochenen Kirchhoff sehen Elasti- 
zitätskonstanten K und (9 ausgedrückt, und die Umrechnung von diesen 
auf die in der Technik gebrauchten Konstanten E und m ist zwar an 
sich ganz einfach, aber offenbar doch nicht jedermann geläufig, der 
so tut, als wenn er seine Wissenschaft unmittelbar von Hertz selbst 
bezogen hätte. 

Schließlich muß noch einmal auf die im Eingange des Paragraphen 
aufgestellte und durch Gl. (1) ausgedrückte Behauptung über das Ver- 
teilungsgesetz des Druckes innerhalb der Druckfläche zurückgekommen 
werden. Der Beweis dafür, daß die- Behauptung richtig ist, liegt darin, 
daß es mit dieser Annahme über die Dt'uckverteilung möglich war, 
allen Forderungen der strengen Elastizitätstheorie zu genügen, solange 
wenigstens als die weiteren Voraussetzungen zutreffen, die sich auf 
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die Größenverhältnisse der Körper und der Druckflächen bezogen. Da 
aber die strenge Elasti^utätstheorie unter gegebenen Umständen nur 
eine einzige, eindeutig bestimmte Lösung zuläßt, folgt, daß die hier 
gegebene Lösung innerhalb der Grenzen, die durch die mehr oder weniger 
mangelhafte Erfüllung der übrigen Voraussetzungen gesteckt sind, in 
der Tat richtig ist und daher die angenommene Druckverteilung auch 
wirklich zutreffen 'muß. 

Hertz selbst hatte es freilich nicht so bequem, wie wir hier, daß 
er von vornherein schon vermutungsweise annehmen konnte, wie sich 
der Druck innerhalb der Druckfläche verteilen dürfte, so daß ihm nur 
noch der Nachweis für die Richtigkeit der Lösung obgelegen hätte. 
Er hatte dafür von vornherein keinerlei Anhaltspunkt und fand das 
Druckverteilungsergebnis erst als Ergebnis seiner Untersuchung. Bei 
dieser stütze er sich darauf, daß man Lösungen der elastischen Grund- 
gleichungen aus den Potentialfunktionen von anziehenden oder ab- 
stoßenden Massen ableiten kann. Denkt man sich in der Druckfläch^ 
zwischen beiden Körpern, die man aufeinanderdrückt, ein dreiachsiges 
EUipsoid mit gleichförmiger Massenverteilung gelegen, von dem die 
in der Richtung der Berührungsnormale gelegene Achse unendlich 
klein ist gegenüber den in der Druckfläche enthaltenen Achsen, so 
läßt sich für die von dieser Masse nach dem Newtonschen Gravitations- 
gesetze ausgehenden Anziehungskräften das Potential als Funktion der 
Koordinaten des Aufpunktes berechnen, wofür eine schon seit langer 
Zeit bekannte Formel der Potentialtheorie zur unmittelbaren Anwen- 
dung bereitlag. Nicht nur die aus dieser Formel hervorgehende Kompo- 
nente der Anziehungskräfte selbst, sondern auch die daraus durch 
Differentiationen oder Integrationen nach den Koordihaten abgeleiteten 
weiteren Funktionen bilden, wie sich zeigen läßt, Lösungen der elasti- 
schen Grundgleichungen, und es handelt sich dann nur noch darum, 
jene Lösung daraus zusammenzusetzen, die zugleich allen Grenzbedin- 
gungen von Drang und Zwang genügt. Das ist Hertz gelungen. Wer 
ihm in seinen Darlegungen folgen will, muß aber die entsprechenden 
Vorkenntnisse aus der Potentialtheorie schon mitbringen. 

Im 5. Bande seiner »Vorlesungen« hat A. Föppl versucht, den 
Hertzschen Gedankengang so darzustellen, daß er auch für den mit 
der Potentialtheorie nicht näher vertrauten Leser verständUch sein 
konnte. Wer das Bedürfnis fühlt, tiefer in diesen Gegenstand ein- 
zudringen, aber der Arbeit von Hertz, die man in seinen »Gesam- 
melten Werken« findet, nicht zu folgen vermag, möge auf diese Dar- 
stellung verwiesen werden. Sie ist freilich immer noch etwas schwierig, 
und Herr H. Lorenz hat daher im 4. Bande seines »Lehrbuchs der 
technischen Physik«, München 1913, den Versuch gemacht, die Theorie 
der Härte ohne jede Bezugnahme auf die Potentialtheorie darzustellen. 
Wir glauben, daß er damit Recht hatte und sind ihm daher in diesem 
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Bestreben hier gefolgt. Im einzelnen freilich unterscheidet sich unsere 
neue Bearbeitung ziemlich erheblich von der Lorenzschen, da wir uns 
mit dieser nicht ganz zu befreunden vermochten. 



§ 88. Überhragimg der Lösung auf andere 

So lange die Druckfläche kreisförmig bleibt, läßt sich die gefun- 
dene Lösung in sehr einfacher Weise auf andere Fälle übertragen. Wir 
wollen dies zunächst an dem Beispiele der gekreuzten Zylinder zeigen. 
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i Abb. 113. 

Beistehende Abb. 113 zeigt die beiden Zylinder 1 und 2 in drei Rissen. 
Der Berührungspunkt wird als Anfangspunkt des rechtwinkeligen 
Koordinatensystems der xyz gewählt. Die F-Achse geht in der Rich- 
tung der Zylindererzeugenden von Zylinder 1 und die Z-Achse in der 
von Zylinder 2. Wir fassen zwei Punkte A^A^ auf beiden Zylinder- 
mänteln ins Auge, die zu den gleichen Koordinaten yz gehören, so 
daß sie sich im Grundrisse decken. Von der Berührungsebene, also 
der yZ-Ebene, haben sie die im Aufrisse mit x^ und x^ bezeichneten 
Abstände. Unter der Voraussetzung, daß y und z viel kleiner sind 
als in der Abbildung, so daß sie als sehr klein gegen die Zylinderhalb- 
messer Tj und Tj angesehen werden können, erhält man 



xi=ri— y 
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und ebenso x^j wenn man darin ri mit ra und z mit y vertauscht. Der 
Abstand von Ai und A^ sei mit x bezeichnet. Man hat dann 



^ = ^i+^Ä=Tr + 



2 



ä 

2r, 



(15) 



2r, .,, 

Wenn die beiden Zylinder den gleichen, Halbmesser 
haben und Tj = Tj = r gesetzt wird, vereinfacht sich die Gleichung zu 



X 



y^ + z ^ 

2r 
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U 



2r 



und sie stimmt dann buchstäblich mit der für die Abstände zwischen 
Kugel und Platte aufgestellten Gl. (7) überein. Alle Punktpaare A, 
für die der Abstand x den gleichen Wert an- 
nimmt, projizieren sich alsdann in der FZ- 
Ebene auf einen vom Mittelpunkte O aus mit 
dem Halbmesser u geschlagenen Kreis. 

Stets wenn dies zutrifft, nimmt aber auch 
die Druckfläche, die sich beim Aufeinander- 
drücken beider Körper ausbildet, eine kreis- 
förmige Gestalt an, auf die man alle Formeln, 
die vorher für Kugel und Platte aufgestellt 
wurden, ohne Änderung übertragen kann. Das 
folgt daraus, daß unseren Voraussetzungen ge- 
mäß der Krümmungshalbmesser r als sehr groß 
im Vergleiche zum Halbmesser a der Druck- 
fläche anzusehen ist und daß daher die ela- 
stische Zusammendrückung fj oder I2 ebenso 
groß ausfallen muß, als wenn die zylindrische Abb. 1 1 4. 

oder sonst irgendwie gebogene Oberfläche des 

Körpers durch eine ebene Grenzfläche ersetzt wäre. Daher bleiben 
nicht nur die Gl. (5) und (6), sondern auch die Gl. (7) und (8) des 
vorigen Paragraphen unverändert gültig imd ebenso die anderen, die 
daraus durch algebraische Schlußfolgerungen hervorgegangen wären. 

Derselbe Fall liegt auch vor, wenn man zwei Kugeln 
von den beliebigen Halbmessern r^ und r^ aufeinander- 
drückt. Man hat hier, wie aus beistehender Abb. 114 hervorgeht. 




2 



und dieser Ausdruck ist an Stelle des aus Gl. (7) entnommenen Wertes 
von X in Gl. (8) einzusetzen, während sich sonst an der früheren Be- 
trachtung nichts ändert. Infolge davon bleiben auch die Gl. (12) 
bis (14) gültig, falls man darin 



r = 



^i+r^ 



(16) 
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setzt. Hierbei war angenommen, daß sich die Kugeln von außen be- 
rühren. Aber es ändert sich nur wenig, w^nn sich die Kugeln 
. von ihnen berühren, wenn also eine davon eine Hohlkugel ist. 
In diesem Falle, der durch Abb. 115 dargestellt ist, hat man den Halb- 
messer der Hohlkugel, der notwendig der größere von beiden ist, negativ 
einzusetzen, womit dann alle früheren Betrachtungen in Gültigkeit 

bleiben. Insbesondere erhält man, wie aus 
der Abbildung entnommen werden kann, 
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und daher bleiben die Gl. (12) bis (14) an- 
wendbar, falls man darin 



riTa 



(17) 



Abb. 115. 



]x, '-2 — '•l 

einsetzt. 

Auch in allen anderen Fällen, in denen 
die zu gleichen Abständen x gehörigen Punkt- 
paare A^A^ auf einem Kreiszylinder liegen, 
dessen Achse mit der Berührungsnormalen zusammenfällt, lassen sich 
nach Einsetzen des im besonderen Falle zutreffenden Wertes von r die 
Gl. (12) bis (14) in derselben Weise zur Berechnung benutzen. Bedeu- 
tend schwieriger wird dagegen die Aufgabe, wenn dies nicht mehr zu- 
trifft, also z. B. schon bei den gekreuzten Zylindern in Abb. 113, wenn 
die beiden Halbmesser r^ xmd r^ verschieden groß sind- 

Alle Punkte der TZ-Ebene, für die x nach Gl. (15) denselben 
Wert hat, liegen dann auf einer Ellipse, deren Halbachsen sich zu- 
einander verhalten wie die Quadratwurzeln aus den Zylinderhalbmes- 
sern Ti und Tg. Auch die sich beim Zusammendrücken beider Körper 
ausbildende Druckfläche nimmt in diesem Falle eine elliptische Ge- 
stalt an. Über diese Fläche verteilt sich der Druck so, daß p an jeder 
Stelle' proportional der Ordinate eines dreiachsigen Ellipsoids ist, von 
dem die Druckfläche eine Hauptdurchmesserebene bildet. 

Diese Behauptung entspricht genau der, die wir im vorigen Para- 
graphen bei der Untersuchung von Kugel und Platte vorangestellt und 
dann als richtig nachgewiesen haben. Man kann sie auch im allgemei- 
neren Falle ebenso wie im vorigen dadurch prüfen, daß man zuerst 
die Folgerungen ableitet, die sich daraus für die elastische Formände- 
rung beider Körper ergeben, und dann zeigt, daß damit allen Forde- 
rungen der strengen Elastizitätstheorie entsprochen werden kann. 
Grundsätzlich ändert sich also bei dem ganzen Verfahren gegenüber 
dem bereits behandelten Falle überhaupt nichts; aber die Rechen- 
jichwierigkeiten häufen sich so stark, daß wir auf die Durchführung 
verzichten zu sollen glauben. Es wäre dazu nämlich nötig, die ein 
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Hauptbestandstück der Potentialtheorie bildende umständliche Her- 
leituixg für die Potentialfunktion eines dreiachsigen EUipsoids hier 
einzuschalten. 

Wie die beiden Aufgaben miteinander zusammenhängen, möge 
jedoch noch gezeigt werden, da dies leicht geschehen kann. Die elastische 
Einsenkung | eines Punktes der Druckfläche ergibt sich nämlich in 
derselben Weise wie im vorigen Paragraphen zu 

pdF 



^ rn — l C\ 
27tmGj ' 



R 



(18) 



und die einzige Schwierigkeit besteht in der Ausrechnung des Inte- 
grals. Darin ist aber p dF proportional der zum Flächenelemente der 
Druckfläche gehörigen Masse des vorher erwähnten dreiachsigen EUip- 
soids, das über der Druckfläche errichtet ist und dessen zur Druck- 
fläche senkrecht stehende Achse man sich infolge geeigneter Wahl 
des Maßstabs, in dem p aufgetragen wird, als unendlich klein gegen- 
über den anderen Hauptachsen vorstellen kann. Ferner bedeutet R 
den Abstand des Aufpunktes, für den f berechnet werden soll, von dF. 
Nach dem Begriffe des Potentials von Kräften, die den Massen pro- 
portional und den Quadraten der Abstände umgekehrt proportional 
sind, gibt daher das Integral das auf den Aufpunkt bezogene Potential 
des flachgedrückten dreiachsigen EUipsoids an. Anstatt dessen kann 
man auch sagen, daß { gleich ist einem konstanten Faktor mal dem 
Potentiale einer ebenen Massenverteilung, die sich über die Druck- 
fläche proportional mit den Ordinaten eines dreiachsigen EUipsoids 
verteilt. 

Man sieht daraus schon, daß es keine Schwierigkeiten machen kann, 
das Integral und hiermit | für eine bestimmt gegebene Lastverteilung 
näherungsweise auszurechnen, was zur Erlangung eines Überblicks zu 
praktischen Zwecken häufig schon genügen wird. Man nehme z. B. an, 
daß sich die Untersuchung der elastischen Formänderung nötig mache, 
die an der Aufsitzstelle eines Rades auf einer Eisenbahnschiene zur 
Stande kpmmt. Dabei handelt es sich ungefähr um zwei gekreuzte 
Zylinder mit stark verschiedenen Halbmessern r^r^. Man kann dann 
zunächst einmal von dem einfacheren Falle ausgehen, daß die beiden 
Halbmesser gleich sind, indem man einen passenden Mittelwert dafür 
einsetzt und a, Aj p^ nach den Gl. (12) bis (14) ausrechnet. Dann wird 
man weiter schließen, wie man die Ausgangsannahme abzuändern hat, 
um sich dem wirklich vorliegenden FaUe zu nähern. Dazu genügen 
auch schon Näherungsberechnungen, wie sie sich an Gl. (18) leicht an- 
knüpfen lassen. Die in der Praxis erfolgreichen Ingenieure sind so 
daran gewöhnt, mit verhältnismäßig einfachen theoretischen HUfsmitr 
teln selbst die schwierigsten Fragen, die sich ihnen aufdrängen, hin- 
länglich genau zu beantworten, daß sie sich gewiß auch in tiiesem FaUe 
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leicht zu helfen wüßten, ohne sich die Mühe zu machen, zuerst die 
Theorie des Potentials für das dreiachsige EUipsoid zu studieren. Wir 
glauben daher, jetzt auf deren Wiedergabe verzichten zu können, be- 
halten uns aber vor, in einer etwaigen späteren Auflage dieses Buches^ 
wenn es sich als wünschenswert erweisen sollte, auch dieses schwere 
Rüstzeug noch herbeizuschaffen. 

Eng verwandt mit den bisher besprochenen Fällen ist der andere, 
daß zwei Zylinder aufeinander gedrückt werden, die sich längs einer 
Erzeugenden berühren. Dieser Fall kommt vor bei den Walzenlagera 
der Brückenträger. Aber.es ist nicht nötig, ihn hier noch weiter zu 
besprechen, da er zur Theorie der Scheiben gehört und dort bereits 
genügend behandelt wurde. ' 

§ 89. Die Beanspruchung des Stoffes in der Druckfläclie. 

Von einer Festigkeitsberechnung, die sich auf die vorhergehenden 
Formeln stützen soll, verlangt man Auskunft darüber, wie groß der 
Druck P zwischen beiden Körpern w^erden darf, ohne daß eine Beschä- 
digung eintritt. Für den Fall kreisförmiger Druckflächen erhält man 
die größte, in der Mitte der Druckfläche auftretende Druckspannung 
gleich dem in Gl. (14) mit Po bezeichneten Werte. Aber mit der Be- 
rechnung von Po sillein ist die Frage noch nicht entschieden, da mcui 
von vornherein nicht weiß, wie groß p^ werden darf, ohne daß bei 
einem spröden Körper ein Bruch oder bei einem nachgiebigen Körper 
eine bleibende Formänderung hervorgebracht wird. Der zulässige 
Wert von po bäilgt nämlich nicht nur von den Festigkeitseigenschaften 
des betreffenden Körpers, sondern auch von der Art des Spannungs- 
zustandes ab, zu dem eine Druckspannung von der Größe po als eine 
der Hauptspannungen gehört. 

Wer auf diesen Umstand, wie es oft geschehen ist, keine Rück- 
sicht nimmt, gelangt zu ganz falschen Schlüssen. Man muß sich hier 
der schon in § 6 des ersten Abschnittes gegebenen Darlegungen über 
die Bruchgefahr erinnern, bei denen schon darauf hingewiesen wurde, 
daß die zulässige Beanspruchung po beim Aufeinanderdrücken zweier 
Körper nach Art eines Härteversuches erheblich größer anzunehmen 
ist als die zulässige Druckspannung, die aus gewöhnlichen Druckver- 
suchen abgeleitet wird und sich daher auf einen einachsigen Spannungs- 
zustand bezieht. 

Am besten ist es, wenn man sich bei der Festsetzung des als zu- 
lässig anzunehmenden Wertes von po unmittelbar von den Ergebnissen 
der Härteversuche selbst leiten läßt, ohne sich irgendwie darum zu 
kümmern, welche Werte der zulässigen Druckbeanspruchung unter 
anderen Umständen als angemessen angesehen werden. Man kann 
dabei etwa so vorgehen, daß man einen gewissen Bruchteil, sagen wir 
einmal als erste Annahme, die Hälfte von der bei einem gewöhnlichen 
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Härteversuch nach dem Kugeldruckverfahren gefundenen Härtezahl 
als zulässigen Wert von p^ ansieht. Nach Gl. (14) kann man dann 
ausrechnen, wie groß man den Gesamtdruck P unter den gegebenen 
Umständen annehmen darf. Bei den Metallen, die man nach dem 
Kugeldruckverfahren auf ihre Härte zu prüfen pflegt, ist jedenfalls 
nicht zu erwarten, daß ein nach dieser Vorschrift berechneter Druck 
eine bleibende Beschädigung hervorzubringen vermöchte, da zur Er- 
zeugung eines bleibenden Eindrucks vom Halbmesser a eine Last jP^^ 
von der Größe na^Pi erforderlich wäre, wenn man mit p^ die in der 
üblichen Weise berechnete Härtezahl bezeichnet. Hatte man aber 

p^= — p^ gewählt, so liefert Gl. (3) eine Last P, die nur ^ p^ • na^ oder 

ein Drittel von Pi ausmacht, so daß man schon reichlich weit von der 
Gefahrgrenze entfernt ist. Hierauf werden wir nachher noch zurück- 
kommen. 

Wenn man die zulässige Beanspruchung auf Grund dieser Über- 
legung bemißt, kommt man auf viel höhere Werte, als man sie sonst 
für die Druckspannung anzusetzen gewohnt ist. Es entsteht daher die 
Frage, worauf diese Unterschiede zurückzuführen sind. Zum Teil könnte 
der Grund darin liegen, daß die oberflächlichen Schichten eines Kör- 
pers andere Festigkeitseigenschaften haben als die im Inneren ge- 
legenen, wie dies früher (in § 86 S. 236) näher besprochen wurde . Der 
Hauptgrund ist aber jedenfalls darin zu erblicken, daß neben der Haupt- 
spannung Og. = — Po ^^ der Mitte der Druckfläche noch zwei andere 
Hauptspannungen vorkommen, die, ebenfalls Druckspannungen, unter 
sich gleich und nicht allzu viel kleiner sind als o^ selbst. Aus § 6 ist 
bekannt, daß dadurch eine bedeutende Verminderung der Bruchgefahr 
oder überhaupt der Anstrengung des Materials herbeigeführt wird. Um 
ein Urteil darüber zu erlangen, wieviel dieser Umstand ausmachen 
kann, wird es nötig, die beiden anderen Hauptspannungen in der Mitte 
der Druckfläche auch noch zu berechnen. 

Zu diesem Zwecke stützen wir uns wiederum auf die aus der Theorie 
von Boussinesq hervorgehenden und in § 85 abgeleiteten Formeln 
für die durch eine Einzellast P in dem unendüch großen Körper her- 
vorgebrachten Spannungen, nämlich 
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die jedoch auf die unmittelbare Nachbarschaft der Lastangriffsstelle 
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selbst nicht angewendet werden dürfen. Für die Oberfläche des Körpers 
ist X = und Ä = r, und man erhält 
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Abb. 116. 



abermals mit Ausschluß der Lastangriffsstelle. In Abb. 116 sei O der 
Mittelpimkt der kreisförmigen Druckfläche. Wir betrachten vier 
Flächenelemente vom Inhalte r dq> dr^ die sich an den Enden von 
zwei rechtwinkelig zueinander stehenden Durchmessern gegenüber 
liegen. In jedem dieser Flächenelemente wird die gleiche Last pr d<p dr 

übertragen, da p nur vom Abstände r 
von der Mitte abhängt. Diese vier 
Lasten bringen zusammengenommen 
keine Spannungen im Punkte hervor, 
denn die beiden auf der F- Achse liegen- 
den Lasten erzeugen zwar in O Span- 
Y nungen a^, die sich nach der vorher- 
gehenden Formel für a^ berechnen lassen, 
aber zugleich auch Spannungen o, von 
der gleichen Größe und entgegengesetz- 
tem Vorzeichen, da sie diesen Lastan- 
griffsstellen gegenüber als Spannungen Of 
anzusehen sind. Kommen nachher die 
beiden Lasten auf der Z-Achse hinzu, 
so kehrt sich das Verhältnis um und die Summe der Spannungen a^ 
sowohl als Og wird zu Null. Da sich alle Lasten auf der zwischen r 
und r + dr liegenden Ringfläche in solche Gruppen von je vier unter 
sich gleichen Lasten zerlegen lassen, folgt, daß alle Lasten der Ring- 
fläche, wenn sie zusammenwirken, keinerlei Spannung im Mittelpunkte 
der Druckfläche hervorbringen können. 

Daraus folgt weiter, daß der Spannungszustand im Punkt O nur 
von den zunächst benachbarten Lasten abhängt. Unmittelbar kann er 
daher aus den Gl. (19) nicht berechnet werden, denn diese nehmen für 
X = 0, r = 0, Ä = 0, da zugleich auch P selbst in der Grenze zu Null 

wird, die unbestimmte Form -tt an. Wir verfahren daher so, wie es schon 

in § 85 am Schlüsse des vorigen Abschnittes geschehen ist, indem wir 
die Spannungen zuerst für einen um einen kleinen Abstand h unterhalb 
der yZ-Ebene liegenden Punkt berechnen und nachträglich zur Grenze 
übergehen, indem wir A = setzen. Jedenfalls wollen und dürfen wir 
uns aber h von vornherein als sehr klein gegenüber dem Halbmesser a 
der Druckfläche vorstellen. Nach dem, was wir vorher fanden, brauchen 
wir un6 dann nur um die Lasten zu kümmern, die um die Nachbarschaft 
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des Punktes herumliegen. In der Nachbarschaft von ändert sich 
aber die auf die Flächeneinheit bezogene Last p nur wenig, und wir 
können sie daher genau genug überall gleich p^ annehmen. 

Wir kommen damit wieder auf denselben Belastungsfall zurück, 
den wir schon am Schlüsse von § 85 zu betrachten hatten und auf 
den sich *Abb. 108 bezog. Der Unterschied besteht nur darin, daß wir 
h jetzt nicht so groß werden lassen dürfen, wie damals, sondern uns 
auf die Untersuchung der in nächster Nachbarschaft der FZ-Ebene 
gelegenen Stollen beschränken müssen, was aber für unsere Zwecke 
auch vollständig genügt. 

Im Punkte a; = A, y = 0, 2 = kann, wie wir schon von früher 
her wissen, bei sehr kleinem h 

Ox = — Po 

gesetzt werden. Die Spannungen a„ und o^ sind aus Symmetriegründen 
gleich groß, und wir wollen dafür zur Abkürzung Og schreiben, wobei 
der Zeiger q darauf hinweisen soll, daß es sich um die Spannung in 
einer »Quer «-Richtung handelt. Die vier Lasten pr dtp dr, von denen 
vorher im Anschlüsse an Abb. 116 die Rede war, liefern für sich ,ge- 
nommen zu a^ einen von der zweiten Ordnung unendlich kleinen Bei- 
trag, den wir mit d^o^ bezeichnen. Jetzt wird nicht mehr wie vorher 
d^Og zu Null, weil der Aufpunkt, für den wir da^a berechnen, um h unter 
der yZ-Ebene liegt. Auf Grund derselben Überlegung wie früher er- 
halten wir vielmehr Jetzt, indem wir die Summe aus a,. und o, in den 
Gl. (19) bilden. 

Das gilt für je vier sich in der angegebenen Weise gegenüberliegende 
Lasten. Wir finden daher den Beitrag d^Oq^ der von allen in dem ring- 
förmigen Streifen liegenden Lasten herrührt, durch eine Integration 

nach <p zwischen und y zu 

prdrim — 2 h 3kr^ 



dia« = ^^^^( 



wenn noch i? in r und h ausgedrückt wird. Das ganze a« ergibt sich 
daraus durch eine Integration nach r. Hierbei dürfen wir, wie vorher 
schon bemerkt war, p konstant und zwar === p^ annehmen. Ferner ist 
es auch genau genug, wenn wir die Integration zwischen r = und 
r = 00 ausführen, denn dies ist um so mehr zulässig, je kleiner wir k 
wählen, und wir beabsichtigen ohnehin, nachher mit h zur Grenze 
Null überzugehen. Man hat aber,, wie man sich leicht überzeugt. 
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J (/•« + A»)|- ' [ yra + Ä» "^ 3 (r* + Ä«) J Jo ~ 



? • 



3A 



und hieraus folgt 

"' = 2^ P* <21) 

Bei schmiedbarem Eisen nimmt man gewöhnlich m = -ö- an und 

für diesen Fall wird ^ q n q 

a^ = — 0,8 Po = 0,8 o^. 

Zunächst ist darauf hinzuweisen, daß in Gl. (21) der Abstand h 
ganz herausgefallen ist. Solange h sehr klein bleibt, im Verhältnis 
zum Halbmesser a der Druckfläche, ist es hiernach gleichgültig, wie 
groß h nun ist, und insbesondere gilt der abgeleitete Wert auch für 
A = 0, also für die Druckfläche selbst. Ferner ist zu beachten, daß 
an dieser Stelle o^ g^r nicht viel kleiner ist als a«.. Wir haben daher 
in der Mitte der Druckfläche einen Spannungszustand vor uns, der 
sich verhältnismäßig nur wenig von dem hydrostatischen Spannungs- 
zustande unterscheidet, der in einem Körper hervorgerufen wird, der 
in eine stark gepreßte Flüssigkeit eingetaucht ist. In § 6 wurden aber 
schon die Versuche besprochen, aus denen zu schließen ist, daß ein 
hydrostatischer Spannungszustand unter gewöhnlichen Umständen über- 
haupt keine Beschädigung hervorzubringen vermag, wie groß man auch 
den allseitig gleichen Druck po wählen möge. Man kann daher sagen, 
daß es gar üicht so sehr auf p^ selbst ankommt ^s vielmehr auf den 

1 
Unterschied zwischen ö, und p^, der aber nur ^ von Da ausmacht. 

Es kann daher, nachdem man diesen Zusammenhang er- 
kannt hat, nicht mehr auffällig erscheinen, daß die zuläs- 
sige Beanspruchung auf Härte, wie die Erfahrung lehrt, 
weitaus höher gewählt werden darf als die auf einachsigen 
Druck. 

Unter diesen Umständen entsteht weiterhin die Frage, ob nicht an 
anderen Stellen der Druckfläche, trotz des geringeren Wertes von p 
gegenüber p^, die Beanspruchung des Stoffes höher ausfallen kann als 
in der Mitte. Das trifft in der Tat zu und namentlich bei Stoffen, wie 
etwa Glas, deren Zugfestigkeit viel geringer anzunehmen ist als die 
. Druckfestigkeit, ist« zu erwarten, daß der Bruch nicht etwa von der 
Mitte, sondern vom Rande der Druckfläche her ausgeht, obschon dort 
der Druck a^ bis auf Null herabgesunken ist. 
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Um dies zu zeigen, berechnen wir jetzt noch die Spannungen am 
Umfange der Druckfläche. Das kann genau so geschehen, wie vorher. 
Wir gehen von dem durch Abb. 117 angegebenen Belastungsfalle aus, 
bei dem zwei gleich große Lasten P an den Punkten A und B ange- 
bracht sind, die symmetrisch zur Linie CO liegen. Durch C legen wir 
einen Schnitt DE senkrecht zu CO und setzen DE = ds. Wir berechnen 
hierauf die im Schnitt ds übertragene Normal- 
spannung d^o'^ die von den unendlich klein an- 
zunehmenden beiden Lasten P herrührt. 

Zu diesem Zwecke grenzen wir ein unendlich 
kleines rechtwinkelig dreiseitiges Prisma D EF Sih, 
von dem DF J_ CA steht. Die von der Last P 
im Punkte A herrührenden Spannungen in den ' 
Schnittflächen DF und EF sind die aus den 
GL (20) bekannten Spannungen a^ und a<. — DF 
hat die Länge ds cos a und die Projektion der 
Kraft Or ds cos a auf die Richtung von CO wird 
daraus durch Multiplikation mit cos a gefunden. 
Dazu kommt der Beitrag, der von der Spannung a« 
in der Schnittfläche EF herrührt. Das Gleichgewicht des Prismas gegen 
Verschieben in der Richtung CO erfordert daher eine auf die Flächen- 
einheit bezogene Normalspannung in der Schnittfläche DE von der Größe 




Abb. 117. 



öTy (cos^ a — sin* a) = 



m — 2 P 



m 



In 



^2 ^os 2 a, 



wenn man beachtet, daß a« = — o^ ist und den Wert von a,. aus den 
Gl. (20) einsetzt. Außer der Normalspannung bringt die im Punkte A 
angreifende Last P auch noch eine Schubspannung in der Schnitt- 
fläche DE hervor, auf die es aber jetzt nicht ankommt, da sie ebenso 
groß, aber entgegengesetzt gerichtet ist, wie die von der anderen Last 
im Punkte B hervorgebrachte Schubspannung, so daß sich beide gegen- 
einander aufheben, wenn die beiden Lasten zusammenwirken. Dagegen 
addieren sich die von beiden Lasten herrührenden gleich großen Normal- 
spannungen. Setzen wir noch P = p dF, so folgt 



d^ o' = 



m — 2 pdF 1 



m 



n 



^2 ^^^ 2 a. 



Diese Spannung d^o' ist die eine Hauptspannung des in der Um- 
gebung des Punktes C durch die beiden Lasten P hervorgebrachten 
ebenen Spannuhgszustandes. Die andere Hauptspannung wollen wir 
mit d^o" bezeichnen. Man findet sie ebenso wie die erste, indem man 
ein rechtwinkeliges Prisma abgrenzt, 'dessen Hypotenusenfläche in die 
Richtung CO fällt. Die Wiederholung der Betrachjbung liefert dann 



j n ^ — 2 pdF 1 



Föppl. Drang und Zwang, Bd. II. 
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Beide Hauptspannimgen sind also gleich groß und von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen. Da sich nun alle Lasten in der ganzen Druck- 
fläche in lauter Gruppen von je zwei gleich großen und symmetrisch zu- 
einander liegenden Lasten zerlegen lassen, falls die Linie CO durch 

den Mittelpunkt der Druckfläche geht, so 
folgt, daß für jeden Punkt der Druckfläche 
die durch das Zusammenwirken aller Lasten 
hervorgebrachten Hauptspannungen gleich 
groß und von entgegengesetztem Vor- 
zeichen sind. 

Nachdem dies festgestellt ist, berech- 
nen wir die Hauptspannung o' für einen 
Punkt am Rande der Druckfläche. Die in 
den Winkelraum da fallenden Lasten im 
oberen Teile von Abb. 118 und die sym- 
metrisch dazu liegenden im unteren Teile 
liefern zusammen einen Beitrag dia\ der 
sich aus d^o' durch eine Integration nach R zwischen /? = und R = s 
ergibt, nämlich 3 




Abb. 118. 



dia' = 



m — 2 



n m 



cos 2 



. CpdR 



Um das Integral auszuführen, beachten wir, daß bei der Art der 
Lastverteilung über die Druckfläche 



gesetzt werden kann, wenn p^ wieder den Druck im Mittelpunkte der 
Druckfläche bedeutet. 
Nun gilt allgemein 

( l/^^^^ dR = iR(s—R) — 5 . arc sin|/l — y , 

wovon man sich durch Ausführimg der Differentiation auf der rechten 
Seite leicht überzeugt. Setzt man die Grenzen ein, so wird 




s—R , o ^ 



Hiermit erhält man 



dicr'== 



^ — 2 Pq 



5 cos 2a da. 



2m a 
Es bleibt jetzt nur noch übrig, über aUe Winkelräume da zwischen 

a = und a = -^ ^u integrieren. Hierbei ist zu beachten, daß 

s = 2a cos a 
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gesetzt werden kann und daß ferner 



TT 

2 

I COS 2 a- COS a'da = TT 



liefert. Hiermit erhält man schließlich 

m — 2 



a = 



3 m 



Po (22) 



Die andere Hauptspannung o" am Rande der Druckfläche, die in 
tangentialer Richtung geht, ist ebenso groß wie a', aber eine Druck- 
spannung, also 2 

o = ö Po » • • (23) 

Setzt man für schmiedbares Eisen wie früher m = 3V8, so geht o' 
über in , 

a' =y^/?o = 0,133 Po- 

Da am Rande der Druckfläche zwei Hauptspannungen von gleicher 
Größe und entgegengesetztem Vorzeichen einwirken, ist die Bruch- 
gefahr voraussichtlich ungefähr ebenso hoch einzuschätzen wie bei 
einem einachsigen Spannungszustande von doppelter Größe der Haupt- 
spannung. Daraus geht hervor, daß in der Tat die Bruch- 
gefahr am Rande höher zu veranschlagen ist als in der 
Mitte der Druckfläche. 

Schließlich möge auf die Gestalt der elastischen Fläche 
noch etwas näher eingegangen werden. Darunter verstehen wir die 
Umdrehungsfläche, auf der die zur Oberfläche des Körpers gehörigen 
Punkte nach der Formänderung enthalten sind. Die Ordinate f der 
elastischen Fläche ist schon in Gl. (4) als Funktion des Abstandes u 
von der Mitte dargestellt worden, nämlich 






gültig von tt = bis u = a. So weit die Druckfläche sich erstreckt, 
ist daher die elastische Fläche ein Rotationsparaboloid. Darüber hin- 
aus gilt ein anderes Gesetz, auf das es jetzt nicht ankommt. 

Die Normale zur Oberfläche der Platte hat sich bei der elastischen 
Formänderung um einen kleinen Winkel tp gedreht, und sie schneidet 
nachher die X-Achse unter diesem Winkel. Da der Winkel klein ist, 
kann man ihn gleich seiner Tangente setzen, und man findet dann 

df m — 1 3 P ,^^, 

^ du imG 2 a^ 

17» 
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Ebenso kann der Krümmungshalbmesser q der elastischen Fläche 
leicht berechnet werden, und man erhält für die Krümmung — 

e "" 4mG *2a» ^"^^ 

Das ist zugleich auch die Krümmung, die die Kugeloberfläche 
innerhalb der Druckfläche nach der elastischen Formänderung ange- 
nommen hat. Wir vergleichen sie mit der Krümmung— der Kugel 

P ^ 

vor der Formänderung, indem wir —j aus Gl. (9) einsetzen. Für den 

Fall, daß die Elastizitätsfestwerte von Kugel und Platte miteinander 
übereinstimmen, erhält man 

}=^ (-) 

d. h. die Krümmung des vorher kugelförmigen Körpers hat 
sich bei der elastischen Formänderung auf die Hälfte des 
anfänglichen Wertes vermindert. 

An Stelle von Gl. (24) kann man hiernach auch 

schreiben und der Größtwert von y, der dem Rande der Druckfläche 
entspricht, folgt daraus mit u = a zu 

y;^ = ^ = 0,bby~ ...... (28) 

Nun wird es nötig, zur weiteren Klarstellung verschiedener Fragen 

noch ein bestimmtes Zahlenbeispiel durchzurechnen. Wir nehmen 

zu diesem Zwecke an, daß eine Kugel und eine Platte aus gehärtetem 

Stahl, der in beiden Fällen von der gleichen Beschaffenheit sein soll, 

aufeinander gedrückt werden. Den Kugelhalbmesser r nehmen wir zu 

1 cm an und den Elastizitätsmodul E = 22.10^ atm. Die nach dem 

kg 
Kugeldruckverfahren ermittelte Härte möge 400 — --^ = 40000 atm. 

betragen. 

Man kann zunächst die Frage stellen, wie hoch man wohl den 
Druck P annehmen darf, wenn man jede Gefahr einer Beschädigung 
beim Aufeinanderdrücken ausschließen will. Das setzt voraus, daß 
man einen bestimmten Anhaltspunkt dafür hat, wie hoch der Druck p^ 
in der Mitte der Druckfläche werden darf, ohne daß eine bleibende 
Formänderung damit verbunden ist. Wer sich der herkömmlichen An- 
nahmen über die zulässige Druckspannung beim einachsigen Span- 
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nungszustand erinnert, wird vielleicht denken, daß er schon sehr weit 
geht, wenn er 10000 — \ als zulässigen Wert von po ansieht. 

Aber wenn man diesen Wert von po ^^ Gl. (14) einsetzt und die 
Gleichung dann nach P auflöst, erhält man als zulässige Belastung 
der Kugel nur ^^^^ _ 3 ^g ^^ 

Nun ist aber ganz augenscheinlich, daß eine Gußstahlkugel von 
2 cm Durchmesser auf eine Stahlplatte mit weit höheren Lasten ohne 
Gefahr einer Beschädigung gedrückt werden kann, und das bestätigt 
nur von neuem, daß jede Anknüpfung an die herkömmlichen Annahmen 
über die zulässige Druckbelastung irreführend ist. 

Nehmen wir dagegen, wie es im Eingange des Paragraphen vor- 
geschlagen war, den zulässigen Wert von p^ gleich der Hälfte der Härte- 

Ziffer, also gleich 20000 — \, so wird jP^i ^^ch Gl. (14) achtmal so 

groß, nämlich p^^ _ 28,5 kg 

gefunden. Nun dürfen wir allerdings, wie dort schon näher begründet 
wurde, zuversichtlich annehmen, daß diese Last keine Beschädigung 
hervorzubringen vermag. Aber anderseits erscheint nach den Erfah- 
nmgen, die darüber vorliegen, diese Belastung auch noch sehr niedrig, 
und man wird vielmehr vermuten, daß sie ohne Gefahr noch erheblich 
gesteigert werden kann. Um ein Urteil darüber zu erlangen, wie weit 
man etwa möghcherweise mit der Belastung gehen könnte, wollen wir 
jetzt den umgekehrten Weg einschlagen und uns fragen, bei welcher Be- 
lastung man eine bleibende Formänderung auf jeden Fall zu erwarten 
hat. Dazu wird man die Last so weit steigern müssen, daß im Durch- 
Bchnitt auf die Flächeneinheit der Druckfläche der durch die Härte- 
zahl von 40000 atm. angegebene Betrag entfällt. Dem entspricht aber 
in der Mitte der Druckfläche ein p^ von 60000 atm. Setzen wir diesen 
Wert in Gl. (14) ein und lösen dann nach P auf, so dürfen wir sicher 
sein, eine Belastung P zu erhalten, mit der die Elastizitätsgrenze über- 
schritten wird, und wir finden daher 

Pzn\ < 769 kg. 

Wie man sieht, gehen die Grenzzahlen für jP^^i S^^^ außerordent- 
lich weit auseinander. Das rührt davon her, daß wir uns genötigt sahen, 
zunächst von Pq auszugehen und daß Pzui mit der dritten Potenz des 
als zulässig angesehenen Wertes von p^ wächst. Praktisch ist dieses 
Verfahren aber damit überhaupt als unbrauchbar erwiesen. Man kann 
vielmehr nur umgekehrt verfahren, so wie es zuletzt angedeutet wurde, 
indem man sich Rechenschaft über eine mögliche Höchstgrenze der 
zulässigen Kugelbelastung gibt und dann auf Grund der Erfahrung 
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feststellt, wie weit man sich dieser äußersten Grenze tatsächlich nähern 
darf. Dadurch gelangen wir zu der folgenden Formel für P^ui» ^^ ^^^ 
die Härtezahl mit p^ bezeichnet ist: 

Pzui=C-58^ (29) 

Unter C ist ein Beiwert zu verstehen, der kleiner ist als Eins. und 
der aus Versuchen mit Probekörpern aus dem betreffenden Stoffe, 
sowie auch aus Überlegungen über den Sicherheitsgrad, der im ge- 
gebenen Falle der Anwendung geboten erscheint, festgestellt wer- 
den muß. 

Wir wollen jetzt weiterhin annehmen, daß man für gewisse An- 
wendungen berechtigt sei, f = 0,2 zu wählen. Dann wird in dem vor- 
hergehenden Zahlenbeispiele 

i>^i = 154 kg 

gefunden, und wir wollen weiter zusehen, zu welchen Zahlenwerten die 

Formeln in diesem Falle führen. Aus den Gl. (12) bis (14) ergibt 

sich nun i 

a = 0,021 cm ; A= 0,00203 cm ; p^ = 35200 — ^, 
' ' ^^ cm* 

und endlich erhält man noch aus Gl. (25) 

tpa = 0,0105. 

I 

Aus den Zahlen für a und tpa erkennt man deutlicli, daß in der 
Tat die Druckfläche sehr klein bleibt im Verhältnis zum Kugelhalb- 
messer r = 1 cm und daß daher gegen diese der Ableitung der For- 
meln zugrunde gelegte Annahme aus dem Ergebnisse der Zahlenrech- 
nung kein Bedenken zu erheben ist. 

§ 90. Ausblick auf mögliche Erweiterungen der Theorie. 

Die Theorie der Härte von Helrtz ist bisher in keinem wesentlichen 
Punkte übertroffen worden. Nachträglich hat sich zwar gezeigt, daß 
man in den einfacheren Fällen ihre Ergebnisse auch aus der älteren 
Theorie von Boussinesq ableiten kann, bei der es nicht nötig ist, 
die Formeln der Potentialtheorie heranzuziehen; aber für den allge- 
meinen Fall der elliptischen Druckflächen reicht man damit doch nicht 
aus, und man sieht sich dann doch wieder auf den von Hertz selbst 
eingeschlagenen Gedankengang angewiesen. Zu einzelnen Punkten sind 
wohl auch noch weitere Ausrechnungen von verschiedenen Verfassern 
vorgenommen worden; aber sie haben nichts wesentlich Neues hinzu* 
zufügen vermocht. 

Trotzdem vermag man sich von dem gegenwärtigen Stande der 
Theorie der Härte nicht ganz befriedigt zu fühlen, da sie offenbar nicht 
alle Beobachtungstatsachen umfaßt. Das ist schon bei der ersten ein- 
gehenderen Prüfung der Theorie auf dem Versuchswege von Auerbach 
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festgestellt worden. Auch vorher hatte man schon bemerkt, daß man 
bei gleicher Härte mit einem spitz zugeschärften Körper eine Platte 
leichter beschädigen kann als umgekehrt mit der Platte die Spitze. 
So wird auch bei den Kugeldruckversuchen unter Umständen, die an- 
nehmen lassen, daß die Kugel und die Platte aus ungefähr gleich harten 
Stoffen bestehen, trotzdem die Platte entweder allein oder wenigstens 
stärker. beschädigt als die Kugel. 

Aufgabe der weiteren Forschung bleibt es, für diese Tatsachen die 
l*ichtige Erklärung zu finden. Dabei handelt es sich aber freilich nicht 
etwa nur um eine überwiegend mathematische Aufgabe, also etwa um 
die Aufstellung von Integralen der elastischen Grundgleichungen, die 
besser als bisher den Grenzbedingungen angepaßt wären. Was auf 
diesem Wege von Hertz geleistet wurde, dürfte nicht leicht übertroffen 
werden können. Man könnte zwar etwa daran denken, die Ungenauig- 
keit, die insofern zugelassen wiu*de, als man die Formänderung in der 
Umgebung der Druckfläche bei der Kugel nach derselben Formel be- 
rechnet, wie bei der Platte durch eine auf die Kugel selbst zugeschnit- 
tene Lösung zu beseitigen oder zu vermindern. Aber wir sahen vorher 
an dem Zahlenbeispiele, daß a und yt^ so klein sind, daß in der Tat ein 
merklicher Einfluß der Kugelkrümmung innerhalb dieses kleinen Be- 
zirkes kaum erwartet werden kann. Außerdem würde auch, selbst wenn 
hierdurch eine kleine Verbesserung der Formeln herbeigeführt werden 
könnte, ein solches Ergebnis nichts daran ändern können, daß die For- 
meln unabhängig vom Maßstabe, in dem man die Probekörper herstellen 
läßt, sein müßten, wde dies ja von allen Lösungen der elastischen Grund- 
gleichungen zutrifft. Es ist daher gar nicht möglich, auf diesem Wege 
eine Erklärung dafür zu finden, daß eine kleine Kugel imter sonst 
gleichen Umständen besser dazu geeignet ist, eine Platte zu beschädigen, 
ohne dabei selbst einen Schaden zu erleiden als eine größere Kugel. 

Die einzige Möglichkeit zur Erklärung dieser Beobachtungstatsachen 
muß daher in einem verschiedenen Verhalten der Oberflächenschichten 
des Körpers gegenüber den inneren Schichten erblickt werden, genau so 
wie bei den Kapillarerscheinungen in den Flüssigkeiten. Hierdurch wird 
für jeden Stoff ein bestimmtes Maß gegeben, bis zu dem hin die Ober- 
flächenschicht merklich abweichende Eigenschaften erkennen läßt, und 
der Maßstab, in dem man die Probekörper ausführen läßt, macht sich 
dann deshalb bemerklich, weil die Dicke der Oberflächenschicht stets 
dieselbe bleibt, solange man denselben Stoff verwendet und daher bei 
der kleineren Kugel mehr ausmacht als bei der größeren. 

Will man den Versuch machen, auf Grund dieser Überlegung zu 
einer verbesserten Härtetheorie zu gelangen, so entsteht die Frage, 
worin nun die Oberflächenschicht von den tiefer liegenden Teilen des 
Körpers in ihrem Verhalten abweichen könnte. Daß eine solche Ab- 
weichung sich schon in den allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen zwi- 
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sehen den Spannungskomponenten bemerklich machen könnte, wird 
man jedenfalls nicht anzunehmen haben, denn die Tatsachen, die eine 
Erklärung verlangen, weisen darauf hin, daß die Oberflächenschicht 
nicht etwa nur mikroskopisch klein sein kann, sondern daß sie eine 
merkUche Dicke haben muß, die jedenfalls weitaus größer ist als der 
Abstand zwischen den Körpermolekülen, so daß Störungen^ die vom 
molekularen Aufbau des Körpers herrühren könnten, nicht in Betracht 
zu ziehen sind. 

Die einfachste Annahme, die hiernach bleibt, scheint die zu sein^ 
daß die Elastizitätskonstanten in der Oberflächenschicht veränderlich 
sind mit dem Abstände von der Oberfläche, so daß sie erst in einem 
gewissen Abstände die von da ab nicht weiter merklich veränderlichen 
Werte annehmen, die man für den betreffenden Stoff unter solchen 
Umständen findet, bei denen sich der Einfluß der Oberflächenschicht 
nicht bemerklich machen kann. Hierbei könnte es auch sehr wohl sein^ 
daß ein Stoff, der unter gewöhnlichen Umständen als isotrop betrachtet 
werden kann, in der Oberflächenschicht anisotrop wäre, so daß die 
Elastizitätskonstanten für die Richtung der Normalen von jenen für 
die senkrecht dazu stehenden Richtungen verschieden wären. 

Hiermit wäre also in einem gewissen Sinne eine mathematische 
Aufgabe umschrieben, deren Lösimg zwar schwierig, aber doch nicht 
aussichtslos erscheint. Man würde sich dabei zunächst natürlich auf 
eine Lösung unter den einfachst-möglichen Annahmen beschränken 
dürfen. Aber wie die Lösung der mathematischen Aufgabe auch aus- 
fallen möchte, sie dürfte immer nur als die Vorstufe zur Lösung der 
physikalischen Frage nach den besonderen Eigenschaften der Ober- 
flächenschichten der festen Körper angesehen werden, die sich nicht 
nur bei den Härteerscheinungen, sondern auch sonst unter geeigneten 
Umständen recht wohl bemerklich machen können. Erst wenn es ge- 
Ungt, diese Eigenschaften unter verschiedenen Umständen nachzuweisen 
und eine für alle Fälle zutreffende Theorie dafür aufzustellen, wird 
man sich ganz damit zufrieden geben können. 

Auf eine Überlegung, die nach der gleichen Richtung hin geht^ 
möge hier wenigstens noch hingewiesen werden. Man betrachte einen 
Zugstab aus einem sehr spröden Stoffe. Ist er mit einer ringsum laufen- 
den Einkerbung versehen, so wird dadurch in der Kerbe die Spannung 
bedeutend — in gewissen Fällen also etwa auf das Doppelte — erhöht. 
Wenn der Körper sehr spröd ist, bricht er unter diesen Umständen eher, 
und die Versuche bestätigen dies auch. Ist er weniger spröd, so tritt 
der gleiche Erfolg zwar nicht unter einer einmaligen Belastung, wohl 
aber bei einem Dauerversuche mit hinreichend oft wiederholten Be- 
lastungen ein. 

Hierbei kommt es nicht auf die Größe des Halbmessers der Einker- 
bung an, und zwar nach der Theorie sowohl als nach der Erfahrung, 
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sofern es sich nur um geometrisch ähnliche Probekörper handelt. Hat 
man mm den Probekörper mit einer möghchst glatten, etwa mit einer 
polierten Oberfläche versehen, so wird sich doch nicht vermeiden lassen^ 
da£ an einzelnen Stellen, etwa durch kleine Körnchen veranlaßt, die 
im Schleifmittel enthalten waren, feine Rinnen in der Oberflächen- 
schicht vorkommen, die sich als Einkerbungen im kleinsten Maßstäbe 
auffassen lassen. Wird nun auch von diesen anzunehmen sein, daß 
sie denselben Erfolg herbeiführen, wie die ihnen geometrisch ähnlichen 
Einkerbungen im gewöhnliciien Sinne des Wortes? Das wird ganz 
davon abhängen, ob die Oberflächenschichten dieselben oder andere 
elastische und Festigkeitseigenschaften haben als die inneren Schichten. 

Dünne Drähte ergeben in der Regel eine erhebliche höhere auf die 
Flächeneinheit bezogene Zugfestigkeit als stärkere Drähte, die aus dem- 
selben Stoffe hergestellt wurden. Das hängt mindestens zum Teile von 
der Art der Bearbeitung bei der Herstellung der Drähte ab, durch die 
das Kleingefüge des Stoffes geändert wird. Aber es ist nicht aus* 
geschlossen und auch sehr wahrscheinlich, daß sich der Unterschied 
zwischen der Oberflächenschicht und den tiefer liegenden Teilen darin 
ebenfalls ausspricht. 

Es sind also in der Tat grundlegende Fragen, um die es sich hier- 
bei handelt. Fragen, die für alle Teile der Festigkeitslehre von Be- 
deutung sind und die sich eben nur bei den Er- 
scheinungen der Härte besonders deutlich bemerk- 
lich machen. Hier hegen jedenfalls wichtige Auf- 
gaben vor, die ihrer Lösung noch harren. 

Endlich möge hier noch eine Aufgabe erwähnt 
werden, für die es ebenfalls noch an einer Lösung 
zu fehlen scheint und die jedenfalls leichter, frei- 
hch aber auch weniger wichtig ist, als die soeben 
besprochene. In Abb. 119 sei A die Ansicht einer 
Kugel, B der Querschnitt eines Hohlzylinders, 
beide vom gleichen Halbmesser r. Die Kugel berührt zunächst den 
Zylinder längs eines Kreisbogens und wird dann mit einer Kraft P 
aufgedrückt, die eine Abplattung hervorbringt. Verlangt wird die Be- 
rechnung der Breite der Druckfläche, die sich unter diesen Umständen 
ausbildet und hiermit auch des größten bezogenen Druckes. 




Abb. 119. 



Neunter Abschnitt. 

Die Eigenspannungen. 

§ 91. Der Begriff und die Herkunft der Eigenspannungen. 

Wir wollen den Begriff der Eigenspannungen hier dahin feststellen, 
daß er alle Spannungen umfaßt, die in einem gegebenen Körper un- 
abhängig von den an ihm angreifenden äußeren Kräften vorkommen 
können. Zunächst gehören also dazu alle "Spannungen, die in einem 
unbelasteten Körper etwa bestehen, gleichgültig, wodurch sie im übrigen 
hervorgerufen sein mögen. Ferner gehört auch jener Anteil der in einem 
belasteten Körper auftretenden Spannungen dazu, der zurückbleibt, 
wenn alle Lasten von ihm entfernt werden. Den anderen Anteil, der 
von den Lasten unmittelbar verursacht ist und der mit ihrer Entfer- 
nung wieder verschwindet, nennen wir im Gegensatze dazu die »Last- 
spannungen«. Zu den Aufgaben unserer Untersuchung gehört es, 
den Zusammenhang, in dem die Lastspannungen mit den Eigenspan- 
nungen stehen, näher festzustellen. 

Die Begriffsfestsetzung der Eigenspannungen verlangt, daß der 
ganze Umfang und Inhalt des Körpers, in dem sie vorkommen, genau 
angegeben xmd bei der Beurteilung ihrer Eigenschaft als Eigenspan- 
nungen sorgfältig beachtet wird. Das ist deshalb nötig, weil auch die 
»äußeren« Kräfte, von denen die Eigenspannungen unabhängig sein 
sollen, selbst schon eine bestimmte Abgrenzung des ganzen Körper- 
raumes zu ihrer Begriffsbestimmung voraussetzen. Legt man nämlich 
einen Schnitt durch den Körper, der ihn in zwei Teile trennt^ und be- 
schränkt sich hierauf auf die Betrachtung eines der beiden Teilstücke, 
so gehen die in dem Schnitte übertragenen Kräfte, die für den ganzen 
Körper innere Kräfte, also für den unbelasteten Körper Eigenspan- 
nungen waren, in äußere Kräfte, also in Lasten über, die an dem Teil- 
Stücke angreifen. Diesen Lasten entsprechen auch Lastspannungen im 
Teilstücke. Hieraus folgt, daß die in einem bestimmten Teile eines 
Körpers vorhandenen Spannungen, die als Eigenspannimgen zu be- 
trachten sind, solange man den Körper als Ganzes betrachtet, diese 
Eigenschaft ganz oder teilweise verlieren, sobald man sich den Teil 
vom Reste des Körpers abgegrenzt denkt. 
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Im allgemeinen Falle bleiben auch nach der Trennung des Körpers 
in zwei verschiedene Teile noch in jedem Teile Spannungen zurück, 
die man als Eigenspannungen des betreffenden Teiles anzusehen hat. 
Jedenfalls darf man aber die Eigenspannungen des Teilstücks nicht 
mit den in diesem Körperteile vor der Trennung bestehenden Eigen- 
spannungen des ganzen in sich zusammenhängenden Körpers verwech- 
seln. Die nach der Trennung zurückbleibenden Eigenspannungen ent- 
sprechen dem verminderten Zwange, der auch nach der Entfernung 
der in der Trennungsfläche übertragenen und als Lasten an dem Körper- 
stücke angreifenden Spannungen weiterhin noch bestehen bleibt. Man 
lihnn demnach für jedes in bestimmter Weise abgegrenzte Teilstück 
des Körpers die darin übertragenen Spannungen, die als Eigenspan- 
nungen des ganzen Körpers anzusehen sind, in zwei Anteile zerlegen, 
von denen der eine Anteil die auch dem Teilstücke als solchem eigen- 
tümlichen Eigenspannungen enthält, während der andere Anteil aus 
Lastspannungen des Teilstücks besteht, die durch die in den Grenz- 
flächen übertragenen und als Lasten an dem Teilstücke angreifenden 
Spannungen hervorgerufen sind. Hiernach bilden also die zu jedem 
Teilstücke gehörigen Lastspannungen jenen Anteil des ganzen darin 
vorkommenden Spannungszustandes, der dadurch zum Verschwinden 
gebracht werden kann, daß man den Zusammenhang des Teilstückes 
mit dem Reste des Körpers vollständig löst. 

Wird von einem Teilstücke des Körpers abermals ein kleineres 
Teilstück abgegrenzt, so erlischt wiederum ein Teil des vorher noch 
darin zurückgebliebenen Zwanges, und man kann mit der weiteren 
Teilung so lange fortfahren, bis die in dem Reststücke noch verbleiben- 
den Eigenspannungen nur noch als unerheblich anzusehen sind. Man 
nähert sich daher durch fortgesetzte Teilungen dem spannungsfreien 
Zustande der Reststücke. Oder mit anderen Worten: man kann ein 
nach allen Richtungen hin unendlich kleines Raumelement stets als 
frei von allen ihm selbst eigentümlichen Eigenspannungen ansehen. 
Die Bezeichnung »unendlich klein« verlangt nämlich an sich schon 
einen solchen Grenzübergang, wie wir ihn eben besprochen haben und 
von dem wir erkannten, daß bei ihm zuletzt alle Reste von Eigen- 
spannungen verschwinden. 

Was wir bisher besprochen haben, dient nur dazu, den Begriff der 
Eigenspannungen deutlich festzusteUen, ohne jede Rücksicht darauf, 
wie diese Eigenspannimgen zustande gekommen sind oder wodurch sie 
verursacht wurden. Auch die allgemeinen Eigenschaften der Eigen- 
spannungen, die wir im nächsten Paragraphen besprechen wollen, 
gelten gemeinschaftlich für alle Eigenspannungen ohne Unterschied 
ihrer Herkimft, und sie werden daher am besten für alle gemeinsam 
besprochen. Um aber eine deutliche Vorstellung von dem Gegenstande 
unserer Untersuchung zu geben und eine Übersicht über die verschie- 
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denen Anwendungen vorauszuschicken, die von diesen allgemeinen 
Untersuchungen späterhin gemacht werden können, sollen jetzt noch 
die wichtigsten Ursachen aufgezählt werden, die zur Entstehung von 
Eigenspannungen in einem Körper führen können. 

Man kann die Eigenspannungen ihrer Herkunft nach in drei Haupt- 
klassen einteilen. Zur ersten Klasse rechnen wir die »Temperatur«- 
oder »Wärme Spannungen«, die in einem Körper hervorgerufen wer- 
den, der an verschiedenen Stellen verschieden stark erwärmt oder ab- 
gekühlt wird. Jeder Ingenieur kennt sie, und in vielen Fällen fürchtet 
er sie. Er weiß, wie wichtig es ist, sorgfältig auf sie zu achten, um sie 
womöglich vermeiden oder ihnen sonst in geeigneter Weise begegnen 
zu können. In Maschinenteilen, die während des Betriebes stark wech- 
selnden Temperaturen ausgesetzt sind, führen sie häufig genug zu 
Brüchen oder zu sonstigen Schäden, und ihre Berechnung oder wenig- 
stens die Abschätzung ihrer Größe ist in solchen Fällen noch wichtiger 
als die der Lastspannungen. In der Festigkeitslehre sind daher die 
Temperatiu'spannungen von jeher wenigstens für gewisse Fälle bespro- 
chen worden; aber sie wiu'den stets für sich betrachtet und wurden 
dadurch in einen Gegensatz nicht nur zu den Lastspannungen, sondern 
auch zu den übrigen Eigenspannungen gebracht. Hier behandeln wir 
sie aber zunächst gemeinsam mit diesen, da sie die wichtigsten Eigen- 
schaften mit ihnen teilen. 

Zur zweiten Klasse gehören alle Eigenspannungen, die durch den 
Herstellungsvorgang oder durch die Bearbeitung des von ihnen 
betroffenen Körpers bedingt ^ind. Vor allem gehören dazu die Guß- 
spannungen, die sich in den Gußstücken niemals völlig vermeiden 
lassen und die durch eine nicht völlig gleichmäßige Abkühlung des 
geschmolzenen Metalles nach vollzogenem Gusse und die nicht gleich- 
zeitig, sondern erst nach und nach eintretende Erstarrung verursacht 
werden. Sie nach MögUchkeit zu vermindern oder zu verhüten, bildet 
eine der Hauptsorgen jedes Gießerei- Ingenieurs, besonders aber in der 
Stahlgießerei. Kann man sie anfänglich nicht genügend vermeiden, so 
sucht man sie nachträglich noch herabzumindern, etwa durch wieder- 
holtes längeres Ausglühen des Gußstücks. Auch häufig wiederholte 
Erschütterungen, wie sie etwa ein Maschinenteil während des Ganges 
einer Maschine erfährt, können im Laufe der Zeit auf den allmählichen 
Ausgleich eines ursprüngUch bestehenden Zwanges hinwirken. 

Eine dritte Klasse wird von den Spannungen gebildet, die in einem 
vorher spannungsfreien Körper zurückbleiben, wenn er eine Last auf- 
zunehmen hatte, durch die an einzelnen Stellen des Körpers eine Über- 
schreitung der Elastizitätsgrenze herbeigeführt wurde. Man 
wird sie häufig treffend als »Restspannungen« oder als Nach- 
spannungen bezeichnen können. Bei der genaueren Untersuchung 
dieser Restspannungen wird man auch auf die Erscheinungen der 
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elastischen Nachwirkung und die damit verbundenen Folgen zu 
achten haben. — Eine scharfe Trennung zwischen der dritten und der 
zweiten Klasse läßt sich übrigens nicht ziehen, da die zur Herstellung 
eines Körpers dienende Bearbeitung sehr häufig in der Herbeiführung 
bleibender Formänderungen durch Schmieden, Hämmern, Walzen usf. 
besteht. 

Hiermit sind die praktisch wichtigsten Ursachen der Eigenspan- 
nungen aufgezählt. Einen Anspruch auf Vollständigkeit macht aber 
diese Aufzählung keineswegs; es soll damit vielmehr nur ein ungefährer 
Überblick gegeben werden. Bei Holz könnte man z. B. noch als eine 
recht häufig vorkommende Ursache von Eigenspannungen eine An- 
feuchtung, die ein Aufquellen hervorruft, oder ein Austrocknen ein- 
zelner Stellen anführen. 

§ 92. Die aligemeinen Eigenscliafften der Eigenspannungen. 

Ein unendlich kleines Raumelement eines Körpers kann als frei 
iron Eigenspannungen angesehen werden, die ihm selbst eigentümhch 
wären. Wenn es aus dem Verbände mit dem übrigen Körper losgelöst 
wird, geht es in einen spannungsfreien Zustand über und der Fortfall 
der vorher in ihm bestehenden Spannungen bringt eine Gestaltänderung 
an ihm hervor. Wir wollen uns ein Element herausgegriffen denken, 
das nach dieser Gestaltänderung ein rechtwinkeliges Parallelepiped von 
den Kantenlängen dxdy dz bildet. Das ist dann, wie wir sagen können, 
der natürliche oder zwangsfreie Zustand dieses Elementes. 

Um dem Elemente die Gestalt wieder aufzunötigen, die es im 
Verbände mit dem übrigen Körper eingenommen hatte, müssen wir 
Spannungen daran anbringen mit den Komponenten o^ usf., die solche 
bezogene Dehnungen e^ usf. und Winkeländerungen yam usf. daran her- 
vorzubringen vermögen, wie sie dem Elemente zukamen, solange es 
noch zu dem Verbände des ganzen Körpers gehörte. Der Zusammen- 
hang zwischen den Spannungskomponenten und den Zwangsgrößen 
der e und y richtet sich nach den elastischen Eigenschaften des Körper- 
stoffes. Wir sind daher genötigt, hierüber eine bestimmte Annahme 
zu machen, und wir entscheiden uns an dieser Stelle, wie auch sonst 
überall in diesem Buche, für die einfachste Annahme, daß der Bau- 
stoff isotrop, also nach allen Richtungen hin gleich beschaffen sei und 
daß er sowohl dem Hookeschen, wie auch allgemein dem Superpositions- 
gesetze gehorche. Dann bestehen zwischen den Dranggrößen a^ usf. 
und den Zwangsgrößen £« usf. die schon im ersten Abschnitte unseres 
Buches ausführlich besprochenen Beziehungen. 

Als ein geeignetes Maß für die Größe des gesamten Zwanges, der, 
auf die Raumeinheit bezogen, an einer bestimmten Stelle des Körpers 
herrscht, können wir die bezogene Formänderungsarbeit A ansehen, 
die sich nach jeder der Gl. (53) bis (57) von § 5 berechnen läßt^ In 
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den Formänderungsgrößen ausgedrückt, erhält man für A nach Gl. (55> 

A = G I V + V + V + ^2 + T <'^-' + '^-* + '^-' j- 

Der »Linkszeiger« 0, den wir den e und y beisetzten, soll hier darauf 
hinweisen, daß es sich in dieser Formel um den unbelasteten und un- 
gestört in sich zusammenhängenden Körper handelt. Das entsprechende 
Maß für den Zwang, der in dem ganzen Körper aufgespeichert ist, wird 
durch das Raumintegral 

A = G J joe,« + 0^^« + 0^2 ^ ._"^ ^ + ^ (Oy^^» + oy^t + »y»*)}^» ( 1 ) 

gebildet. 

Wir wollen uns jetzt mit dem unbelasteten Körper eine unendlich, 
kleine virtuelle Formänderung vorgenommen denken, und die Ände- 
rungen, die die Zwangsgrößen e^ usf. dabei gegenüber den Ausgangs- 
werten ^Eg, usf. erfahren, mit de^ usf. bezeichnen. Dann erhält man 
nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, wie wir aus den 
Untersuchungen in § 9 wissen, für die Änderung dA des Arbeitsbetrages^ 
A in Gl. (1) ^^^Q 

Man kann auch, um ausdrücklich hervorzuheben, daß es sich bei 
dieser Variation um eine unendlich kleine virtuelle Gestaltänderung 
handeln soll, diese Gleichung ebenso, wie es schon in Gl. (45) von § 14 
geschehen ist, in der Form 

Og A — '■ \J . . . . . . . . . \»*) 

anschreiben. Hiermit ist zugleich, wie schon am Schlüsse von § 9 
näher dargelegt wurde, die Bedingung dafür ausgesprochen, daß im 
stabilen Gleichgewichte des unbelasteten^ aber mit Eigenspannungen 
behafteten Körpers die nach vorstehender Gl. (1) berechnete Form- 
änderungsarbeit zu einem Minimum wird. 

Umgekehrt kann man auch sagen, daß der einem inne- 
ren Zwange unterworfene Körper im unbelasteten Zustande 
von selbst jene Gestalt als stabile Gleichgewichtslage an- 
nimmt, mit der die kleinste nach Gl. (1) berechnete Form- 
änderungsarbeit verbunden ist. 

Als wesentliche Voraussetzung dieser Schlüsse sei nochmals hervor- 
gehoben, daß die durch die de^ usf. beschriebene Gestaltänderung eine 
virtuelle sein, d. h. also, daß sie ohne Störung des Körperzusammen- 
hanges möglich sein mußte. Das kommt darauf hinaus, daß sich alle 
ÖBg. usf. in gewissen virtuellen Verschiebungen d^ drj dC der Körper- 
punkte darstellen lassen müssen, die ihrerseits wieder stetige Funk- 
tionen der Koordinaten xyz bilden müssen, damit ein Zerreißen des 
Körperzusammenhanges an etwaigen Unstetigkeitsstellen vermieden 
wird. 
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Diese wesentliche Voraussetzung würde z. B. verletzt werden, 
wenn wir für den mit Eigenspannungen behafteten Körper 

1 1 

Ä6j.= - Op . Ap — — ®e^ usf. 

setzen wollten, worin n eine bestimmt gewählte große Zahl bedeutet. 
Denn wir wissen schon, daß beim Zerschneiden des Körpers in seine 
einzelnen Raumelemente diese solche Formänderungen erleiden, daß sie 
sieh nachher nicht mehr ohne Zwang zu einem lückenlosen Körper 
zusammenbauen ließen. Auch ein Bruchteil der damit verbundenen 
Gestaltänderungen müßte daher bereits zu einer Zerreißung des Körper- 
zusammenhanges führen. Wollte man aber trotzdem annehmen, daß 

die d fjp = — ^€j. usf. tatsächlich virtuelle Verschiebungen wären, so 

könnte GL (2) nur erfüllt sein, wenn alle in Gl. (1) vorkommenden 
Zwangsgrößen Ca- usf. an allen Stellen des Körpers zu Null würden. 

Diese Folgerung kann in dem Satze ausgesprochen werden, daß 
ein unbelasteter Körper völlig spannungsfrei werden muß, 
wenn es geometrisch möglich ist, daß er ohne eine Zer- 
reißung des Körperzusammenhanges aus einem gegebenen 
Anfangszustande in den spannungsfreien Zustand zu ge- 
langen vermag. Im anderen Falle dagegen nimmt er von einem 
gegebenen Anfangszustande heraus zuletzt jene Gestalt und jenen Span- 
nungszustand an, mit denen ein Minimum von Formänderungsarbeit 
verbunden ist. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß ein mit Eigenspannungen behaf- 
teter Körper irgendwie belastet wird. Die dadurch hervorgerufene ela- 
stische Formänderung führt an einem Volumenelemente dxdy dz zu 
Dehnungen und Winkeländerungen, die wir zum Unterschiede von den 
vorher betrachteten mit *ß und ^y bezeichnen wollen. Der hier bei- 
gesetzte »Linkszeiger« b soll als Anfangsbuchstabe von »Belastung« 
auf die Ursache dieser Formänderungen hinweisen. Die gesamte Form- 
änderung des betreffenden Raumelements gegenüber dem spannungs- 
freien Zustande ergibt sich aus der Summe der beiden Teilbeträge, also 

^x = % + *«* usf. ; c = ^c + *e; y«« = ®y«v + *y«if usf. 

und die dem neuen Zustande entsprechende Formänderungsarbeit wird 
gemäß Gl. (1) zu 

erhalten. Man kann aber leicht nachweisen, daß dieser Ausdruck in 

A=^A + ^A (3) 

übergeht, wenn man unter M die dem unbelasteten Zustande mit den 
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Zwangsgrößen ^Sg. usf. entsprechende Formänderungsarbeit versteht 
und unter ^A die in einem vorher spannungsfreien Körper mit den 
Zwangsgrößen ^Sa, usf. verbundene Formändenmgsarbeit. 

Um den Beweis für diese Behauptung zu führen, denken wir uns 
in der Formel für A die Quadrate der zweigUedrigen Ausdrücke gebildet 
und hierauf zunächst die Glieder zusammengefaßt, die die Quadrate 
der mit dem Linkszeiger behafteten Zwangsgrößen enthalten. Diese 
Glieder liefern zusammen M, und ebenso entsteht ^A aus der Summe 
der Glieder, die aus den Quadraten der mit dem Linkszeiger b behaf- 
teten Zwangsgrößen zusammengesetzt sind. Es bleibt also nur noch 
zu zeigen, daß die Summe der gemischt zusammengesetzten Glieder zu 
Null wird. Zunächst lautet diese Summe 

Anderseits aber wissen wir, daß die den Eigenspannungen für sich 
genommen entsprechende Formänderungsarbeit M der Gl. (2), nämlich 

dl^A = 
genügen muß, die ausführlicher angeschrieben 

2 G Jjof, (5ß. + % de, + \ Sa, + ^^^ + 

lautet. Hierin können die d e^ usf. beliebige, unendlich kleine Änderungen 
bedeuten, die miteinander verträglich sind, ohne den Körperzusammen- 
hang zu zerreißen. Zu den Gestaltänderungen, die dieser Bedingung 
genügen und daher als »virtuelle« bezeichnet 'werden dürfen, gehört 
aber auch jene, die der Körper beim Aufbringen der Belastung tatsäch- 
lich erfährt. Setzen wir also in der vorhergehenden Gleichung 

1 1 

^C« = — ^t^\ d€y = — *£« usf., 

n n 

worin n eine beliebig gewählte große Zahl bedeutet, so sind wir sicher, 
daß diese Größen einer virtuellen Gestaltänderung entsprechen, für 
die die Gleichung d^^A ^0 erfüllt sein muß. Hiernach ist also auch 

und der Beweis für die in Gl. (3) aufgestellte Behauptung ist 
hiermit erbracht. 

Wir wollen uns jetzt noch eine weitere virtuelle Formänderung mit 
dem zugleich belasteten und auch mit Eigenspannungen versehenen 
Körper vorgenommen denken, durch die ^e. +*£« in ^ß« +*ß« + ^^ 
und entsprechend bei den übrigen Zwangsgrößen übergeführt wird. 
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Aus dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten folgt wiederum zu- 
nächst ^^ A n 

O^A = K) 

und nach Gl. (3), zugleich unter Beachtung, daß J)ei dieser Variation ^A 
als konstant angesehen werden kann, folgt daraus weiter 

a;M=0 (4) 

Wir wissen auch, daß man aus dieser Gleichung alle weiteren für 
diesen Belastungsfall gültigen Folgerungen der Elastizitätstheorie ab- 
leiten kann. Man erhält damit den Satz: 

»Solange die Elastizitätsgrenze nicht überschritten 
wird, solange also überhaupt die vorhergehenden Betrach- 
tungen anwendbar bleiben, verhält sich ein mit Eigen- 
spannungen behafteter Köfper gegenüber einer Belastung 
genau so, als wenn er frei von Eigenspannungen wäre.« 
Oder anders ausgedrückt: Die Lastspannungen sind unab- 
hängig von den Eigenspannungen. 

Man kann daher das Bestehen von Eigenspannungen in einem ge- 
gebenen Körper durch Belastungsversuche, die' man mit ihm vornimmt, 
entweder überhaupt nicht feststellen oder doch nur insoweit, als bei 
einer Steigerung der Belastung bis zum Entstehen von bleibenden Form- 
änderungen diese Grenze schon früher erreicht w^ird, wenn der Körper 
mit Eigenspannungen behaftet, als wenn er von ihnen frei ist. Sobald 
aber überhaupt irgendwo die Elastizitätsgrenze überschritten wird, ver- 
lieren alle Schlußfolgerungen, die sich auf das Hookesche Elastizitäts- 
gesetz aufbauten, ihre Gültigkeit, und wir sind daher nicht imstande, 
aus einem Belastungsversuche, der zu bleibenden Formänderungen 
führt, auf Grund der in diesem Buche vorgetragenen Lehren zuverlässige 
weitere Schlüsse zu ziehen. 

Das einzig sichere Mittel, um Eigeuspannungen durch einen rein 
mechanischen Versuch nachzuweisen und auch ihre Größe zahlenmäßig 
festzustellen, besteht 'vielmehr darin, den Körperzusammenhang durch 
Herstellung eines Schnittes oder Einschnittes ganz oder teilweise zu 
lösen imd die Formänderungen zu messen, die daraufhin erfolgen. In 
den technischen Zeitschriften kann man öfters Berichte über Versuche 
finden, die auf diese Weise mit Gußstücken vorgenommen wmrden. 
Man sucht sich auf diesem Wege Rechenschaft darüber zu geben, in- 
wieweit es bei einem bestimmten Gießverfahren gelungen ist, die Guß- 
spannungen in mäßigen Grenzen zu halten. Zu einer genaueren theore^ 
tischen Bearbeitung und Verwertung der Messungsergebnisse solcher 
Versuche ist es aber bisher noch kaum gekommen. Um sie überhaupt 
zu ermöglichen, würde es auch nötig sein, den Versuchsplan von vorn- 
herein daraufhin einzurichten. Von einem weiteren Ausbau der Theorie 
der Eigenspannungen, der sich an die hier gegebenen allgemeinen 

Föppi. Drang und Zwang, Bd. II. 18 
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Richtlinien anzuschließen hätte, würde man zweifellos noch manche 
wichtige und auch praktisch bedeutungsvolle Aufschlüsse erwarten 
dürfen. 

Der Vollständigkeit wegen möge noch erwähnt werden, daß man 
bei durchsichtigen Körpern das Bestehen von Spannungen überhaupt 
und daher auch das Bestehen von Eigenspannungen durch optische 
Versuche nachweisen kann. Dieser Versuch beruht darauf, daß die 
Körper im Zwangszustande doppelt brechend werden, auch wenn sie 
im spannungslosen Zustande nicht nur elastisch sondern auch optisch 
als isotrop zu betrachten sind. Man hat diese Eigenschaft schon öfters 
benutzt, um die in Glaskörpern auftretenden Spannungen nachzuweisen 
und sie auch der Größe nach zu beurteilen. Hier kann darauf nicht 
näher eingegangen werden, teils weil die Behandlung dieser Frage mehr 
in die Optik als in die Elastizitätslehre gehört, teils auch, weil wir uns 
selbst nicht näher damit beschäftigt haben. 

§ 93. Die Wännespanntingen. 

Eine kleine Kugel vom Halbmesser a möge um t^ erwärmt werden. 
Wenn sie sich frei auszudehnen vermag, vergrößert sich a um einen 
Betrag Aa^^ der 

A (Zv = aia 

gesetzt werden kann, wenn man unter a den Ausdehnungskoeffizienten 
versteht. Bildet dagegen die Kugel einen Bestandteil eines größeren 
Körpers und liegt sie ganz im Inneren dieses Körpers und weitab von 
den Grenzflächen des Körpers, so widersetzt sich der äußere Teil des 
Körpers der Dehnung der Kugel, und es entsteht ein Zwangszustand 
mit Spannungen o^ in radialer und o, in tangentialer Richtung, die 
unter den angegebenen Voraussetzungen nur vom Abstände r der be- 
treffenden Körperstelle vom Mittelpunkte der Kugel abhängen und 
die wir Jetzt näher berechnen wollen. 

An der Kugeloberfläche, also f ür r = a, nimmt o^ einen Wert an, 
der eine Druckspannung ist, mit der die Kugel von allen Seiten her 
belastet wird wie durch einen Flüssigkeitsdruck. Wir setzen an dieser 
Stelle a,. = — p. Im Inneren der Kugel herrscht unter diesen Um- 
ständen überall der gleiche Spannungszustand mit drei gleich großen 
Hauptspannungen von der Größe — />. Dadurch werden elastische 
Längenänderungen e^ hervorgerufen, die ebenfalls im Inneren der 
Kugel nach allen Richtungen hin gleich groß sind und für die wir aus 
den Gl. (31) von § 2 

m — 2 

^ mE ^ 

erhalten. Die gesamte auf die Längeneinheit bezogene Dehnung e im 
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Inneren der Kugel setzt sich aus Ej, und aus der durch die Erwärmung 
verursachten Dehnung e„ zusammen und man erhält dafür 

m — 2 

mE ^ 

Daraus folgt für die Vergrößerung Aa von a 

und das ist zugleich der Wert der radialen Verschiebung q bei der ela- 
stischen Formänderung des sich an die Kugel nach außen hin anschließen* 
den Teiles des Körpers für die Stelle r = a. 

Außerhalb der Kugel, also für r > a betragen die bezogenen Deh- 
nungen in radialer und in tangentialer Richtung 

dg Q 

Zwischen ihnen und den Spannungen a, und o« besteht der durch 
das Elastizitätsgesetz geregelte Zusammenhang, nämlich nach den 
Gl. (31) von § 2 

I / 2 \ 1 (m—l 1 

Löst man diese beiden Gleichungen nach a,. und o^ auf und drückt 
hierauf noch e^ und e^ in q aus, so ergibt sich 



(m + l)(m — 2) V dr r 

_ mE {^6 _i ?\ 

"* - (m + l)(m-2) Ur + "' 7/ 



(6) 



Zwischen Or und a^ besteht aber eine Gleichgewichtsbedingung gegen 
Verschieben eines Raumelementes in ra- 
dialer Richtung, die wir im Anschlüsse 
an beistehende Abbildung wie folgt ab- 
leiten. Darin bedeutet O den Mittelpunkt ^^_ 

der erwärmten Kugel, die in der Ab- ^CZS^^ ^ — ^ — ^^^ 

bildung weggelassen ist. Das durch 
Schraffierung hervorgehobene Raumele- 
ment liegt außerhalb dieser Kugel (r > a) 
und hegt zwischen den Kugelflächen r 
und r -{- dr in einem Kegel vom Öff- 
nungswinkel 2 da. Die am Umfange angreifenden Spannungen o^ liefern 
eine nach gerichtete Resultierende von der Größe 

2n(rda) dr • Oida 

18* 
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und diese muß Gleichgewicht halten mit dem Unterschiede zwischen 
den in radialer Richtung gehenden Spannungen, also mit 

-V— (n (r d a)* a,) • dr. 

Daraus ergibt sich die Gleichgewichtsbedingung 

d 



2ra, = ^(r'o,) 



(7) 



Setzt man darin für a, und a« die Ausdrücke aus den Gl. (6) ein, 
so erhält man nach einfacher Ausrechnung, bei der sich die Poissonsche 
Konstante m ganz forthebt, für q die Differentialgleichung 






2q = 



(8) 



gültig von r = a bis r = 00. Die allgemeine Lösung dieser Gleichung 

lautet f 

e = C^r + ^ (9) 



in der die Integrationskonstante C^ bei unserer Aufgabe gleich Null zu 
setzen ist, damit g f ür r = oo verschwindet. Die andere Integrations- 
konstante C2 folgt, aus der Bedingung, daß ^ f ür r = a mit dem in 
Gl. (5) festgestellten Werte von A a übereinstimmen muß. Hiemach 
folgt für Q an allen außerhalb der erwärmten Kugel liegenden Stellen 



^1 / 



m — 2 
mE 



Weiter ergibt sich daraus nach der ersten der Gl. (6) 

2a» mE 



<Te = 



, m — 2 

at ;=^ p 



r» /n + 1 \ mE 

Für r = a muß aber Or = — p werden, und daraus folgt der bisher 



noch unbekannt gebliebene Druck p 

2m 



Eat 



(10) 



'^ 3{m—l) 

In vollständig ausgerechneter Form ergibt sich hiermit für den 
betrachteten Zwäng- und Drangzustand die Lösung 



'q= '^H-l 



a 



3 



3(m — 1) r^ 



at 



m 



a- = 



2a» 



3{m — l) r» 



Eat 



(r,== 



m 



a 



8 



3(m— 1) r» 



-^^Eat 



(11) 



gültig f ür r := a bis r = oo. 
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Außerdem berechnen wir nun noch die ganze in dem Körper auf- 
gespeicherte Formänderungsarbeit A. Für die bezogene Formänderungs- 
arbeit A ergibt sich nach GL (55) von § 5 in unserem Falle 

(er + 2 e,)« 



= G (e; 



* + 2«.« + 



TO — 2 



In der Kugel vom Halbmesser a sind e^ und e« überall gleich groß, 

"*^»«^ m — 2 2(m-2) 

*' = '* = J^£-P=-3(m-l)"' 

und an diesen Stellen wird daher 

3 (m — 1)^ 

Für den in der Kugel a aufgespeicherten Teil A^ der ganzen Form- 
änderungsarbeit erhält man hiermit 

4:.a« l6{m+l)(m*- 2) 
^ = — 3— A = 9(m-lf ^<^'^Ga^fi. 

Außerhalb der Kugel a wird hingegen 

dr 3(m — 1) r* 

Q , m + 1 ^' . 
\ r 3(m — 1) r* 

9(m — 1)* r* 

Setzt man diese Werte ein und integriert über das ganze Volumen 
zwischen r = a und r = oo, 80 erhält man für die im äußeren Teile 
des Körpers aufgespeicherte Formänderungsarbeit A^ 

i 9(w — 1)« 

Hiermit endlich erhält man für die im ganzen Körper aufgespei- 
cherte Formänderungsarbeit A^ wenn man zur Abkürzung das Volumen 
der Kugel a mit V bezeichnet, 

A^Ä^4-A.^ ^^'^'^P VGaU^ (12) 

^ • " m — 1 

Die Verteilung der gesamten Zwangsarbeit A über den ganzen 

, Körper ist sehr wesentlich von dem im einzelnen Falle zutreffenden 

genaueren Werte der Poissonschen Verhältniszahl m abhängig. Für 

m = 2 wird Ai zu Null, und die ganze Zwangsarbeit steckt im Außen- 

raume. Für m = 5 wird dagegen Ai = ^4, und für /w = oo wird sogar 
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Ai = 2A^, Für den gewöhnlich angenommenen Wert m = 4 ist A^ 
= 0,8-42» "^^^ wird daher sagen dürfen, daß unter den gewöhn- 
lich vorliegenden Umständen etwas weniger als die Hälfte 
der ganzen Zwangsarbeit in dem von der Erwärmung be- 
troffenen Räume und etwas mehr als die Hälfte im Außen- 
raume anzunehmen ist. 



§ 94. Allgemeine Lösung der Aufgabe für die Wärmespannungen 

im unendlich großen Körper. 

Die Gl. (11) bezogen sich zunächst zwar nur auf einen einzelnen 
Erregungsherd von Wärmespannungen. Aber durch einfache Über- 
einanderlagerung des hierfür gefundenen Spannungszustandes mit den 
von anderen Erregungsstellen herrührenden und nach denselben For- 
meln zu berechnenden Spannungen kann man die gefundene Lösung 
leicht auch auf den Fall übertragen, daß beliebige Temperaturunter- 
schiede in dem Körper vorgeschrieben sind. Wesentlich ist dabei nur 
die Voraussetzung, daß es immer noch genügt, den Körper als unend- 
lich groß anzusehen und daß sich die Temperaturänderungen, die zu 
dem Zwangszustande führen, im Inneren des Körpers in hinreichendem 
Abstände von der Körperoberfläche vollziehen. 

Wir betrachten zunächst ein Raumelement dv = da db dc^ das 
eine Temperatursteigerung um t^ erfahren möge und fragen nach dem 
durch diese Teilursache hervorgebrachten Spannungszustande. In 
größeren Abständen von dv kann es offenbar auf die besondere Gestalt 
des nach allen Richtungen hin unendlich kleinen Elementes nicht an- 
kommen, und wir erhalten daher für die von diesem Erregungsherde 
herrührenden Spannungen nach den Gl. (11) 

^« = 7 — : TT ^ o =- (7y = — 2 a^ . . . . (13) 

und zwar gültig für alle Stellen, die sich in einem Abstände von dv 
befinden, der als sehr groß anzusehen ist gegenüber den Abmessungen 
vgn dv. 

Die besondere Eigentümlichkeit dieses Spannungszustandes besteht 
darin, daß bei ihm überall a^ = — 2 a< ist, und wir wollen jetzt sehen, 
welche weitere Schlüsse sich daraus ziehen lassen. Zu diesem Zwecke 
greifen wir auf die allgemeinen Untersuchungen des ersten Abschnittes, 
und zwar auf die Gl. (11) und (12) von § 1 zurück. Nach diesen ist 
für irgendeine Schnittfläche, deren Stellung durch die Winkelkosinus 
Tir^Ta beschrieben wird, 

wenn man unter o^ Oy a, die Hauptspannungen des betrachteten Span- 
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nuQgszustandes versteht. In unserem Falle ist dafür zu setzen 

a« = — 2 Ot und 0^ = 0^ = o^ 

entsprechend den Gl. (13) dieses Paragraphen. Hiermit ergibt sich 

o = ö,(V+r32-2V) 

T, = öt {e^r^ + e^r^ — 2eiri). 

Zwischen den Winkelkosinus c^ r^ usf. bestehen aber die Beziehungen 
[vgl. Gl. (7) von § 1] ^^, _^^^2 +^3* = 1 

und hiermit gehen die vorhergehenden Formeln über in 

o = (i-^r,^)oA ^j^j 

Tc = — SeiTja, j 

Die früher in § 1 gebrauchten Bezeichnungen, an die wir hier an- 
zuknüpfen hatten, eignen sich aber nicht für die weitere Verwendung 
an dieser Stelle, und wir müssen daher die Gl. (14) erst noch in eine 
Bezeichnungsweise umschreiben, die Mißverständnissen vorbeugt und 
den hier verfolgten Zwecken besser angepaßt ist. 

In einem rechtwinkeligen Koordinatensysteme der xyz^ das mit 
dem früher benutzten nichts zu tun hat, seien abc die Koordinaten des 
Raumelementes dv = dadb de und xyz die Koordinaten des Raum- 
punktes, für den wir den Spannungszustand feststellen wollen. Der 
Buchstabe r soll jetzt den Abstand zwischen beiden Punkten bezeichnen, 

r=i{x-ar + (y-b)^+(z-c)^ 

wie dies übrigens auch schon in Gl. (13) geschehen war. 

Der vom Punkte abc nach dem Punkte xyz gezogene und von da 
aus in derselben Richtung weiter verlängerte Radiusvektor r bildet 
mit den positiven Koordinatenachsen der xyz Winkel, die wir jetzt 
mit aßy bezeichnen wollen uad für deren Kosinus man 

X — a ^ y — b z — c 

cos a = ; cos ß = -^ ; cos y = 

r r r 

setzen kann. Um die Spannungskomponenten a« t^ey t„ für eine senkrecht 
zur JC-Achse stehende Schnittfläche mit Hilfe der Gl. (14) zu berechnen, 
haben wir an Stelle von r^ jetzt cos a zu schreiben und für e^, wenn 
es sich um die Berechnung von t^^ handelt, in der neuen Bezeichnung 
cos ß. Entsprechend ist es bei den anderen Spannungskomponenten, 
und im ganzen findet man in der neuen Bezeichnungsweise aus den 
Gl. (14) 

ajB=(l — 3 cos* a)0|; ay = (i — 3cos^ß)a^; (t, = (1 — 3cos*y)a| 1 
T,,== — Scosacos/Scr«; ?,,= — ScosjScosya,; 1,,= — Scosycosaa,/ 
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Für Ot ist hierin nachträglich noch der in Gl. (13) bereits fest- 
gestellte Wert einzusetzen. 

Zunächst beziehen sich diese Formeln nur auf den Spannungs* 
zustand, der durch die Temperaturänderung im Raumelemente da 
hervorgebracht wird. Aber die von den übrigen Ursachen herrühren- 
den Spannungszustände überdecken sich mit dem bisher betrachteten 
ohne gegenseitige Störung. Nach Ausführung einer Summierung, die 
sich über alle von Temperaturänderungen betroffenen Raumelemente 
des Körpers zu erstrecken hat, ergibt sich daher z. B. für a, und 



<yx = 



i:7t{m 



*" i7t(m — 1) J r^ 



(16) 



und entsprechend für die anderen Komponenten. 

Der Ausdruck für a^ gilt jedoch so, wie er dasteht, nur für eine 
Stelle des Körpers, die selbst von den Temperaturänderungen nicht 
betroffen wird. Denn auch bei den Gl. (13), aus denen er hervor- 
gegangen ist, war bei der Ableitung vorausgesetzt, daß der Aufpunkt 
xyz genügend weit ab von der erwärmten Stelle liege. Im allgemeinen 
Falle, bei dem auch in der Nachbarschaft des Aufpunktes Temperatur- 
änderungen stattgefunden haben, hat man für a„ zu setzen 

2m TP ^ , 

ö(m — 1) " 

+ TZ7Z7Zrvi^A 7^ '-ta^.dadbdc . . (17) 



ijt{m 



worin sich das Integral nur noch über den ganzen Raum des Körpers 
mit Ausschluß einer den Aufpunkt umgebenden kleinen Kugel zu er- 
strecken hat. Es ist dabei gleichgültig, wie groß man den Halbmesser 
dieser kleinen Kugel wählt, solange man nur innerhalb der Grenzen 
bleibt, in denen sich die Temperatur nicht merklich ändert. Für ein 
konstantes t^^^ trägt nämlich die Kugel zu dem Raumintegrale nichts 
bei. Um dies zu zeigen, nehme man den Kugelmittelpimkt als Koordi- 
natenursprung, und man hat dann 

I L -dadbdc= i -g — dadbdc = 0. 

Dies folgt nämlich daraus, daß aus Symmetriegründen offenbar 

fr2 — 3a« , Cr^—Sb^. fr« — 3c« 
}—i.— dv=^—j^dv=^—^^dv 

ist und die Summe dieser drei Integrale in der Tat Null liefert. 
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An den Schubspannungen x^ usf. ändert die Erwärmung der un- 
mittelbaren Nachbarschaft des Aufpimktes überhaupt nichts, voraus- 
gesetzt natürlich, daß keine Unstetigkeiten in der Temperaturverteilung 
vorkommen. Wegen des Wärmeleitungsvermögens des Körpers dürfen 
diese aber ohnehin als ausgeschlossen betrachtet werden. Dieselbe Vor- 
aussetzung liegt übrigens auch bei der Aufstellung von Gl. (17) zu-, 
gründe. 



§ 95. Bemerkungen zu der aufgestellten 

Die Formeln, zu denen wir gelangten, gelten streng für den sich 
nach allen Richtungen hin ins Unendliche erstreckenden Körper unter 
der Voraussetzung, daß alle Temperaturänderungen, die den betrach- 
teten Spannungszustand* hervorrufen, sich nur im Endlichen abspielen 
und nicht selbst ins Unendliche hinaus verlaufen. Für die Anwen- 
dungen kann es sich also immer nur um eine angenäherte Gültigkeit 
der aus den Formeln abzulesenden Gesetze handeln. 

Die erste Voraussetzung, daß es zulässig sein muß, den Körper 
als imendlich groß anzusehen, ist an sich nicht schlimm, denn die 
Fehler, die aus der mangelhaften Erfüllung dieser Voraussetzung her- 
vorgehen, werden in der Regel dadurch stark abgeschwächt werden, 
daß die Spannungen mit der dritten Potenz der Entfernung vom Er- 
regungsherde aus abnehmen, so daß sie also in merklichen Beträgen 
überhaupt nur in der Nachbarschaft der von den Temperaturände- 
rungen betroffenen Stellen auftreten können. 

Anders ist es aber mit der zweiten Voraussetzung, daß die Er- 
regungsstelle nicht zu nahe an die Oberfläche des Körpers heranrücken 
soll, denn bei den gewöhnlich vorkommenden Erwärmungsvorgängen 
tritt die Wärme gerade von der Oberfläche her in den Körper ein. In 
der Tat ist es unbedingt nötig, die vorgetragene Theorie nach dieser 
Richtung hin erst noch weiter auszubauen. Wir wollen uns aber für 
den Augenblick damit begnügen, den Weg im allgemeinen zu beschreiben, 
auf dem dies zu geschehen haben wird. 

Man betrachte wieder, wie es vorher geschehen war, eine kleine 
Kugel, die man schließlich zu einem Raumelemente zusammenschrumpfen 
lassen kann und die eine Erwärmung um i^ erfahren haben mag. Liegt 
sie ganz im Inneren des unendlich ausgedehnten Körpers, so treten 
darin die früher berechneten Spannungen auf. Nun denke man sich 
eine Schnittebene durch den Kugelmittelpunkt gelegt und die auf der 
einen Seite liegende Hälfte des ganzen Körpers beseitigt. Um in der 
zurückbleibenden Hälfte den ursprünglichen Spannungszustand auch 
weiterhin noch aufrecht erhalten zu können, muß man sich in der 
Schnittfläche äußere Kräfte als Lasten angebracht denken, die die 
vorher dort übertragenen Spannungen a« ersetzen. Innerhalb der 
Schnittfläche durch die Kugel bestehen diese Spannungen aus den 
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durch Gl. (10) angegebenen gleichmäßig über die Fläche verteilten Druck- 
kräften p und außerhalb der Kugel aus den Zugkräften a^, die sieh aus 
der dritten der Gl. (11) entnehmen lassen. Diese nehmen mit der dritten 
Potenz der Entfernung vom Kugelmittelpunkte ab und erlöschen daher 
schnell nach außen hin. Alle diese Zug- und Druckkräfte bilden daher 
zusammengenommen eine dicht zusammengedrängte Gleichgewichts- 
gruppe von Lasten, deren Wirkung ebenfalls nur auf Entfernungen hin 
merklich sein kann, die nicht viel größer sind als der Kugeldurch- 
messer. 

In der Lehre von den Umdrehungskörpern haben wir in § 85 bereits 
besprochen, wie man die von einer solchen Lastgruppe hervorgebrachten 
Spannungen ermitteln kann, und davon hat man hier Gebrauch zu machen. 
Nachdem dies geschehen ist, bleibt nur noch übrig, diese Spannungen 
von jenen abzuziehen, die durch die Temperaturänderung vor der Aus- 
führung des Schnittes in dem unendlich großen Körper hervorgebracht 
wurden. Der Rest gibt die Temperaturspannungen in demv durch die 
Schnittebene begrenzten Körper an, die darin durch die Erwärmung 
eines Oberflächenelementes hervorgebracht werden. Von da kann man 
dann auch wieder in derselben Weise, wie es im vorigen Paragraphen 
geschehen ist, zu dem Fall übergehen, daß sich die Erwärmung über 
einen bestimmten Teil der Körperoberfläche in gegebener Weise er- 
streckt. — Hiermit sind zum mindesten die ersten Schritte des Weges 
vorgezeichnet, den man für den weiteren Ausbau der Theorie einzu- 
schlagen haben wird. 

Man darf übrigens nicht vergessen, daß die hier teils durchgeführte, 
teils vorgeschlagene Behandlung der Wärmespannungen nicht nur um 
ihres Gegenstandes willen von Bedeutung ist, sondern daß sie zugleich 
auch ein Beispiel dafür abgeben soll, nach dem man sich bei der näheren 
Untersuchung von Eigenspannungen überhaupt richten kann, gleich- 
gültig, woher sie nun stammen mögen. Insbesondere darf man er- 
warten, daß die Gußspannungen ganz ähnliche Gesetze wie die Tem- 
peraturspannungen befolgen werden, da sie auf ganz ähnUchen Ur- 
sachen beruhen. 

Beim Erstarren eines Gußstückes dehnt sich die geschmolzene 
Masse aus. Wird sie daran gehindert, weil der Mantel ringsum schon 
erstarrt und abgekühlt ist, so werden Spannungen von ganz ähnlicher 
Art hervorgerufen werden, wie wir sie vorher besprochen haben. In 
diesem Falle liegt auch der Erregungsherd der Spannungen im Inneren 
des Körpers, so daß man sich von vornherein auf die im vorigen Para- 
graphen abgeleiteten Formeln beziehen kann. Anderseits freilich be- 
steht hierbei der sehr erhebliche Unterschied gegenüber den früheren 
Voraussetzungen, daß der bereits erstarrte Mantel bei einer Temperatur, 
die nicht viel unter dem Schmelzpunkte liegt, sehr weit davon entfernt 
ist, dem Hookeschen Elastizitätsgesetze zu gehorchen. Immerhin wer- 
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-den aber, nachdem das Gußstück vollständig abgekühlt ist, die darin 
noch zurückgebliebenen Gußspannungen von derselben Art und den- 
selben Gesetzen unterworfen sein wie die Temperaturspannungen, die 
man in einem vorher spannungsfreien Körper von der gleichen Gestalt 
durch eine geeignete Erwärmung auf verschiedene Temperaturen an 
verschiedenen Stellen hervorzubringen vermöchte. Die Erkenntnis, daß 
ein solcher Zusammenhang besteht, wird in manchen Fällen schon zur 
Klärung der oft recht schwierigen Fragen beizutragen vermögen. 

Hierbei kommt man aber sofort auch auf eine Frage von grund- 
satzlicher Art, die hier noch erwähnt werden muß. Es bedarf nämlich 
erst noch einer näheren Untersuchung darüber, ob es überhaupt unter 
allen Umständen an und für sich möglich ist, ein beliebig gegebenes 
Spannungsbild von Eigenspannungen in einem gegebenen Körper durch 
ein Zusammenwirken von Tempera,turänderungen an geeignet gewählten 
Erwärmungsstellen hervorzubringen. Von vornherein erscheint dies 
keineswegs als sicher oder als selbstverständUch. Denn es wäre recht 
wohl möglich, daß sich zwischen den unendlich vielen in einem unbe- 
lasteten Körper möglichen Spannungsbildern zwei Klassen unterschei- 
den ließen, so daß die zur einen Klasse gehörigen sich durch bloße Tem- 
peraturänderungen hervorbringen ließen, die anderen dagegen nicht. 
Das wäre ein Unterschied, der sich mit dem vergleichen ließe, der in 
der Lehre von den Kraftfeldern zwischen den wirbelfreien Feldern und 
den mit Wirbeln behafteten besteht. Wir lassen diese Frage hier offen. 
Wie sie aber auch zu entscheiden sein wird: jedenfalls werden die 
»Wärmcspannungsbilder« in erster Linie zu beachten sein. 

Im übrigen denken wir uns den praktischen Gebrauch der für die 
Wärmespannungen aufgestellten und der dafür etwa weiterhin noch 
abzuleitenden Gesetzmäßigkeiten so, daß man bestimmte Fragen, auf 
die man durch Erfahrungen oder durch planmäßige Beobachtungen 
geführt wird, zunächst durch ein Zusammenwirken einer kleinen Zahl 
von Erregungsstellen zu erklären versucht. Den zugehörigen Span- 
Dungszustand wird man nach den bereits gegebenen Formeln und Vor- 
schriften ohne Schwierigkeit zum mindesten annähernd berechnen oder 
einschätzen können. Der erste Schritt zur Aufklärung einer schwierigen 
imd in tiefes Dunkel gehüllten Frage dieser Art wird eben immer darin 
bestehen müssen, daß man irgendeinen an sich möglichen und mit den 
allgemeinen Gesetzen der Mechanik verträglichen Zusammenhang der 
Dinge annimmt und darauf die weiteren Schlußfolgerungen aufbaut. 
Denn erst der Besitz einer irgendwie annehmbaren vorläufigen Erklärung 
des Vorganges kann dazu führen, die Beobachtungsergebnisse zu sichten 
und sie schärfer miteinander zu vergleichen. Auch neue Versuche können 
dadurch angeregt werden, aus denen sich Aufschluß darüber gewinnen 
läßt, wie man die ursprüngliche Auffassung abzuändern haben wird, 
um sie in bessere Übereinstimmung mit der Wirklichkeit zu bringen. 
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§ 96. Die Wännespaiinungeii in Umdrehtingskörpem. 

Um über die allgemeine Lösung in § 94 hinauszukommen, ist es 
nötig, eine bestinmite Annahme über die Gestalt des Körpers zu machen, 
in dem die Wärmespannungen vorkommen, und über die Art der Er- 
wärmung, die zu ihnen führte. In vielen Fällen, für die eine genauere 
Auskunft über die Wärmespannungen verlangt wird, handelt es sich 
um Umdrehungskörper und um die Spannungen, die in ihnen durch 
eine axial-symmetrische Verteilung der Temperaturänderungen hervor- 
gerufen werden. Unter diesen Umständen besteht offenbar auch für 
die Wärmespannungen eine axial-symmetrische Anordnung, zu deren 
Untersuchung man sich der im 7. Abschnitt besprochenen Hilfsmittel 
bedienen kann. Wir wollen uns zunächst überlegen, wie man die für 
die Umdrehimgskörper in § 78 aufgestellten allgemeinen Formeln zu 
erweitem hat, um sie auf einen mit Temperaturspannungen behafteten 
Körper übertragen zu können. 

Zunächst hat man an Stelle der Gl. (5) von § 78, die den Zusam- 
menhang zwischen den Dehnungen e und den elastischen Verschiebungen 
I und Q ausdrückten, hier 









r 



g f 



(18> 



zu setzen, so daß also unter den e niu* die elastischen Anteile der im 
ganzen vorkommenden Dehnungen zu verstßhen sind oder jene Anteile^ 
die mit den Spannungen in dem durch das Elastizitätsgesetz angegebenen 
Zusammenhange stehen. Aus diesen Gleichungen folgt weiter 



e=ll+DQ-3at 
ox 



(19) 



wenn man das Operationszeichen D in dem früher angegebenen Sinne 
(Gl. (7) von § 78) verwendet. Die Ausdrücke für die elastischen Winkel- 
änderungen y werden dagegen von den Temperaturänderungen nicht 
betroffen. An Stelle der Gl. (8) von § 78 erhält man hierauf 



\m — 2 dx m — 2 ^ m — 2 / 
\m — 



d| , m — 1 ^Q t 1 (? 
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(20> 



Setzt man diese Werte in die Gleichgewichtsbedingungen (4) von 
§ 78 zwischen den Spannungskomponenten ein, so erhält man die elasti- 
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sehen Grundgleichungen, die im Falle der Wärmespannungen an die 
Stelle der Gl. (9) und (10) von § 78 zu treten haben. Nach einfacher 
Umformung lauten sie 



yf m — 2 p. b£ m b j^ m + l bt ^^ 



m 



br 



2{m — 1) bx^ • 2(m — 1) brbx 






/II+ i bt ^ 
az — ^0 



(21) 



m 



1 br 



Je nach der Stellung der Aufgabe ist entweder die Temperatur t 
unmittelbar als, Funktion von x und r gegeben, oder sie ist selbst erst 
Äuf Grund des Fourierschen Wärmeleitungsgesetzes aus den sonstigen 
Angaben zu ermitteln. Jedenfalls ist aber diese Ermittelung ganz un- 
abhängig von der Spannungsberechnung vorzunehmen, und wir woDen 
sie uns bereits vollzogen denken, so daß weiterhin unter t eine bekannte 
Funktion von x und r zu verstehen ist. Für ein konstantes t gehen 
übrigens, wie es sein muß, die Gl. (21) wieder in die Gl. (9) und (10) 
von §78 über. 

Eine allgemein brauchbare Lösung der Gl. (21) ist natürlich ebenso- 
wenig möglich wie früher im 7. Abschnitte. Man muß sich vielmehr 
damit begnügen, in einigen bemerkenswerten Fällen von einfacher Art 
zu nutzbaren Aufschlüssen zu gelangen. Ein für die praktischen An- 
wendungen besonders wichtiger Fall von dieser Art soll im nächsten 
Paragraphen besprochen werden. 

§ 97. Die Wärmespannungen in einem dünnwandigen Rohre. 

. Den inneren Rohrhalbmesser bezeichnen wir mit r<, den äußeren 
mit ra imd den Halbmesser eines die Wanddicke h halbierenden Kreises 
mit r«, wie aus der Querschnittszeichnung in 
Abb. 121 ersichtlich ist. Die Temperatiuren t< und 
t^ an beiden Grenzflächen betrachten wir als ge- 
geben; die zu einem Halbmesser r gehörige Tem- 
peratur t an irgendeiner Stelle der Rohrwand wird 
dann nach dem Wärmeleitungsgesetze durch eine 
logarithmische Funktion von r angegeben. Da 
wir aber ein dünnwandiges Rohr voraussetzen, 
läßt sich genau genug t als eine lineare Funktion 
von r ansehen, und der Einfachheit halber wollen 
wir davon sofort ausgehen. Die Temperatur t^ in der Mitte der Wand- 
dicke ist dann gleich dem arithmetischen Mittelwerte von t{ und t^ und 
für irgendeine Stelle der Rohrwand hat man 




Abb. 121. 



t = U + 



2(r-rJ 



(ta — tj 



(22) 
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Im allgemeineD Falle könnten t„ und t^ noch von x abhängig, also 
in verschiedenen Querschlitten des Rohres verschieden groß sein. Wir 
wollen uns aber jetzt auf die Untersuchung des einfachsten Falles be- 
schränken, daß t von x unabhängig ist. 

Außerdem wollen wir noch, um zu einer einfachen und zugleich 
praktisch wichtigen Lösung der Grundgleichimgen (21) zu gelangen^ 
den Fall betrachten, daß zugleich 

S = k^ + k^x; 1^ = (23) 

X 

9 

gesetzt werden kann, worin unter k^ und ki zwei Festwerte zu ver- 
stehen sind. 

Die erste der Grundgleichungen (21) ist durch diesen Ansatz ohne 
weiteres befriedigt, da jedes Glied dieser Gleichung für sich zu Null 
wird. Die zweite Grundgleichung geht dagegen über in 

^ n. ÜL±1« 2(^a — ^m) r. 



br m — 1 h 

In ausführlicherer Schreibweise heißt dies, wenn man sich der 
Bedeutung des Operationszeichens D erinnert, 

h^Q l bg g ^ m + 1 2 g (tg—tj ^ j^ 
br^ r br r^ m — 1 h 

wenn man zur Abkürzung für den konstanten und als gegeben anzu- 
sehenden Wert auf der rechten Seite der Gleichung den Buchstaben K 
gebraucht. 

Diese Differentialgleichung hat die allgemeine Lösung 

e=:^Kr^ + Ar + ^ (24) 

worin A und B die Integrationskonstanten bedeuten. 

Die Spannungen, die dieser Lösung entsprechen, ergeben sich aus 
den Gl. (20) zu 

a, = ^^-{(m-l)k,+ Kr+2A—(m+i)at\ 
m — 2 ^ 

2G ( 2ni — 1 B I 

T = 0. 

Für die Bestimmung der Integrationskonstanten stehen die Be- 
dingungen zur Verfügimg, daß Or für r = rt sowohl als auch für r = r^ 
zu Null werden muß. Insbesondere ergibt sich daraus 

m + 1 ''o* /•<* 



B = a(ta — tJ 



3(in — 1) r^k 
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Man darf in diesem Ausdrucke nicht etwa, wie es sonst nahe liegen 
würde, näherungsweise raVi = r^^ setzen, sondern muß den Ausdruck, 
so wie er dasteht, beibehalten. Andernfalls würde nämlich mit dem- 
selben Grade der Genauigkeit o^ überall gleich Null erhalten werden. 
•Nahezu trifft dies ja auch tatsächlich zu. Aber der Tehler, den man 
damit begeht, macht sich, wenn auch nicht im Werte von o^ selbst, 
so doch bei der weiteren Ausrechnung in dem von Ot so stark bemerk- 
lich, daß er zu vollständigen Fehlschlüssen verleiten würde. 

Man berechnet Ot am besten, indem man zuerst o^ — o^ bildet, 
wofür man aus den vorhergehenden Ausdrücken 

o, — a, = 2Gy-^ ^ 

erhält. Am Innenrande folgt daraus, da o^ dort verschwindet und nach 
Einsetzen des Wertes, für den K als Abkürzung gebraucht wurde, sowie 
von B ^ 

3(w — 1) h\r^ % 

1 1 

Mit Ta = r„j -f -K- A und r^ = r„^ ^ h geht dies über in 

3(tn — 1) ^ " *' \ ' 2r 
oder schließlich genau genug in 

<rt=2G^±^a{ta-tJ (25) 

w — 1 

In derselben Weise kann man auch a< für r = r^^ also für die äußere 
Rohrwand berechnen und findet es dort ebenso groß, nur mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen. 

Um Og^ für r = r< zu berechnen, schaffe man zuerst aus der vorher 
für Og. aufgestellten Gleichung die Konstante A fort mit Hilfe der Be- 
dingung, daß für r = Ti die Radialspannung a,. zu Null werden muß. 
Man findet dann nach einfachen Umformungen mit demselben Grade 
der Genauigkeit wie bei Ot 

o, = 2G^!^^{k,-atJ + 2G ^^[a{t, - tj 

und ebenso für die Stelle r = Ta 

wi m — 1 

Wir wollen annehmen, daß das Rohr am Ende entweder ganz frei 
oder doch so aufgelagert ist, daß es sich bei einer gleichförmigen Erwär- 
mung frei auszudehnen vermag. Dann muß für den Fall der gleichför* 
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migen Erwärmung, also für ta = tmj die Spannung a« überall zu Null 
werden, und daraus folgt für die in den Gl. (23) eingeführte Konstante k^ 

kl = €Ltfn' 

Hiermit erhält man für r ^ rt 



o« = 2 G j- a{ta — tj 



:^^^^^^ZSZ^L 



r. 



fm 



r^EESSSZZSSSi 



Abb. 122. 



m-l-- 'w • • . • . . (26) 

und denselben Wert mit entgegengesetztem Vorzeichen für den Außen- 
rand. Der Vergleich mit Gl. (25) lehrt, daß a^ und a* überall sowohl 
der Größe als dem Vorzeichen nach miteinander übereinstimmen. 

Wenn die jetzt aufgestellte Lösung überall 
zutreffen soll, erfordert sie jedoch, daß in den 
freien Endquerschnitten des Rohres Zug- und 
Druckkräfte als Lasten angebracht sind, wie 
sie den soeben berechneten Längsspannungen o^ 
entsprechen. In beistehender Abbildung, die 
einen Längsschnitt durch das Rohr in der 
Nähe des einen Rohrendes darstellt, sind diese 
Lasten am Endquerschnitte durch Pfeile an- 
gedeutet. Dabei ist angenommen, daß i^ > /» 
sei, das Rohr also von außen her erwärmt 
werde. Ist dagegen das Rohr innen wärmer als außen, so sind die 
Pfeile umzukehren. 

Innerhalb des Genauigkeitsgrades, mit dem wir uns bisher schon 
begnügten, sind die Spannungen a^ und die ihnen in den Endquerschnitten 
entsprechenden Lasten nach einem Geradliniengesetz über die Wand- 
stärke Ä verteilt, so daß sie in der Wandinitte zu Null werden. Mit 
dem gleichen Grade der Annäherung folgt daraus, daß die Summe der 
Zuglasten im Endquerschnitte gleich der Summe der Drucklasten ge- 
setzt werden kann, so daß alle an einem Endquerschnitte angebrachten 
Lasten im Sinne der Mechanik der starren Körper eine Gleichgewichts- 
gruppe miteinander bilden. 

Die Lösung, in deren Besitz wir jetzt gelangt sind, entspricht jedoch 
noch nicht dem Falle, für den wir eine Lösung vor allen anderen an- 
streben müssen. Gewöhnlich wird nämlich bei einem Rohre, für das 
wir die Wärmespannungen berechnen sollen, das Rohrende frei von 
allen Lasten sein, und für diesen Fall haben wir die endgültige Lösung 
erst noch zu suchen. Das kann aber in Anknüpfung an die bereits auf- 
gestellte Lösung dadurch geschehen, daß wir zu dem jetzt besprochenen 
Zwang und Drang noch einen weiteren hinzufügen, wie er durch eine 
Belastung an den Rohrenden für sich hervorgebracht wird, die den 
vorher geforderten Endlasten genau entgegengesetzt ist. Durch Über- 
einanderlagerung beider Lösungen heben sich dann die Lastspannungen 
gegeneinander fort, und wir behalten nur noch die für das unbelastete 
Rohr gültigen Wärmespannungen zurück. 
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Ehe wir auf diesen zweiten Teil der ganzen Aufgabe näher ein- 
gehen, muß Jedoch noch darauf hingewiesen werden, daß auch die 
bereits aufgestellte Lösung für alle Stellen des Rohres, die weit genug 
vom Rohrende entfernt sind, zugleich schon als eine hinreichend genau 
zutreffende Lösung für die Wärmespannungen im unbelasteten Rohre 
angesehen werden kann. Das folgt aus dem Saint-Venantschen Prinzip, 
wonach eine dicht zusammengedrängte Gleichgewichtsgruppe von 
Lasten, die an einem weithin ausgedehnten Körper angreift, nur in 
der Nähe der Angriffsstelle größere Wirkungen hervorbringen kann, 
während in größeren Abständen davon der Einfluß dieser Lasten schnell 
dahinschwindet und bald ganz unmerklich wird. Die genauere Unter- 
suchung, in die wir jetzt eintreten wollen, wird diesen Schluß auch im 
vorliegenden Falle bestätigen und darüber hinaus erkennen lassen, 
^welche Abweichungen von den vorhergehenden Formeln für die Span- 
nungen in der Nähe der Rohrenden auftreten. 

Eine ganz strenge Lösung der noch ausstehenden Frage über die 
von den Lasten an den Rohrenden für sich hervorgebrachten Span- 
nungen und Formänderungen wird freilich nicht leicht zu finden sein. 
Aber sie ist auch nicht nötig und wenigstens für praktische Zwecke 
ganz entbehrlich. Man kann nämlich auf verschiedenen Wegen mit 
Hilfe von vereinfachenden Annahmen zu brauchbaren Näherungs- 
lösungen gelangen und zugleich gibt uns auch der Weg, den wir hier 
einschlagen wollen, eine genügende Gewähr dafür, daß er nicht zu 
weit von dem richtigen Ziele abweichen kann. 

Im 5. Bande der »Vorlesungen« hat A. Föppl, als er diese Frage 
zum ersten Male behandelte, eine Näherungslösung auf Grund eines 
Vergleiches der Aufgabe mit der aus der elementaren Festigkeits- 
lehre bekannten Theorie eines Balkens auf nachgiebiger Unterlage 
(Theorie des Eisenbahnoberbaues) aufgestellt. Hier schlagen wir einen 
anderen Weg ein, der uns indessen zu ganz ähnlichen Ergebnissen 
führen wird. 

Wir stellen nämhch in der in diesem Buche schon oft benützten 
Weise einen Spannungszustand auf, der zunächst allen statischen An- 
forderungen für den gegebenen Belastungsfall streng genügt und der 
zugleich der Bedingung entspricht, daß die Spannungen mit wachsender 
Entfernung von dem belasteten Rohrende schnell abnehmen müssen. 
Diesen Spannungszustand wählen wir sonst so einfach als möglich, so 
jedoch, daß zwei Freiwerte darin vorkommen. Deren Ermittelung auf 
Grund des Satzes von der kleinsten Formänderungsarbeit bürgt uns 
alsdann dafür, daß die fertige Lösung nicht zu weit von der Wahrheit 
abweichen kann. 

Wir erinnern uns der im 7. Abschnitte aufgestellten Gleichgewichts- 
bedingungen zwischen den Spannungen an einem Raumelemente, 
die wir in Gestalt der Gl. (4) von § 78 nochmals anschreiben wollen. 

FOppl. Drang und Zwang, Bd. II. 19 






(27) 
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'Diese Gleichungen lauteten 

b X br 

b{rar) , h(rT) _ 

"^1^ + -^ ^*-^ 

Den Koordinatenursprung denken wir uns, wie in der letzten 
Abb. 122 schon angegeben war, in den Mittelpunkt des Anfangsquer- 
schnittes des Rohres gelegt. Im Anfangsquerschnitt z = haben wir 
an den Stellen r = rt und r = fa für a«. den durch GL (26) angegebenen 
Wert anzimehmen, jedoch mit gewechselten Vorzeichen, da wir die 
Wirkung einer Belastung untersuchen wollen, die mit der früher vor- 
gekommenen im Gleichgewichte steht und sie aufhebt. Dem entspre- 
chend setzen wir zunächst 

rcra, = / (r)e"y*(cosy x + siny a:) .... (28) 

worin / (r) eine alsbald näher zu bestimmende Funktion von r bedeutet, 
die jedenfalls f ür x == den soeben angegebenen Bedingungen an den 
Stellen r = rt und r = ra zu genügen hat. Unter y ist ein Freiwert 
unseres Ansatzes zu verstehen. 

* 

Aus der ersten der Gl. (27) folgt hierauf 

-^^ = — 2y c-y« sin y X . / (r), 
br * •- . 

woraus durch Integration 

rT = — 2 ye-y* sin ya;J/(r)dr + X 

erhalten wird. Die »Integrationskonstante« X ist zwar eine Konstante 
in bezug auf r, dagegen könnte sie von x noch abhängig sein. Da im 
Anfangsquerschnitte keine Schubspannungen als Lasten auftraten und 
das erste Glied des vorhergehenden Ausdrucks für x = schon für sich 
verschwindet, muß, um dieser Grenzbedingung zu genügen, für x = 
auch X = gesetzt werden. Wir brauchen aber auch anderwärts X 
nicht und können uns von seiner Beibehaltung nichts versprechen, so 
daß wir die uns bei der Bildung unseres Ansatzes zustehende Freiheit 
dazu benützen wollen, um es ganz zu streichen. 

Ferner muß r für jeden Wert von x sowohl bei r = r,- als bei r = u 
zu Null werden, weil die Begrenzungsflächen des Rohres nach innen 
und außen unbelastet sein sollen. Um diese Grenzbedingungen zu be- 
friedigen, setzen wir nunmehr 

rx= Kr(r^ — 2rr^ + rira)2ye-r''smyx ... (29) 

Hiermit ist über die bisher unbestimmt gebliebene Funktion f(r) 
den Bedingungen unserer Aufgabe gemäß verfügt, so nämUch, daß 
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gesetzt wurde. Durch Differentiation folgt hieraus auch /(r) selbst, 
und für a« erhalten .wir damit an Stelle von Gl. (28) 

^ — JCfSr — 4r« + ^?^)c-y*(co8yx + 8inyx) . (3Ö) 

Für den Anfangsquerschnitt folgt daraus mit o; = 
(o»)r^U = -K(3rr-^r^ + r,) = + Kk 

und man ersieht daraus, daß die vorher im Anschlüsse an GL (28) ge- 
forderten Grenzbedingungen in der Tat erfüllt sind, falls wir weiterhin 
unter K den uns vorgeschriebenen unveränderlichen Wert 

/i:==_2G^L±^a?^Lrzf?!L (31) 

m — 1 Ä 

verstehen. Der Vorzeichenwechsel gegenüber GL (26) wurde schon vor 
der Aufstellung von GL (28) gefordert und begründet. 

Wir haben jetzt noch für a,. und a^ geeignete Annahmen zu machen. 
Die Wahl ist jedenfalls so zu treffen, daß die zweite der GL (27) da- 
durch befriedigt wird. Außerdem ist bei Or darauf zu achten, daß am, 
Innenrand sowohl, als am Außenrand des Rohres a,. zu Null werden 
muß. Zu diesem Zweck bilden wir ähnUch wie vorher bei t den Ansatz 

a^ = C {j^ — 2 r r„» + '** ^a) ß~^* (cos y x — sin y x) . . (32) 
worin C einen neuen Freiwert bedeutet. Hiermit wird GL (27) erfüllt, 
lArenn wir femer noch 

a,= {C{Sr^-irr^ + r,ra)- 

— 2y^K{r^—2r^r^ + rirar)}e-y''{cosyx—smyx) . . (33) 

annehmen. Da alle hier aufgestellten Spannungskomponenten mit dem 
Faktor c"">'* behaftet sind und daher mit a: = oo verschwinden, ist 
allen vorgeschriebenen Grenzbedingungen genügt, sofern das Rohr lang 
genug ist, um es genau genug als unendlich lang ansehen zu können. 
Auch die GleichgewichtsbedinguQgen sind an jedem Raumelemente 
des Körpers erfüllt und daher wird allen statischen Anforderungen ent- 
sprochen, die man an die gesuchte Lösung zu stellen berechtigt ist. 
Außerdem enthält unser Ansatz noch die beiden Freiwerte y und C, 
und es bleibt uns nur noch übrig, diese nachträgUch so zu ermitteln, 
daß auch den Anforderungen, die von den elastischen Eigenschaften 
des Körpers herrühren, so gut als es hiermit noch möglich ist, entspro- 
chen wird. 

Den allgemeinen Ausdruck für die bezogene Formänderungsarbeit A 
in einem Umdrehungskörper haben wir schon im 7. Abschnitt in Gl. (25) 
von § 79 aufgestellt. Er lautete 

A = 4 {1- ("«^ + ^'^ + '^'^^ - 2(^1) (''« + ''' + ''•)' + 4 

19* 
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In diesen Ausdruck sind die vorher aufgestellten Werte für die 
Spannungskomponenten einzusetzen, worauf die • Integration über den 
ganzen Raum der Rohrwand von a; = bis x = oo vorzunehmen ist. 
Das gibt eine sehr umständliche Rechnung, und wir wollen uns daher 
lieber überlegen, ob man sie nicht ohne zu große Einbuße von Genauig- 
keit abzukürzen vermag. 

Das ist in der Tat möglich auf Grund der Überlegung, daß die 
Spannungskomponenten o^ und r im Durchschnitt offenbar erheblich 
kleiner «ind als die beiden anderen Spannungskomponenten o^. und a,. 
Am Innenrand sowohl als am Außenrand des Rohres müssen nämlich 
o^ und T zu Null werden und bei der Differentiation nach r müssen 
sie daher einem schnellen Wechsel unterworfen sein, während die Ände- 
rung von Oa- mit x offenbar viel langsamer erfolgt. Aus den Differential- 
gleichungen (27) läßt sich daher schon herauslesen, daß o^ und a^ viel 
größere Werte annehmen müssen als a^ und r. Außerdem wird dies 
auch durch die besonderen Ansätze bestätigt, die wir für die Span- 
nungskomponenten aufgestellt haben, da man von vornherein erwarten 

1 
darf, daß — erheblich größer ausfallen wird als die Wanddicke A bei 

einem dünnwandigen Rohre. Man kann daher in dem Ausdruck für 
die Formänderungsarbeit o^ und x streichen, und zwar ungefähr mit 
demselben Rechte, mit dem man die Schubspannungen bei der Be- 
rechnung der Biegungsarbeit eines gebogenen Balkens unterdrückt. 

Wer sich mit dieser Schlußweise nicht befreunden kann, muß frei- 
lich auf die sich aus ihr ergebende Abkürzung der Rechnung verzichten. 
Er wird auch in der Tat für die größere Mühe durch ein etwas genaueres 
Ergebnis der Untersuchung entschädigt werden. Uns kommt es aber 
hier nicht auf die höchste erreichbare Genauigkeit der Formeln, son- 
dern mehr auf eine möglichst übersichtliche Darstellung des ganzen 
Rechnungsganges an, und diese wird am besten durch die Abkürzung 
erreicht, die mit der Unterdrückung der Spannungen a,. und x in dem 
Ausdruck für A verbunden ist. 

Für die Formänderungsarbeit A in der ganzen Rohrwand erhalten 
wir hiermit 

00 r« 00 



r< n 00 



Tm 



C(m-j-l)J J 



n 

Für die weitere Ausrechnung ersetzen wir noch den Ausdruck für 
a«. in Gl. (30) durch den damit nahezu übereinstimmenden 

0^ = 2 K(r — r^)c"y*(cosyx-f sinyx) . . . (34) 
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und erhalten zunächst 






00 r« 



rt 

Die Integration nach x ist hierauf leicht auszuführen und liefert 

_3_ 

ri 

Auch mit dem Ausdrücke für a< nehmen wir zunächst eine Ver- 
einfachung vor! Zu diesem Zwecke setzen wir 

r = r^ + M, 

so daß unter u der Abstand des betrachteten Punktes von der Mittel- 
fläche des Rohres zu verstehen ist. Da bei einem dünnwandigen Rohre 
u überall klein ist gegen r^, dürfen wir höhere Potenzen von u/r^ gegen 
niedrigere vernachlässigen. Dann läßt sich für Ot an Stelle von Gl. (33) 
genau genug setzen 



Oi = \C •2rjnU — 2 y* K r^iu^ — -7-1 ? c~y* (cos yx — sin y x) 



(35) 



Die Integration nach r geht jetzt über in eine Integration nach u 
und liefert 

r. ' 2 



r* ^ h 

2 



^^^y^C K+^I^y^K^^fy (i-sin2yx). 



Daraus erhalten wir weiterhin durch Integration nach x 

ri 

In derselben Weise ergibt sich auch noch 

\ro,atdr = l'^^CK+^^y>KAe-'Y*coi2yz 



und hieraus endlich 

00 r. 



^dx^ra,o,dr = ^{^-^CK+I^^^K'\ 



rt 
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Aus diesen einzelnen Bestandteilen läßt sich nun auch der voll- 
ständige Ausdruck für die Formänderungsarbeit A zusammensetzen. Es 
ergibt sich dafür 






(36) 



Es bleibt uns jetzt nur noch übrig, die Differentialquotienten von 
A nach C und y zu bilden und sie gleich Null zu setzen. Damit er- 
halten wir die Gleichungen 



2 \ y 5 / y 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt 

-f a-¥) •••■••• -> 

Setzt man diesen Wert in die zweite Gleichung ein, so entsteht 
eine Gleichung für die Unbekannte y, in der diese nur noch in der vierten 
Potenz vorkommt. Zur Vereinfachung kann man alsdann noch ä* 
gegenüber 40 r^* vernachlässigen und erhält dann beim Auflösen zu- 
nächst 



J_ /5i3«»^-ll 3^ 

^ r„h}l 6m« ^'^' 

> 

Setzt man hierin m = oo, so ergibt sich daraus 

1,26 

frmh 

und auch für . m = 4 oder m = 3 erhält man einen davon nur wenig 
verschiedenen Wert. Hieraus folgt weiter, daß das zweite Glied in der 
Klammer von Gl. (37) bei einem dünnwandigen Rohre jedenfalls einen 
sehr kleinen Bruch darstellt. Bei den Werten von w, die man unter 
gewöhnlichen Umständen erwarten kann, genügt es daher, das zweite 
Glied gegenüber dem ersten zu vernachlässigen, und damit erhält man 
genau genug . j^ 

C^i-y- (39) 

Mit der Aufstellung dieser Formeln ist die Aufgabe im wesentlichen 
gelöst. Es ist nur noch nötig, y und C in die Formeln für die Spannungs- 
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komponenten einzusetzen, worauf man den Spannungszustand für jede 
Stelle der Rohrwand zahlenmäßig anzugeben vermag. Hierbei kommt 
es nur auf a« und auf a« an, da a,. und r diesen gegenüber unbedeutend 
sind, was wir vorher schon auf Grund allgemein gehaltener Über- 
legungen geschlossen hatten und nun auch noch nachträghch bei der 
zahlenmäßigen Ausrechnung bestätigt finden. Auch a« braucht nicht 
nochmals angeschrieben zu werden, da die Erhöhung gegenüber dem 
bereits in Gl. (26) angegebenen Werte, der für alle in größerem Ab- 
stände vom Rohrende liegenden Stellen der Rohrwand gilt, durch die 
Zufügung des sich aus Gl. (30) ergebenden Wertes nirgends von größerer 
Bedeutung werden kann. Eine wesentliche Vergrößerung gegenüber 
den früheren Werten erfährt vielmehr nur die Spannungskomponente 
Ofj und zwar unmittelbar am Rohrende selbst. 

In Gl. (25), die auch jetzt noch für die weiter vom Rohrende ent- 
fernten Stellen gültig bleibt, hatten wir für die Spannung a< am Innen- 
rande mit Benutzung der inzwischen durch Gl. (31) eingeführten Be- 
zeichnung K a, = -Kh 

erhalten. Hierzu kommt jetzt am Rohrende noch der sich aus Gl. (35) 
für X = und w = — -^ ergebende Betrag, nachdem man darin y^ und 

C aus den Gl. (38 und (39) eingeführt hat. Zum Unterschiede wollen 
wir diese Zusatzspannung mit o% bezeichnen. Man erhält dafür 

1 

a* = — Cr-, h = Kh. 

m 

Für m = 4 macht daher die Spannungserhöhung 25% der in den 
weiter abliegenden Teilen des Rohres auftretenden größten Spannung 
aus. Für m = 3 steigt die Erhöhung etwas, aber erst f ür m = 2 würde 
sie sich auf 50% belaufen. 

In Band V seiner »Vorlesungen« hatte A. Föppl nach der von ihm 
dort angewendeten Näherungstheorie die Spannungserhöhung zu 57% 
berechnet, und zwar ohne Bezugnahme auf einen bestimmten Wert 
von m, da in der dort durchgeführten Betrachtung die Wirkung der 
Querdehnung zum Teil vernachlässigt und jedenfalls nicht genauer 
imtersucht worden war. Vertrauenswürdiger erscheint der jetzt für 
die Spannungserhöhung gefundene Wert, obschon er auch noch als 
ziemlich unsicher bezeichnet werden muß. Bei dem ersten Versuche 
zur schätzungsweisen Lösung der Aufgabe gingen nämlich die Ver- 
nachlässigungen immerhin noch erheblich weiter, als sie jetzt zugelassen 
wurden. 

Bedeutend besser stimmen dagegen die Ergebnisse beider Nähe- 
rungstheorien überein hinsichtlich der Art der elastischen Formände- 
rung, die hauptsächlich von dem Werte der Konstanten y abhängt. 
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Für die in Gl. (292) von Band V mit a, hier dagegen mit y bezeich- 
nete Konstante hatte sich nämlich früher ergeben 

1,32 

während jetzt an Stelle von 1,32 die Zahl 1,26 getreten ist. Die Ab- 
weichung beträgt daher nur ungefähr 5%, und man wird daraus schließen 
dürfen, daß der hier gefundene Wert, der als der besser begründete an- 
zusehen ist, wahrscheinlich nicht mehr viel von der Wahrheit abweichen 
wird. — Daß eine Formänderung, die von dem Verhalten des Körpers 
im ganzen abhängt, durch eine Näherungstheorie im allgemeinen genauer 
ermittelt werden kann als die Spannung, die von dem besonderen Ver- 
halten des Körpers in einem engen Bezirke abhängt, entspricht einer 
Erfahrung, die wir auch früher schon wiederholt gemacht und bei der 
Theorie der Platten näher besprochen haben. 

• Der Exponentialfaktor er"^^^ der in den Formeln für die Span- 
nungskomponenten vorkommt und von dem das allmähliche Erlöschen 
der Zusatzspannungen beim Weitergehen vom Rohrende aus abhängt, 
hat in einem Abstände x, der gleich dem Rohrhalbmesser r^ ist, bereits 
den Wert r=— 

- 1,26 . V-^ 

angenommen. Selbst wenn das Rohr gar nicht besonders dünnwandig 
ist, also z. B. für r^ = 5 A oder gar für r^ = 10 A, ist dieser Faktor 
schon auf einen unbedeutenden Wert herabgesunken. Die Spannungs- 
änderungen infolge der freien Rohrenden können sich daher schon in 
einem Abstände x = r^ kaum noch bemerklich machen. Hiermit hat 
sich die zuvor auf Grund des Prinzips von Saint-Venant ausgesprochene 
Erwartung, daß sich dieser Einfluß nur in der Nähe der Rohrenden 
bemerklich machen könne, auch im vorliegenden Falle wieder als voll- 
kommen zutreffend erwiesen. 

Nachdem die Spannungskomponenten gefunden sind, kann man 
daraus auch die bezogenen Dehnungen fa;» ^n ^t berechnen, worauf 
man aus der dritten der Gl. (18) auch die Verschiebungskomponente q 
als Funktion von x erhält, womit die Gestaltänderung des Rohres 
durch die Erwärmung bekannt wird. Auf diese weitere Ausrechnung 
wollen wir hier verzichten. 

Für den Leser, der den Wunsch hat, durch eigene Arbeit selbst 
etwas zur Bereicherung unseres Wissens auf diesem Gebiete beizutragen, 
möge noch erwähnt werden, daß die Untersuchung der Wärmespan- 
nungen, die durch einseitige Erwärmung in einem dünnwandigen 
Rohre entstehen, recht erwünscht erschiene, da Fälle von dieser Art 
öfters vorkommen. Man könnte etwa an den Fall denken, daß längs 
einer Zylindererzeugenden entweder am Innen- oder am Außenrande 
eine Erwärmung stattfindet und eine dementsprechende Temperatur- 
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Verteilung in der Rphrwand voraussetzen, die nur in der Nähe der Er- 
wärmungsstelle merklich von der Mitteltemperatur des ganzen Körpers 
abwehe. Dabei dürfte es als entbehrlich angesehen werden, die in der 
Nähe der freien Rohrenden auftretenden Spannungsänderungen beson- 
ders zu berücksichtigen, und mit dieser Beschränkung dürfte sich die 
Lösung der Aufgabe wohl nicht als besonders schwierig erweisen. Ein 
anderer Fall wäre der, daß nur in einem bestimmten Punkte einer der 
beiden Begrenzungsflächen ein Erregungsherd der Temperaturspan- 
nungen gelegen wäre, d. h. daß nur in der näheren Umgebung dieses 
Punktes die Temperaturen merklich von der Mitteltemperatur des 
ganzen Körpers abwichen. 

Hierbei ist übrigens nur an Näherungslösungen ungefähr nach dem 
Muster der in diesem Paragraphen besprochenen gedacht. Strenge 
Lösungen der angeführten Aufgaben dürften einerseits wohl zu schwierig 
sein» und anderseits leistet eine auf den Satz von der kleinsten Form- 
änderungsarbeit gegründete Näherungslösung für praktische Zwecke 
so ziemlich dieselben Dienste wie eine strenge Lösung. 

§ 98. Die Nachspannungeiu 

Wenn ein Körper, der vorher spannungsfrei war, über die Elasti- 
zitätsgrenze hmaus belastet wird, bleiben nach der Entfernung der 
Lasten im allgemeinen Falle Eigenspannungen darin zurück. Die Form- 
änderung, die der Körper erfuhr, als er die Belastung aufzunehmen hatte, 
läßt sich an jeder Stelle des Körpers durch bezogene Dehnungen e und 
durch Schiebungen y beschreiben, von denen sich jeda in zwei Anteile 
zerlegen läßt, von denen der eine, den wir als den elastischen Anteil 
bezeichnen können, nur so lange bestehen bleibt, als er durch Span- 
nungen aufrcht erhalten wird, während der andere Teil, den man im 
Gegensatze dazu als den bleibenden zu bezeichnen hat, kein Bestreben 
zur Rückbildung zeigt. Wir setzen also 

e = «£ 4- ''e 
gültig für jedes e und auch für jedes y, das an Stelle von e gesetzt 
werden kann, indem die Linkszeiger e und b auf den elastischen und 
den bleibenden Anteil hinweisen. 

Damit diese Bezeichnungen nicht mißverstanden werden, ist aber 
noch eine Bemerkung erforderlich. Um die Zerlegung in die beiden 
Anteile vornehmen zu können, muß man sich nämlich das Raum- 
element des Körpers, auf das sich diese Angaben beziehen sollen, aus 
dem Verbände des ganzen Körpers losgelöst denken, so daß keinerlei 
Kräfte mehr von außen her daran angreifen. Was unter diesen Um- 
ständen von £ zurückbleibt, ist der mit ^e bezeichnete Anteil und das, 
was dabei von e verschwunden ist, der Anteil *f, der aber selbst wieder 
in zwei weitere Bestandteile zu zerlegen ist. 
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Solange nämlich, als das Raumelement zum Verbände des ganzen 
Körpers gehört, ist es durch den geometrischen Zusammenhang gehin- 
dert, die Gestalt anzunehmen, die ihm zukäme, wenn nicht nur der 
ganze Körper entlastet, sondern auch das Raumelement ohne äußere 
Beeinflussung ganz sich selbst tiberlassen wäre. Der Zwang, der dem 
Raumelemente auferlegt ist, in den Verband der übrigen Raumelemente 
hineinzupassen, bringt Spannungen hervor, die mit den ihnen ent- 
sprechenden Formänderungen nach einem Gesetze zusammenhängen, 
das man als das den gegebenen Umständen entsprechende Elastizitäts- 
gesetz des betreffenden Baustoffes zu bezeichnen hat. Was in dieser 
Art zu *ß noch hinzukommt, weil das einzelne Raumelement nicht frei 
sich selbst überlassen bleibt, bezeichnen wir mit "e und nennen es die 
»Restdehnung« oder »Nachdehnung« und "y die »Nachschie- 
bung«. Die gesamte Formänderung des Raumelementes, die unter 
dem Einflüsse der Belastung des Körpers den Wert *e -\- *e angenom- 
men hatte, sinkt daher nach der Wegnahme der Belastung des Körpers 
nicht etwa auf ^6, sondern auf *e +**f, so daß nur der Anteil *e — "c 
verschwindet. 

Durch die Nachdehnungen ^e und die Nachschiebungen *y wird 
der Nach zwang beschrieben, der dazu erforderlich ist, um den geo- 
metrischen Zusammenhang zwischen den Teilen des Körpers gegenüber 
den damit für sich nicht verträglichen Formänderungen ^e und *y auf- 
rechtzuerhalten. Der Nachzwang hat einen Nachdrang zur Folge, 
also die. Nachspannungen ^o^ usf., worunter die Eigenspannungen 
zu verstehen sind, die in dem Körper nach der Entlastung zurückbleiben. 

Was wir bisher sagten, diente nur zur Festsetzung der Begriffe, 
die wir zur weiteren Untersuchung benutzen wollen. Es bedurfte dazu 
keiner Begründung, sondern nur einer ausführlichen Erklärung, die 
keinerlei Zweifel an dem Sinne der gebrauchten Bezeichnungen übrig 
läßt. Anders ist es aber mit dem, was jetzt noch hinzuzufügen ist, um 
zu bestimmten Ergebnissen gelangen zu können. Dazu brauchen wir 
eine Kenntnis des Elastizitätsgesetzes, das den naturgesetzlichen Zu- 
sammenhang zwischen Nachzwang und Nachdrang, also zwischen den 
^e und ^o regelt. Nur die Erfahrung kann den genaueren Inhalt dieses 
Gesetzes für einen bestimmten Baustoff kennen lehren, und von vorn- 
herein wird man zu erwarten haben, daß es für verschiedene Stoffe 
und auch bei dem gleichen Stoffe noch unter verschiedenen Umständen 
sehr verschieden ausfallen kann. Aber diese Erfahrung läßt sich nur 
gewinnen, indem man zunächst einmal mit einer möglichst einfachen 
Annahme über den Inhalt dieses Gesetzes auszukommen sucht, von der 
sich erwarten läßt, daß sie wenigstens ungefähr zutreffen könnte. Man 
muß dann zusehen, welche Folgerungen sich daraus ergeben und sich 
vorbehalten, aus dem Vergleiche dieser Folgerungen mit den Ergeb- 
nissen von Versuchen, die zu ihrer Prüfung angestellt werden können, 
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entweder eine Bestätigung für die Zulässigkeit der gemachten An- 
nahme beizubringen oder andernfalls einen Anhaltspunkt für die daran 
etwa vorzunehmenden Berichtigungen zu gewinnen. 

Unter solchen Umständen ist aber kein Zweifel darüber 
möglich, daß man sich zunächst an die einfachste Annahme 
halten muß, nämlich an die, daß das gesuchte Elastizitäts- 
gesetz der Form nach mit dem Hookeschen Elastizitäts- 
gesetze für einen isotropen Stoff übereinstimme. Daß diese 
Annahme unter allen Umständen genau zutreffen sollte, ist freilich 
ganz unwahrscheinlich; aber bei den Metallen, auf die man diese Unter- 
suchungen hauptsächlich anzuwenden beabsichtigt, dürften die Fehler, 
die man dabei begeht, unter gewöhnlichen Umständen vermutlich nicht 
besonders groß ausfallen. Man kann dies z. B. daraus schließen, daß 
bei einem einfachen Zugversuche über die Elastizitätsgrenze hinaus 
•die nach der Entlastung eintretende Verkürzung gewöhnlich ungefähr 
ebenso groß gefunden wird, wie sie zu erwarten gewesen wäre, wenn 
"keine Überschreitung der Elastizitätpgrenze bei dieser Belastung statt- 
gefunden hätte. 

Wir nehmen also weiterhin an, daß zwischen Nachdrang und Nach- 
zwang derselbe Zusammenhang bestehe, der bei den allgemeinen Lehren 
des ersten Abschnittes festgestellt und in den Gl. (34) von § 2 zwischen 
den Spannungen und den Formänder.ungen ausgesprochen wurde. In 
-der hier gebrauchten Schreibweise lautet die erste dieser Gleichxmgen 



m — 2 



Dagegen läßt sich die andere Form, die dieser Gleichung damals 
.-gegeben worden war, hier nicht übernehmen, nämlich nicht die Form 

(y, = 2G 




m — 2 

weil eben der Nachzwang, zu dem "e«. gehört, nicht durch elastische 
Verschiebungen f?yf, die stetige Funktionen der Koordinaten wären, 
•zum Erlöschen gebracht werden kann. 

Mit der ersten Annahme, für die wir uns jetzt entschieden haben, 
reichen wir aber allein noch nicht aus. Es muß vielmehr noch eine 
zweite hinzukommen, die sich auf den bei dem betreffenden Baustoffe 
zutreffenden Zusammenhang zwischen *ß und *e bei dem Belastimgs- 
vorgange bezieht, der den Nachzwang zur Folge hatte. Und hier ist 
es schwieriger als im ersten Falle, eine einfache und voraussichtlich 
doch nicht zu weit von der Wirklichkeit abweichende Annahme zu 
finden. Wir wollen zunächst zwei verschiedene Möghchkeiten für diesen 
Zusammenhang ins Auge fassen, die sich als die einfachsten darbieten 
und sie gegeneinander abwägen. 
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Als erster Fall sei angenommen, daß sich unter der die 
Elastizitjätsgrenze überschreitenden Belastung ein Span- 
nungszustand im ganzen Körper herausbilde, wie er ebenso 
'auch zu erwarten wäre, wenn die Elastizitätsgrenze des 
Baustoffes höher läge, so daß sie bei dem Versuche an 
keiner Stelle überschritten würde. Eine solche Annahme über 
den Zusammenhang zwischen bleibender und rein elastischer Form- 
änderung ist jedenfalls durchaus möglich, und es mag auch sein, daß 
es Stoffe gibt, bei denen sie unter gewöhnlichen Umständen regelmäßig 
zutrifft. Außerdem ist auch als wahrscheinlich anzusehen, daß sie bei 
allen Stoffen zutrifft, wenn es sich um einen Belastungsvorgang handelt, 
der den ganzen Körper in einen gleichförmigen Spannungszustand 
versetzt, wie etwa ein Flüssigkeitsdruck von überall gleicher Größe. 

Sonst aber ist die Annahme ganz unwahrscheinlich, wie daraus 
hervorgeht, daß bei der Gültigkeit dieser Annahme überhaupt keine 
Nachspannungen entstehen könnten, was der Erfahrung widerspricht. 
Nach der hier zu prüfenden Annahme wären die bleibenden Form- 
änderungen ^e als nebensächliche Begleiterscheinungen der den Haupt- 
vorgang allein regelnden elastischen Formänderungen '^e anzusehen, 
und die Theorie des Vorgangs würde sich damit sehr einfach gestalten. 
Man hätte nur nötig, die Spannungen und die durch sie hervorgeru- 
fenen elastischen Formänderungen zu ermitteln, die in dem Körper 
entstehen müßten, wenn die Elastizitätsgrenze des Stoffes so hoch läge, 
daß sie nirgends überschritten würde und dann nur nachträglich überall 
noch die bleibenden Formänderungen hinzuzufügen, die nach dem für 
den Baustoff gültigen Formänderungsgesetze noch dazu kämen. Diese 
bleibenden Formänderungen ^e würden nach der hier zu besprechenden 
Annahme als eine endgültige Gestaltänderung des ganzen Körpers 
anzusehen sein, nach deren Vollzug sich der Körper der fortdauernden 
Belastung gegenüber oder auch bei Wegnahme dieser Belastung genau 
so verhielte, als wenn die Elastizitätsgrenze überhaupt nicht über* 
schritten worden wäre und der Körper die geänderte Gestalt von vorn- 
herein gehabt hätte. Mit der Wegnahme der Lasten müßten also alle 
Formänderungen *ß ebenso wie in diesem Falle vollständig verschwinden,, 
und die *e würden als neu erworbene Eigenschaften des Körpers im 
spannungslosen Zustande zurückbleiben und den in § 7 des ersten Ab- 
schnittes besprochenen Verträglichkeitsgleichungen genügen, so daß 
keinerlei Anlaß zum Auftreten eines Nachzwanges und Nachdranges 
gegeben wäre. 

Aber die Erfahrung lehrt, daß in den Körpern, mit denen man 
hauptsächlich zu tun bekommt, insbesondere in den Metallen, Nach- 
spannungen tatsächlich hervorgerufen werden können. Wir müssen 
daher die erste Annahme für die weitere Behandlung der Theorie ver- 
werfen, ohne jedoch ihre grundsätzliche MögUchkeit außer acht za 
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lassen. Wir müssen nämlich von vornherein damit rechnen, daß das 
wirkliche Verhalten eines Körpers nicht genau mit einer der einfachsten 
Annahmen, die sich darüber machen lassen, übereinzustimmen braucht, 
sondern daß es zwischen ihnen liegen kann, so daß zum Erfassen des 
tatsächlichen Vorganges die verschiedenen Möglichkeiten einfachster 
Art stets wohl im Auge behalten werden müssen. 

Die andere einfache Gesetzmäßigkeit, die wir jetzt be- 
sprechen wollen, ist der ersten in gewisser Hinsicht genau entgegen- 
gesetzt. Sie besteht darin, daß sich zwar nicht der Span- 
nungszustand, wohl aber der Formänderungszustand unter 
der die Elastizitätsgrenze überschreitenden Belastung im 
ganzen Körper nach denselben Gesetzen ausbilde, als wenn 
dabei keine Überschreitung der Elastizitätsgrenze vorge- 
kommen wäre. Hiermit ist also z. B. gemeint, daß bei der Biegung 
eines Balkens auch nach der Überschreitung der Elastizitätsgrenze die 
Querschnitte immer noch eben bleiben, imd zwar unter den gleichen 
Bedingungen oder mit demselben Grade der Annäherung, wie dies vor 
der Überschreitung der Elastizitätsgrenze zutrifft. 

Diese zweite Annahme hat jedenfalls vor der ersten den wesent- 
lichen Vorzug, daß sie nicht von vornherein schon zu einem Wider- 
spruche mit der Erfahrung führt, denn Nachspannungen sind mit ihr, 
wie wir nachher sehen werden, in solchen Fällen, in denen sie als tat- 
sächlich bestehend anzusehen sind, sehr wohl vereinbar. Es wäre sogar 
recht wohl möglich, daß diese Annahme bei den wichtigsten Stoffen 
in sehr weitem Umfange mit großer Genauigkeit zutreffen könnte. So 
hat man z. B. schon sehr häufig mit Metallkörpern Versuche angestellt, 
die zu sehr großen Formänderungen führten, und zwar in der ausgespro- 
chenen Absicht, daraus ein Urteil darüber zu gewinnen, von welcher Art 
wohl die viel kleineren elastischen Formänderungen sein dürften, die 
der Überschreitung der Elastizitätsgrenze vorausgehen. Bei allen Ver- 
suchen von dieser Art liegt daher die jetzt zu besprechende zweite 
Annahme zugrunde; ja sie wird sogar nicht selten stillschweigend als 
selbstverständhch eingeführt. Man muß hiernach annehmen, daß sie 
in vielen Fällen in der Tat sehr nahe mit der Wirklichkeit überein- 
stimmt, denn sonst hätte sich ihre Unrichtigkeit zweifellos in den ge- 
nannten Fällen mit der Zeit herausstellen müssen. 

Man kann freilich gegen diese zweite Annahme den Einwand er- 
heben, daß sie sich nicht in der Form eines Differentialgesetzes aus- 
sprechen läßt, in der Art, daß das Geschehen innerhalb eines einzelnen 
Raumelementes ausschließlich von den Vorbedingungen abhängig ge- 
macht würde, die in demselben Raumelemente oder an seiner Ober- 
fläche gegeben wären. Darin ließe sich in der Tat ein schwerwiegender 
Mangel erblicken, wenn es sich um den Vergleich der zweiten Annahme 
mit irgendeiner dritten Annahme handelte, die von diesem Vorwurfe 
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frei wäre und die dabei die gleichen Aussichten auf eine gut mit den 
jetzt schon vorhandenen Erfahrungstatsachen übereinstimmende Theorie 
des Nachzwaages und Nachdraages eröffnete. So lange es aber daran 
fehlt, läßt sich die Zulässigkpit der zweiten Annahme auch vom rein 
naturwissenschaftlichen Standpunkte aus nicht bestreiten; lun so weniger 
aber vom praktischen Standpimkte des Technikers aus^ dem nur daran 
gelegen sein kann, ein deutliches Bild von diesen Erscheinungen zu 
gewinnen, das einen Vergleich mit den Beobajchtungsergebnissen ge- 
stattet und sich ihnen anzupassen vermag. 

Ob und innerhalb welcher Grenzen die zweite Annahme genau so 
zutrifft, wie sie vorher ausgesprochen wurde, kann nur durch einen 
Vergleich der aas ihr gezogenen Folgerungen mit geeigneten Versuchs- 
ergebnissen festgestellt werden. Es wurde vorher schon auf die Mög- 
lichkeit hingewiesen, daß in vielen Fällen, die praktisch vorkommen, 
die Wahrheit zwischen den beiden vorher besprochenen Annahmen 
liegen könne, derart, daß der Erfolg einer Überschreitimg der Elasti- 
zitätsgrenze zum Teile der einen und zum Teile der anderen der beiden 
Annahmen entspräche. Auch inwiefern dies zutrifft, wird sich au8 
geeigneten Versuchsergebnissen entnehmen lassen, sobald nur erst ein- 
mal festgestellt ist, welche Erscheinungen auf Grund des genauen Zu- 
treffens der zweiten Annahme zu erwarten sind. 

Hiernach werden wir es als unsere nächste Aufgabe be- 
trachten müssen, die Folgerungen abzuleiten, die sich aus 
der zweiten Annahme ergeben. Das soll hier für zwei einfache 
und wichtige Fälle geschehen, bei denen sich ein Vergleich der theore- 
tisch abgeleiteten Schlüsse mit den Messungsergebnissen, die man bei 
Ausführung entsprechender Versuche erhalten kann, leicht vornehmen 
läßt. 

§ 99. Die Nachspannungen in einer auf Verdrehen beanspruchten 

Welle von kreisförmigem Querscimitt. 

Bei der elastischen Formänderung, die eine runde Welle erfährt, 
wenn sie ohne Überschreitung der Elastizitätsgrenze auf Verdrehen be- 
ansprucht wird, bleiben die Querschnitte eben, und jeder Querschnitt 
dreht sich ohne Gestaltänderung gegen jeden anderen um die Stab- 
achse herum, und zwar um einen Winkel ^x, wenn man mit x den 
Abstand der beiden Querschnitte voneinander bezeichnet. Auch jeder 
Halbmesser, den man in einem Querschnitte vor der Formänderung 
gezogen hat, ist nach der Formänderung geradlinig geblieben. 

Nach der grimdlegenden Annahme, zu der wir uns auf Grund 
der im vorigen Paragraphen angestellten Erwägungen entschlossen haben, 
gelten alle diese Aussagen auch noch nach der Überschreitung der 
Elastizitätsgrenze von der gesamten Formänderung, die der Körper 
hierbei erfährt. Nun ist aber zu beachten, daß die Elastizitätsgrenze 
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nicht gleichzeitig im ganzen Körper überschritten wird, sondern zuerst 
in den äußersten Teilen und dann bei weiterem Anwachsen der Be- 
lastung an den sich an diese nach innen hin anschließenden, während 
die noch weiter nach innen hin liegenden Teile der Welle bis dahin 
immer noch nicht über die Elastizitätsgrenze hinaus beansprucht sind. 
Hiemach läßt sich in den äußeren Teilen der Welle die gesamte Schie- 
bung y in einen elastischen Anteil ^y und in eine bleibende Schiebung 
*y zerlegen, während in den inneren Teilen nur 'y von Null verschieden 
ist. Dabei ist aber die Summe /y +*y an allen Stellen proportional 
mit dem Abstände von der Stabachse. 

Wir fragen jetzt, in welchem Zusammenhang unter diesen Um- 
ständen der auf die Längeneinheit der Welle bezogene Verdrehungs- 
-winkel # mit der Größe des verdrehenden Momentes M stehen wird. 
Das sind zwei Größen, die bei der Ausführung eines Verdrehungsver- 
suches leicht mit ausreichender Genauigkeit gemessen werden können» 
und das Ergebnis einer solchen Messung eignet sich daher besonders 
gut zu einem Vergleiche mit einer theoretisch abgeleiteten Formel. 
Für den weiteren Aufbau und Ausbau der Theorie wird man auf diesem 
Wege am sichersten die nötigen Unterlagen gewinnen können. 

Zunächst besteht zwischen den W^inkeln ;? und y nach der Vor- 
.aussetzung, daß die Querschnitte eben und jeder Halbmesser^ bei der 
Formänderung geradlinig bleibt, der geometrische Zusammenhang 

y = n? (40) 

wenn man mit r den Abstand des Punktes von der Stabachse bezeichnet» 
auf den sich die Winkeländerung y bezieht. In solchen Abständen r,. 
die eine gewisse Grenze r^ nicht überschreiten, folgt daraus für die 

Schubspannung ,_Gy = G^r. (41) 

Der Abstand r^ bis zu dem hin diese Gleichung gültig bleibt, hängt 
von der Größe des Verdrehungsmomentes M ab. In dem Abstände r^ 
erreicht y die Elastizitätsgrenze y^^ von der wir annehmen, /laß sie mit 
der Proportionalitätsgrenze zusammenfällt, bis zu der hin das Hookesche 
Elastizitätsgesetz in Kraft bleibt. 

Für r > To haben wir die vorhergehende Gleichung für x durch eine 
andere zu ersetzen. Von den Eigenschaften des Baustoffes hängt es 
ab, wie diese zu fassen ist. Versuchsweise nehmen wir auf 
Grund der bisher vorliegenden Erfahrungen an, daß man 
für die Metalle und besonders für den Stahl, aus dem die 
meisten im Maschinenbau vorkommenden Wellen herge- 
stellt werden, bis zu einer gewissen weiteren Grenze y^ hin 
genau genug 

z =-Gy — K{y — y^Y = G r^ — K^^ {T — r^Y . . (42> 
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setzen kann. Unter K und n sind hierbei zwei, dem betreffenden 
Stoffe eigentümliche Festwerte zu verstehen, die auf dem Versuchs- 
wege abzuleiten sind» Die Gleichung ist als gültig anzusehen zwischen 
den Grenzen y = y^ und y = y^, und auch die Grenze y^ ist eine das 
Verhalten des Baustoffes beschreibende Konstante, die auf dem Ver- 
suchswege festzustellen ist. 

Es muß übrigens noch hervorgehoben werden, daß die besondere 
analytische Form, in der wir den Zusammenhang zwischen den Schie- 
bungen und den Spannungen nach der Überschreitung der Elastizitäts- 
grenze durch Gl. (42) ausgesprochen haben, nicht wesentlich ist für 
den Gedankengang, den ^ir weiterhin zu verfolgen haben. Wir wollen 
uns vielmehr vorbehalten, daß diese Formel späterhin auch durch eine 
andere ersetzt werden könnte, falls die Beobachtungstatsachen dies 
verlangen sollten. In diesem Falle würde auch die rechnungsmäßige 
Widergabe der nachfolgenden Überlegungen sinngemäß abzuändern 
sein, während die Überlegungen selbst davon nicht weiter betroffen 
würden. Wahrscheinlich wird man aber wenigstens bei Wellenstahl 
mit der Formel (42) ganz gut auskommen können. 

Ferner setzen wir noch bei den nachfolgenden Rechnungen voraus, 
daß der Verdrehungsversuch, auf den sie sich beziehen sollen, nur so 
weit getrieben wird, daß die Schiebung y auch am Querschnittsumfang 

die Grenze y^ noch nicht überschreitet. 
Dann kommt für die Rechnung selbst 
die Grenze y^ überhaupt nicht weiter in 
Betracht. W^ohl aber ist sie für die An- 
wendbarkeit der hier abzuleitenden For- 
meln maßgebend. 

In Abb. 123 ist der kreisförmige Quer- 
schnitt der Welle mit dem Mittelpunkte ö 
gezeichnet. Das Dreieck OAH bilde das 
auf einen geeigneten Maßstab bezogene 
Diagramm der Schiebungen y längs des 
Halbmessers OA. Im Abstände öi? = r^ 
sei die Elastizitätsgrenze y^ überschritten. 
Bis zu dieser Stelle hin wachsen die Spannungen t ebenfalls proportio- 
nal an mit dem Abstände r von der Mitte. Das erste Stück OD der 
Diagrammlinie für die Schiebungen kann daher bei passender Wahl 
des Maßstabes zugleich auch als das Anfangsstück für das Diagramm 
der Spannungsverteilung über den Querschnitt benützt werden. Da- 
rüber hinaus wird sich aber die Diagrammlinie für die Spannungen 
ODEF ungefähr in der aus der Zeichnung ersichtlichen Weise von 
der Schiebungslinie ODH abbiegen. 

Das Verdrehungsmoment 3/, das man anbringen muß, um den 
durch das Diagramm beschriebenen Zustand der Welle herbeizuführen 




Abb. 123. 
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imd ihn dauernd aufrechtzuerhalten, ergibt sich aus der Momenten- 
gleichung a 

in die wir zur weiteren Ausrechnung die in den GL (41) und (42) für 
T aufgestellten Werte einzusetzen haben. Daraus ergibt sich zunächst 

Zur Abkürzung bezeichnen wir das hierin noch vorkommende 
Integral mit /, schreiben also die Gleichung in der Form 



M = 2nlG&^ K^J\ 



(43) 



an und rechnen hierauf / für sich aus. Dabei ergibt sich 



Ta 



(44) 



jr= jr* (r — To)** dr = 

_ ♦_ , (« + 2)(n + l)a«-2(B + l)aro^2ro« 

~^ "' ' (n + 3){n + 2)(n + i) ' ' 

Anderseits aber ergibt sich der tatsächliche Zusammenhang zwi- 
schen M und & auch aus einem Verdrehungsversuche, den man mit 
der Welle anstellen kann. Das Er- 
gebnis der dabei vorgenommenen 
Messungen möge durch Abb. 124 
wiedergegeben werden, die auch in 
der Tat einem im Münchener Labo- 
ratorium ausgeführten Verdrehungs- 
vorsuche entspricht. 

Das erste Stück des Diagramms 
ist geradlinig und reicht bis zum 
Punkte #0 Mq. Bei dem Momente Mq 
wird hiernach die Proportionalitäts- 
grenze am Umfange der Welle gerade 
erreicht, während sich die vorher- 
gehenden Formeln, auf den Fall be- 
ziehen, daß M > Mq ist. Irgend- 
einem Punkte '& M des Diagramms entspricht ein Zustand der Welle, 
bei dem die Formänderung nur bis zu einem Abstände Tq 




rA = a-7, 



» 



Föppl. Drang und Zwang, Bd. II. 
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von der Achse ab gerechnet rein elastisch erfolgt. Dieser Abstand r^ 
kann daher beim Vergleiche der theoretisch abgeleiteten Formeln mit 
den Messungsergebnissen für jeden Wert von ^ oder M weiterhin als 
gegeben angesehen werden. 

Man kann die Gl. (43) und (44) hiermit auch in der Form 



j,^2^j^^,^^^(l-»o)''^y{n+2)(n+i)d^-2{n+l)&o^^2»o^ 



(45) 



* (n + 3)(n + 2)(n + l)d^ 

anschreiben, in der außer den unmittelbar gemessenen Größen und 
dem daraus zu entnehmenden Schubmodul G nur noch die beiden Mate- 
rialkonstanten K und n vorkommen. Wenn die Annahme, von der wir 
bei der Aufstellung unserer Formeln ausgegangen sind, zutreffen soll, 
muß es daher möglich sein, die in der letzten Formel mit «/' bezeichnete 
Größe durch passende Wahl von K und n zur Übereinstimmung mit 
der in dem Versuchsdiagramm Abb. 124 ebenso bezeichneten Länge zu 
bringen, und zwar für alle Werte von i?, die größer sind als Äq. Es kann 
unter dieser Voraussetzung auch keine Schwierigkeiten machen, bei 
der zahlenmäßigen Ausrechnung K und n so zu ermitteln, daß sich 
die Formel innerhalb des für die weitere Verwertung der Messungs- 
ergebnisse in Frage kommenden Bereiches möglichst gut und jedenfalls, 
genügend genau mit der Diagrammlinie deckt. Abweichungen zwischen 
beiden, die innerhalb der Fehlergrenzen der Beobaohtungswerte liegen,, 
dürfen und müssen dabei außer Betracht bleiben. 

Bis hierher bezieht sich unsere Rechnung noch nicht auf die Nach-^ 
Spannungen, sondern nur auf den Zustand, der durch ein die Elasti-^ 
zitätsgrenze überschreitendes Moment M unmittelbar herbeigeführt 
wird. Aber der Übergang zu den Nachspannungen, die nach Fort- 
nähme des Momentes M in der Welle zurückbleiben, ergibt sich von 
da aus sehr einfach. Die gesamte Schiebung y in einem Abstände r^ 
der größer als r^ ist, besteht nämlich aus dem elastisch bedingten 
Anteile ^ j^ 

y = -^ = r^ — -^'»''(r — r^Y 

und der »bleibenden « Schiebung ^y 

^y = y — y = — #« (r — ^o)^ 

Entfernen wir nun die Belastung durch das Moment ilf, so federt 
die Welle zurück um einen auf die Längeneinheit bezogenen Winkel, 
den wir mit *i> bezeichnen wollen. Die damit verbundene Formände- 
rung der Welle erfolgt nach der Annahme, für die wir uns im vorigen 
Paragraphen entschieden haben, wiederum so, als wenn keine Über- 
schreitung der Elastizitätsgrenze stattgefunden hätte, nämlich so, daH 
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• 
<lie Querschnitte eben bleiben und jeder Halbmesser in jedem Quer- 
schnitte geradlinig bleibt. 

Da *# um einen gewissen Betrag *tf kleiner ist als der zuvor er- 
reichte Verdrehungswinkel i9, bleibt jetzt im Abstände r von der Achse 
eine Schiebung zurück 

»^ . r = (# — «#) r, 

die aber, wie der Vergleich mit der vorhergehenden Formel lehrt, 
keineswegs mit *y übereinstimmt. Den Unterschied haben wir mit "y 
zu bezeichnen und hiernach 

zu setzen. Für "y folgt daraus nach Einsetzen des vorher für *y auf- 
gestellten Ausdrucks 

«y = (# — '#)r — -J*»(r — ro)» = *#r — -J*«(r — ro)« . (46) 

Diese Gleichung gilt für alle Stellen, an denen r > Tq ist. Für 
r < Tq ist dagegen das mit K behaftete Glied zu streichen. 

Der »Nachschiebung« •»y entspricht eine »Nachspannung« % die 
daraus durch Multiplikation mit dem Schubmodul G gefunden wird. 
Man erhält daher 

«T = G-*tfr — Jfi?«(r — To)" (47) 

gültig von r = To bis r = a. Für r < Tq fehlt das zweite Glied, und 
bis dahin und noch ein Stück darüber hinaus haben alle *^ das gleiche 
Vorzeichen. Von einer gewissen Stelle ab kehrt sich aber das Vor- 
zeichen dieses Ausdrucks, um und es bleibt dann so bei weiter wach- 
sendem r unter fortwährender Zunahme des Zahlenwertes bis zu r = a. 
Die im Querschnitte eines auf Verdrehen beanspruchten Stabes 
übertragenen Spannimgen müssen Gleichgewicht mit den äußeren 
Kräften halten, die am einen Stabteile angreifen. Bei der entlasteten 
Welle fehlen aber die äußeren Kräfte, und daher müssen die in einem 
Querschnitte übertragenen Schubspannungen *^ schon für sich ge- 
nommen den Gleichgewichtsbedingungen für Kräfte an einem starren 
Körper genügen. Die geometrische Summe der Schubspannungen 
wird bei der runden Welle schon aus Symmetriegründen zu Null, und 
CS bleibt daher nur noch die Bedingung übrig, daß auch die Summe 
der statischen Momente zu Null werden muß. Diese Gleichgewichts- 
bedingung schreiben wir für den Kreismittelpunkt als Momentenpunkt 
an. Wir erhalten damit eine Gleichung, aus der man den bleibenden 
Verdrehungswinkel ''^ berechnen kann. Sie lautet zunächst 

a 


und "t ist in sie aus Gl. (47) einzusetzen, jedoch mit dem Vorbehalte, 

20* 
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daß das zweite Glied in dem Ausdrucke für ^ von r = bis r = r^ 
wegfällt. Beim Ausrechnen erhält man 

4 a 

Das zweite Glied auf der linken Seite dieser Gleichung stimmt 
überein mit dem Werte von /' in den Gl. (45), zugleich also auch mit 
dem aus dem Diagramm des Verdrehungsversuchs zu entnehmenden 
und in Abb. 124 mit demselben Buchstaben bezeichneten Werte. Setzt 
man dies ein und löst nach *;? auf, so ergibt sich 



^0 = 



IT 
nGa^ 



= » 



J' 



il/ + J' 



(48) 



wobei das Verhältnis der Strecken /' und Jl/ + J^' aus dem Versuchs- 
diagramm ohne weiteres ersichtlich ist. 

Diese Gleichung spricht freilich im Grunde genommen nur ein 
selbstverständUches Ergebnis aus, das man durch eine sehr einfache 
Schlußfolgerung auch unmittelbar, aus den Voraussetzungen hätte ab- 
leiten können, von denen wir ausgegangen sind. Denkt man sich näm- 
lich den Versuch bis zu dem Punkte # M des Diagramms in Abb. 124 
ausgedehnt und hierauf den Stab entlastet, so entspricht während des 
Entlastungs Vorganges jedem Werte von # wiederum ein Moment 3/, 
und beim Auftragen der zusammengehörigen Werte erhält man eine 
weitere Diagrammhnie, die nach unseren Voraussetzungen parallel zu 
dem geraden Anfangsstück der ersten Diagrammhnie verläuft. Diese 
zweite Diagrammlinie schneidet die Abszissenachse in einem Punkte, 
dessen Abszisse ^^ angibt, und Gl. (48) folgt dann aus dem Diagramm 
nach dem Satze über die Proportionalität der Abschnitte, die. von zwei 
Parallelen auf zwei Strahlen abgeschnitten werden. Der Gl. (48) kommt 

daher im Rahmen unserer Unter- 
^ ^ ^ Jf suchung nur insofern eine Bedeu- 

tung zu, als sie ims zeigt, daß bis 
dahin alles widerspruchsfrei aus den 
grundlegenden Voraussetzungen ab- 
geleitet wurde. 

Nach diesen Bemerkungen 
kehren wir zu Gl. (47) zurück, die 
uns das Gesetz angibt, nach dem 
sich die Nachspannungen über den 
Querschnitt des Stabes verteilen. 
Wir wollen diesem Verteilungsge- 
setz jetzt noch einen sinnfälligen Ausdruck geben, indem wir ein Dia- 
gramm der Spannungs Verteilung entwerfen, wie dies in beistehender 
Abb» 125 geschehen ist. 




- Fig. 125. 
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Die Diagrammlinie ODEF entnehmen \s\v aus Abb. 123 ohne Än- 
derung und unter Beibehaltung der gleichen Buchstabenbezeichnungen, 
Dann ist eine Gerade OEG eingetragen, deren von OA aus gemes- 
senen Ordinaten in dem schon beim Schiebimgsdiagramm OAH ger 
wählten Maßstabe die Rückfederung bei der Entlastung angeben. 
Zugleich schließt die Linie OEG zusammen mit der Diagrammlinie 
ODEF der bei der Belastung der Welle hervorgerufenen Schubspan- 
nungen T die Diagrammfläche für die Nachspannungen H ein. In Über- 
einstimmung mit Gl. (47) geben nämUch die in der wagrechten Rich- 
tung gemessenen Abstände beider Linien voneinander die Nachspan- 
nungen •^ an. Im Schnittpunkte E der beiden Linien wird die Nach- 
spannung zu Null, und zu beiden Seiten von E haben die Nachspan- 
nungen entgegengesetzte Richtungen. 

Damit die Momentensumme der Nachspannungen zu Null wird, 
muß OEG in solcher Richtung in die Zeichnung eingetragen werden, 
daß das Trägheitsmoment des Flächenstückes EFG^ bezogen auf eine 
in horizontaler Richtung durch O gezogene Achse, ebensogroß wird wie 
das Trägheitsmoment des anderen zwischen und E gelegenen Flächen- 
ßtückes, bezogen auf dieselbe Achse. 

Was bisher gesagt wurde, bezieht sich auf einen Querschnitt der 
Welle, der von den Enden genügend weit entfernt ist. Die Endquer- 
schnitte sind dagegen nach der Entlastung vollkommen spannungsfrei 
und daher können die vorausgehenden Schlußfolgerungen auch für die 
in der Nachbarschaft der Wellenenden gelegenen Querschnitte nicht 
mehr genau zutreffen. Es ist vielmehr anzimehmen, daß ein allmäh- 
licher Übergang zwischen den spannungsfreien Endquerschnitten und 
dem vorher besprochenen Spannungsbilde stattfindet, das erst für die 
etwas weiter von den Stabenden entfernten Querschnitte genau genug 
zutrifft. In einem Abstände vom Stabende, der gleich dem Durch- 
messer der Welle ist, ist aber schon kein merklicher Einfluß der Nähe 
des Stabendes mehr zu erwarten. 

Um diese letzte Bemerkung zu begründen, denken wir uns in 
einem Endquerschnitte der sonst unbelasteten Welle eine Gleich- 
gewichtsgruppe von Kräften als Lasten angebracht, die als Schub- 
spannungen daran angreifen und die der Größe und dem Vorzeichen 
nach mit jenen übereinstimmen, die wir in dem soeben gezeichneten 
Diagramm als Nachspannungen gefunden hatten. Wenn diese Kräfte 
als Belastung mitwirken, wird sich das vorher besprochene Spannungs- 
bild offenbar bis zum Stabende hin fortsetzen. Fehlen dagegen diese 
Lasten, so unterscheidet sich das Spannungsbild in der Nähe des End- 
querschnittes von dem in den mittleren Teilen der Welle um jene 
Spannungen, die durch diese Lasten für sich hervorgerufen werden. 
Da aber die Lasten in dem Endquerschnitte unter sich im Gleich- 
gewichte stehen und dort auf engem Räume dicht zusammengedrängt 
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sind, vermögen sie nach dem Prinzip von de Saint-Venant in den von 
den Enden weiter abliegenden Teilen der Welle keine merklichen Wir- 
kungen mehr hervorzubringen. Es läßt sich auch voraussehen, daß 
diese Wirkungen in der für ähnlich liegende Fälle in diesem Buche 
schon öfters besprochenen Weise nach einem Exponentialgesetzc ab- 
nehmen werden und daß sich ebenso wie früher in einem Abstände, 
der gleich dem Wellendurchmesser ist, der Einfluß dieser Lastgruppe 
am Wellenende nicht mehr sehr bemerklich machen kann. 

Wir haben jetzt ein mögUches und auch nicht' unwahrscheinliches 
Bild von den Spannungen entworfen, die in einer über die Elastizitäts- 
grenze hinaus verdrehten Welle nach der Entlastung zurückbleibeD. 
Ob dieses Bild mehr oder weniger genau zutrifft, ist aber noch ganz 
unsicher und wird sich nur auf dem Versuchswege entscheiden lassen. 
Es war aber nötig, zuerst ein solches Bild zu entwerfen, um für die 
Ausführung der Versuche eine geeignete Unterlage zu gewinnen. Die 
Versuchsergebnisse werden alsdann zu lehren haben, nach welchen 
Richtungen hin der erste Entwurf abzuändern sein wird, um eine bessere 
Übereinstimmung mit der Wirklichkeit herzustellen. 

Das wirksamste Mittel zur genaueren Erforschung der in einem 
Körper bestehenden Eigenspannungen besteht in diesem we in den 
meisten anderen Fällen darin, daß man den Körperzusammenhang 
durch Einschnitte oder auf andere Art ganz oder teilweise aufhebt 
und dann zusieht, welche elastische Formänderung der dadurch ent- 
lastete Rest des Körpers infolge davon ausführt. Man denke sich etwa 
die auf Verdrehen überbeanspruchte Welle in ein Säurebad gelegt, 
durch das der äußere Teil der Welle weggeätzt wird. Im Zurückfedern 
des dabei frei werdenden inneren Teiles muß sich dann der Zwang 
verraten, dem er vorher unterworfen war. Anstatt dessen könnte man 
die äußeren Schichten der Welle auch durch Abdrehen entfernen- 
Gegen eine solche Versuchsausführung besteht jedoch das Bedenken, daß 
die Bearbeitung ihrerseits selbst Anlaß zu einer Überanstrengung des 
Körpers geben könnte, durch die das Versuchsergebnis gefälscht würde. 

Eine andere Versuchsanordnung, die geeignet erscheint, das zuletzt 
angeführte Bedenken /u beseitigen, würde darin bestehen, daß man 
auf der Hobelmaschine Einschnitte in der Richtung der Zylindererzeu- 
genden herstellt. Zwei solche einander gegenüber liegende Einschnitte, 
die bis zum nachzwangfreien Kerne des Stabes hinabreichen, werden 
die Nachspannungen in der Welle zum großen Teile aufheben, und die 
Folge muß sein, daß sich die beiden Stabenden um einen Winkel gegen- 
einander drehen, der nicht gar zu viel kleiner sein dürfte als der beim 
ursprünglichen Verdrehungsversuch zurückgebliebeneVerdrehungs Winkel. 

Auch Eindrehungen, die man auf einer Drehbank an der Welle 
vornimmt, beseitigen den Nachzwang und hiermit die Nachspannungen 
wenigstens in der Nachbarschaft der Eindrehung. Reicht der Ein- 
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schnitt bis zu dem Kerne hinab, innerhalb dessen die Elastizitätsgrenze 
beim Verdrehungsversuche nicht überschritten worden war, so ver- 
halten sich die beiderseits angrenzenden Teile der Welle so, als wenn 
sie an ein freies Wellenende angrenzten. Die Folge des Einschnittes 
muß daher ein Zurückfedern der Welle sein, durch das ein den vorher 
darüber gemachten Bemerkungen entsprechender Bruchteil des beim 
Verdrehungsversuch zurückgebüebenen Verdrehungswinkels der ganzen 
Welle wieder zum Verschwinden gebracht wird/ 

Diese Bemerkungen werden genügen, um eine Vorstellung davon 
zu geben, wie man etwa vorgehen kann, um die für die Nachspan- 
nungen gültigen Gesetze näher im einzelnen zu erforschen. Auf diesem 
Gebiete ist noch viel zu tun, und endgültige Erfolge werden sich nur 
durch ein Zusammenwirken von theoretischer Überlegung mit ge- 
schickt gewählten Versuchsanordnungen erreichen lassen. 

§ 100. Die Nachspannungen bei der Biegung. 

Auf den gebogenen Stab lassen sich im allgemeinen dieselben 
Überlegungen übertragen, die wir vorher für die verdrehte Welle durch- 
geführt haben. Auch hier gehen wir von der Annahme aus, daß die 
Querschnitte des Stabes bei der Formänderung eben bleiben. So lange 
die Proportionalitätsgrenze nicht überschritten wird, gilt dies mit hin- 
länglicher Genauigkeit in allen Fällen, bei denen der Einfluß der Schub- 
spannungen auf die Formänderung vernachlässigt werden kann. Unter 
der gleichen Voraussetzung betrachten wir diese Annahme auch nach 
der Überschreitung der Elastizitäts- und Proportionalitätsgrenze immer 
noch als zutreffend. Die Dehnungen s in den hinreichend weit von 
der NuUinie des Querschnittes entfernten Fasern lassen sich dann genau 
so, wie es vorher mit den 7 geschehen war, in die beiden Anteile ^e 
+ *£ zerlegen, so daß die 'e mit den im Querschnitte hervorgerufenen 
Biegungsspannungen in dem durch das zugehörige Elastizitätsgesetz 
geregelten Zusammenhange stehen. 

In einer Hinsicht freilich besteht ein sehr wesentlicher Unterschied 
gegenüber den vorher für die verdrehte Welle durchgeführten Betrach- 
tungen. Im Querschnitte des gebogenen Stabes treten nämlich sowohl 
Zug- als auch Druckspannungen auf. Es erscheint aber durchaus mög- 
lich und bis zu einem gewissen Grade auch wahrscheinlich, daß sich 
irgendein bestimmter Baustoff beiden Beanspruchungen gegenüber wäh- 
rend und nach der Überschreitung der Elastizitätsgrenze in sehr ver- 
schiedener Weise verhalten könnte, und zwar auch in solchen Fällen, 
in denen vor der Überschreitung dieser Grenze kein derartiger Unter- 
schied besteht. Bei einem Baustoffe, für den sich diese Vermutung als 
zutreffend erweisen sollte, wird aber der ganze Vorgang bei der Bie- 
gung sehr viel verwickelter als im Falle der Verdrehung, bei dem dieser 
Unterschied wegfällt. Diese Überlegung hat uns auch veranlaßt, den 
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in dieser Beziehung einfacheren Fall der Verdrehung einer Welle von 
kreisförmigem Querschnitt hier voranzustellen und sie zum Haupt- 
gegenstande unserer Betrachtungen zu machen, obschon man bei den 
praktischen Anwendungen häufiger mit der Biegung zu tun bekommt 
als mit der Verdrehung. 

Falls man jedoch in einem bestimmten Falle voraussetzen darf, 
daß sich der vorliegende Baustoff gleichartig gegenüber Zug- und 
Druckbeanspruchung sowohl vor als bei und nach der Überschreitung 
der Elastizitätsgrenze verhält, läßt sich die Theorie für den gebogenen 
Stab genau in derselben Weise durchführen, wi#es vorher bei dem 
Musterbeispiele der verdrehten Welle geschehen ist. Das möge hier 

noch gezeigt werden, und zwar der Ein- 
fachheit halber für den Fall, daß der Stab 
überdies rechteckigen Querschnitt hat und 
daß die Ebene des biegenden Kräftepaares 
durch eine Hauptachse des Querschnittes 
geht. 

In diesem Falle setzt sich das Dia- 
gramm der Spannungsverteilung, wie in 
beistehender Abb. 126 angegeben, für einen 
bestimmten Querschnitt aus zwei kongru- 
enten Teilen zusammen, die in der Mitte 
zusammenstoßen. U]fiter der Voraussetzung 
des gleichen Baustoffes wird jeder dieser 
beiden Teile voraussichtlich ungefähr ebenso aussehen, wie das Dia- 
gramm AODEF der Schubspannungen r in Abb. 123 längs eines 
Halbmessers OA. Um den Vergleich zu erleichtern, sind hier die- 
selben Buchstaben beigesetzt wie dort. 

Der Biegungswinkel zwischen zwei um dx voneinander entfernten 
Querschnitten sei mit d(p bezeichnet. Die bezogene Dehnung e in 
einer Faser, die den Abstand y von der Nullinie hat, ist dann 

dw 

und für die zwischen t/ = und y = yo liegenden Fasern folgt daraus für 
die Biegungsspannung o . 

o = EB = Ey^ (50) 

Unter y^ ist hierbei, wie schon aus der Abbildung hervorgeht, der 
Abstand jener Faser von der neutralen zu verstehen, in der die Elasti- 
zitätsgrenze gerade erreicht ist. Zwischen j/ = j/o ^^^ ^ = "ö" kann 
man dagegen, ähnlich wie es bei der Verdrehung geschehen ist, 




Abb. 126. 



o = Ee 



K,[^iy-,^]'^Ey'£-K.{^):,y-,.r <5., 
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setzen- Die in diesem Ansätze vorkommenden Festwerte Ki und n 
hängen von den Eigenschaften des Baustoffes ab und sind auf dem 
Versuchswege zu ermitteln. Für den Exponenten n ist hier dieselbe 
Bezeichnung gebraucht wie früher, weil zu erwarten ist, daß unter den 
vorausgesetzten Umständen die beiden Zahlen für die Verdrehung und 
für die Biegung miteinander übereinstimmen werden. 

Hinsichtlich der Ermittelung der Festwerte Ki und n ist man 
übrigens bei der Biegung, insoweit dabei die vorher genannten Voraus- 
setzungen zutreffen, in etwas günstigerer Lage als bei der Verdrehung. 
Man ist nämlich nicht genötigt, besondere Biegungsversuche zu ihrer 
Ermittelung vorzunehmen, sondern erhält sie unmittelbar aus den 
Dehnungsdiagrammen für einfache Zug- oder einfache Druckversuche. 
Die sich hieraus ergebenden Werte für Ki und n müssen sich, wenn 
die Theorie auf richtiger Grundlage aufgebaut ist, auch bei ihrer An- 
wendung auf den Biegungs versuch bewähren. 

Für das Biegungsmoment AT, das den Biegungswinkel d^ an der 
ins Auge gefaßten Stelle des Balkens hervorbringt, erhält man die 
Gleichung ^n h_ 

' 2 2 

M = Eb^Luy-2K,b{^^J\y(y-y^)''d7j . .(52) 

_h_ y. 

2 

wenn man die Breite des rechteckigen Querschnittes mit b bezeichnet. 
Nach weiterer Ausrechnung erhält man daraus 



^-^jf-^-'^.iÄF'il-"- 



,n+i yo + («+!) 2 



(« + 2;(n + l) 
oder auch, wenn man t/q daraus mit Hilfe der Proportion 

h _ /df] . d^ 

fortschafft, in anderer Ausdrucksweise / 

, ... (53) 

Unter {-r— 1 ist hierin, wie aus dem Zusammenhange hervorgeht, 

der auf die Längeneinheit des Stabes bezogene Biegungswinkel zu ver- 
stehen, bei dem die Elastizitätsgrenze gerade an der äußersten Faser 
erreicht wird. 

Da Kl und n als bereits aus Zug- und Druckversuchen bekannt 
angesehen werden dürfen, ergibt sich aus Gl. (53) ein zahlenmäßiger 
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Zusammenhang zwischen M und dem Biegungswinkel, dessen Vergleich 
mit den beim Biegungsversuche erhaltenen Ergebnissen zur Prüfung 
für die Richtigkeit der beim Aufbau der Theorie gewählten Grundlagen 
benutzt werden kann. 

Nach der Entlastung des Balkens entsteht in den Querschnitten, 
in denen die Elastizitätsgrenze überschritten war und in denen daher 
Nachspannungen zurückbleiben, eine Spannungsverteilung von der in 
beistehender Abb. 127 angegebenen Art. Dieses Diagramm geht aus 
dem der vorigen Abbildung hervor, indem man eine durch O gehende 
Gerade PQ einträgt, die die vorige Diagrammlinie außerdem noch in 

den Punlcten R und S schneidet. Die 
Richtung von PQ ist anders als im Falle 
der Verdrehung, nämlich so zu bestimmen, 
daß die Fläche FSQ mal dem Abstände 
ihres Schwerpunktes von der durch O in 
der Richtung der Stabachse gezogenen Ge- 
raden ebensogroß ist wie die mit ihrem 
Schwerpunktsabstande multiplizierte Fläche 
ODS. 

, Aus der Abbildung erkennt man, daß 
sich die Nachspannungen im gebogenen 
Balken über vier Schichten verteilen, in 
denen abwechselnd Zug- imd Druckspan- 
nungen herrschen. Außer der dem Punkte entsprechenden NuDinie, 
die mit der NuUinie unter der ursprünglichen Biegungsbelastung zu- 
sammenfällt, treten noch zwei weitere Nullinien auf, deren Lage im 
Querschnitt durch die Punkte R und S bestimmt ist. 

Macht man in einem Stabe, in dem solche Nachspannungen bestehen, 
einen Einschnitt quer zur Stabachse, so werden sich die angrenzenden 
Stabteile um einen gewissen Winkel gegeneinander drehen, weil sie von 
dem Nachzwange, dem sie unterworfen waren, durch den Schnitt teil- 
weise befreit werden. Das folgt aus denselben Überlegungen, die für 
die verdrehte Welle im vorigen Paragraphen näher im einzelnen durch- 
geführt wurden. Auf den Fall der Biegung lassen sie sich sinngemäß 
ohne Schwierigkeit übertragen, und es erscheint daher nicht nötig, dies 
jetzt noch weiter auszuführen. 




Abb. 127. 



Zehnter Abschnitt. 

Die Knick- und Ausweichgefahr. 



§ 101. Die Knickfestigkeit der 

Die größte Last, die man einem Körper aufbürden darf, ohne die 
Gefahr eines Zusammenbruchs heraufzubeschwören, hängt unter ge- 
wöhnhchen Umständen davon ab, daß Drang und Zwang an den stärkst 
beanspruchten Stellen des Körpers ein durch die Widerstandsfähigkeit 
des Stoffes bedingtes Höchstmaß nicht überschreiten. In den Fällen 
des »instabilen« oder »unsicheren« Gleichgewichts dagegen, mit denen 
wir uns in diesem Abschnitte zu beschäftigen haben, hängt die Gefahr- 
grenze nicht von der Festigkeit des Stoffes ab, sondern sie wird durch 
die Möglichkeit eines seitlichen Ausweichens herbeigeführt, wie sie 
durch die Gestalt des Körpers und durch die besondere Art des Last- 
angriffs gegeben ist. Der Körper ist in diesen Fällen recht wohl im- 
stande, die aufgebrachte Last und auch noch höhere Lasten ohne jede 
Überanstrengung des Stoffes zu tragen, sobald nur dafür gesorgt wird, 
daß das an sich mögliche Gleichgewicht nicht durch geringfügige Um- 
stände von zufälliger Art gestört werden kann. 

Das einfachste und allgemein bekannte Beispiel hierfür ist ein auf 
Druck beanspruchter Stab, der sehr lang ist im Verhältnis zu den Quer- 
fichnittsabmessungen. Bei geringer Länge hängt die Last, die der Stab 
mit Sicherheit zu übertragen vermag, nur von der Querschnittsfläche 
und von der Druckfestigkeit des Stoffes ab. Selbst wenn der Stab sehr 
lang ist, vermag er die gleiche Last immer noch ohne Bruchgefahr zu 
übertragen, wenn durch eine geeignete Stützung dafür gesorgt wird, daß 
er nicht seitlich ausweichen kann. Die Stützen, die dazu dienen, nehmen 
4em Stabe nichts von der Drucklast ab, die er weiterzuleiten hat und 
sie brauchen daher auch nicht so kräftig bemessen zu werden, wie es 
nötig wäre, wenn sie auch nur einen verhältnismäßig kleinen Teil dieser 
Last selbst aufzunehmen hätte. Es genügt vielmehr, wenn sie den 
geringen zufälligen Lasten in der Richtung quer zur Stabachse, die 
neben der Hauptlast gelegentUch vorkommen können, zu widerstehen 
vermögen und überhaupt jeder durch zufällige Umstände veranlaßten 
seitlichen Ausbiegung einen im Verhältnis zur Druckfestigkeit des 
Stabes nur ganz geringfügigen Widerstand entgegensetzen. 
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Wenn eine seitliche Abstützung dieser Art fehlt, oder wenn sie zu 
gering ist, um noch ausreichend wirksam zu sein, bricht dagegen der 
Stab, falls er sehr lang ist, unter einer weit geringeren Last zusammen, 
als er sie sonst zu tragen vermöchte. Der Bruch erfolgt in diesem Falle 
nicht durch Überwindung der Druckfestigkeit, sondern als ein Biegungs- 
bruch, der durch die vorausgehende seitliche Ausbiegung zuerst vor- 
bereitet und beim weiteren Fortschreiten dieser Formänderung schließ- 
lich herbeigeführt wird. 

Man muß diese an sich sehr einfachen und naheliegenden Bemer- 
kungen immer von neuem wieder anstellen, wenn man im Begriff ist, die 
Knickfestigkeit der Stäbe zu behandeln. Denn die Erfahrung lehrt, 
daß viele dazu neigen, das Ausknicken der Stäbe und die anderen Er- 
scheinungen, die auf ein unsicheres Gleichgewicht zurückzuführen 
sind, wie ein halbes Wunder anzustaunen, das ganz besonderer Er- 
klärungsmittel bedürfe. Tatsächlich sind aber alle diese Erscheinungen 
auf das engste mit der jedermann geläufigen Erfahrung verwandt, 
daß es nur schwer möglich ist, einen langen dünnen Stab auf einem 
glatten Fußboden aufrecht hinzustellen und ihn dauernd in dieser 
Stellung zu erhalten, ohne ihn irgendwie nach der Seite hin abzustützen. 
Wenn er auch nur sein eigenes Gewicht zu tragen hat, genügt doch schon 
eine geringe Erschütterung des Bodens oder ein leichter Windstoß, 
um ihn umzuwerfen. Genau so wie in diesem Falle ist aber die »Un- 
sicherheit des Gleichgewichts« auch bei allen Knick- und Ausweich- 
erscheinungen der zutreffende und für sich allein schon ausreichende 
Erklärungsgrund . 

In § 12 des zweiten Abschnitts wurde die auf das Prinzip der 
virtuellen Geschwindigkeiten gestützte Bedingung für die Sicherheit 
oder Unsicherheit eines elastischen Gleichgewichtszustandes aus- 
führlich besprochen. Auch an das Beispiel sei erinnert, das damals zur 
Erläuterung benutzt wurde und das ebensogut auch in diesem Ab- 
schnitte seinen Platz hätte finden können: es bezog sich auf die Knick- 
gefahr für ein dünnwandiges Rohr, das durch einen äußeren Flüssig- 
keitsdruck belastet wird. 

Ganz ähnlich lassen sich im allgemeinen auch die Fälle behandeln^ 
mit denen wir uns jetzt zu beschäftigen haben, wenn auch in den Einzel- 
heiten mancherlei Abweichungen vorkommen )cönnen. Zuerst soll 
das Hauptbeispiel besprochen werden, an dem sich die ganze Theorie 
der Knick- und Ausweichgefahr zuerst entwickelt hat, nämUch die 
Ableitung der Knickformel für einen auf Druck belasteten langgestreckten 
Stab unter den verschiedenen, dabei möglichen Nebenumständen» 
Wir dürfen voraussetzen, daß unsere Leser mit diesem Gegenstand im 
allgemeinen bereits bekannt sind und können uns daher kürzer fassen, 
80 daß wir manche Einzelheiten übergehen und nur das grundsätzlich 
Wichtige um so eindringlicher hervorheben. 
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Man kann auch diese einfachsten Aufgaben noch in recht ver- 
schiedener Weise in Angriff nehmen, obschon der Grundgedanke durch 
die Entwickelungen des zweiten Abschnittes bereits vollständig fest- 
gelegt ist. Um des Lehrzweckes willen, den wir dabei im Auge haben, 
wollen wir uns bei diesen Hauptbeispielen auch keineswegs damit be- 
gnügen, nur einen der uns offenstehenden Wege einzuschlagen, sondern 
wir wollen nacheinander verschiedene Wege benutzen, die alle zu dem 
gleichen Ziele führen, damit man den Gegenstand von verschiedenen 
Seiten her kennen lernt. 

Wir gehen aus von dem Ausdrucke für die Formänderungsarbeit dA, 
die in einem Stabeleniente von der Länge dx aufgespeichert ist, wenn 
es durch eine Last P auf Druck und zugleich durch ein Moment M 
auf Biegung beansprucht wird. Bezeichnet man 
die Querschnittsfläche mit F und die Biegungs- 
steif igkeit mit EG, so gilt 



dA = 



pt 



dx + T 



M^ 



dx 



(1) 




Abb. 128. 



2EF ' 2 ES 

wie wir an dieser Stelle als bereits bekannt vor- 
aussetzen dürfen. 

Nun betrachte man den Stab CD in Abb. 128, 
der zwischen zwei größeren Körpern A und 5, etwa 
einem Fußboden und einer Decke in einem Gebäude eingesetzt ist 
und der eine Drucklast P zwischen beiden zu übertragen hat. So- 
lange der Stab seinem Zwecke dient, ist seine Länge / um eine kleine 
Strecke AI elastisch verkürzt und die in ihm aufgespeicherte Form- 
änderungsarbeit, die wir mit A^ bezeichnen wollen, berechnet sich nach 
Gleichung (1) zu n2 

h (2) 



^0 = 



lEF 



da das Biegungsmoment M wegfällt, solange der Stab nicht ausknickt. 
Anstatt in der Last P kann man A^ auch in der elastischen Längen- 
änderung AI ausdrücken und erhält dann 



A^ = EF 



AP_ 
21 



(3) 



Wir wollen jetzt prüfen, ob der bei der Aufstellung dieser Formeln 
vorausgesetzte Gleichgewichtszustand des Stabes sicher ist oder un- 
sicher. Im zweiten Falle wäre ein seitliches Ausweichen des Stabes 
aus der geraden Anfangslage in die in der Abbildung mit 1 bezeichnete 
gekrümmte Gestalt und Lage mögUch. Um die Frage zu entscheiden, 
sehen wir diese Bewegung als eine virtuelle Verschiebung an, von der wir 
voraussetzen wollen, daß die Endpunkte C und D dabei in Ruhe bleiben 
sollen. Die beiden Körper A und B, zwischen denen der Stab einge- 
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schaltet ist, werden dann von der virtuellen Verschiebung, die wir vor- 
nehmen, überhaupt nicht betroffen. Ferner nehmen wir noch an, daß 
die Ausbiegung nach einer Sinuslinie erfolge, so daß 

y = f sin n-^ (4) 

gesetzt werden kann, und daß der Biegungspfeil / als unendlich klein 
gegenüber der Stablänge l anzusehen ist. 

Zuerst berechnen wir, um wieviel sich die Stabmittellinie bei dieser 
virtuellen Verschiebung streckt. Aus der Abbildung und den vorher- 
gehenden Festsetzungen entnimmt man 

..=../rnf=..(.+i(|f)')=..(i+i/.^co..iL£). 

Für die mit der Ausbiegung verbundene Längenänderung öAl 
der Stabmittellinie ergibt sich daher 

^'^^^l^'FJ 1" TT • • • • (5) 

Diese Längenänderung ist unendlich klein von der zweiten Ord- 
nung, wenn / klein von der ersten Ordnung ist. Aber auf die von der 
zweiten Ordnung kleinen Größen kommt es bei der Untersuchung der 
Sicherheit des Gleichgewichtes gerade an. 

Wenn sich die Stabmittellinie um dAl dehnt, überträgt der Stab 
in der neuen Lage nur noch eine kleinere Druckkraft -P^, die mit der 
ursprünglichen Druckkraft Pq in dem Zusammenhange 

^i~^o^i--27-/-^o — 4rr--r • • • • (6) 

steht. Das letzte Glied in diesem Ausdrucke gibt die Entlastung an, 
die der Stab durch das seitliche Ausweichen erfährt. 

Hierauf berechnen wir die Formänderungsarbeit Ai^ die der neuen 
Lage entspricht. Dabei gehen wir wiederum von Gleichung (1) aus, 

nachdem darin ^ 

M= Piy = P^f sin 7t -j- 

gesetzt ist. Hiermit erhält man für A^ 

i 



^~ 2EFj\ 



l + ^-Bm'7t^]dx (7) 



wenn an Stelle .des Trägheitsmomentes & der Trägheitshalbmesser i 
eingeführt wird. Die weitere Ausrechnung liefert 



p 2 

A — _1— 



i'+i-i) 
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Mit / == gelten alle diese Formeln auch für die Ausgangslage, 
in der Ai = Aq wird. Setzt man Pi aus GL (6) ein, multipliziert aus 
und läßt die von höherer als der zweiten Ordnung kleinen Glieder weg, 
so ergibt sich 



..=a.(..---.,f.u^) 



^~2EF 



~2EF ^ il ' ^^0 ^EFi^ j . . . . KO) 

Das erste Glied dieses Ausdruckes stimmt mit Aq überein. Die 
Summe der beiden nächsten Glieder gibt daher die von der zweiten 
Ordnung kleine Änderung d^A an, die die Formänderungsarbeit bei der 
virtuellen Verschiebung erlitten hat. Sie ist 

^^^ = Po-l[ß}i2 J-j (9) 

Das Gleichgewicht ist unempfindlich, wenn d^A zu Null wird, 

womit die Eulersche Knickformel aus dem Prinzip der virtuellen Ge- 
schwindigkeit abgeleitet ist. 

Zur Begründung des Rechnungsganges sind noch einige Bemer- 
kungen erforderlich. Manchem Leser mag es befremdlich erscheinen, 
daß hier von einer durch* das Ausbiegen bewirkten Entlastung des 
Stabes gesprochen und mit ihr gerechnet wurde, während man nach der 
sonst übUchen Auffassung des Sachverhalts die Last P als eine unver- 
änderlich gegebene Größe ansieht, die von dem Stabe auf jeden Fall 
aufgenommen werden muß, ob er nun gerade bleibt, oder ob er sich 
krümmt. Wir werden uns nachher ebenfalls auf diesen Standpunkt 
stellen, und es wird sich dann zeigen, daß man hierbei zu demselben 
Ergebnisse geführt wird wie hier. Aber schon jetzt muß darauf hinge- 
wiesen werden, daß der Standpunkt, den wir hier eingenommen haben, 
genau so berechtigt ist wie der andere. • 

Bei der Anwendung des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten 
steht es uns nämlich frei, die virtuelle Gestaltänderung des Stabes 
so zu wählen, wie es uns gerade paßt, also auch so, daß die Endpunkte 
des Stabes in Ruhe bleiben, während die Stabmittellinie sich krümmt. 
Hierbei müssen wir die Formänderungsarbeit als eine Funktion der 
Formänderungsgrößen ansehen, um die Änderung der potentiellen 
Energie in den virtuellen Verschiebungen ausdrücken zu können. Dann 
kommt man aber unweigerlich zu dem Schlüsse, daß sich die Stab- 
mittellinie bei der virtuellen Verschiebung ein wenig gestreckt hat 
und die dem neuen Formänderungszustand entsprechende Drucklast 
daher ein wenig kleiner geworden ist als zuvor. 
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Ein anderer Einwand, der sich gegen unsere Ableitung erheben 
läßt, ist dagegen wohl berechtigt, nämlich der, daß wir nur die Aus- 
biegung nach einer Sinuslinie in Betracht gezogen haben. In der Tat 
müßte aber die Knicklast kleiner ausfallen, als wir sie jetzt berechnet 
haben, wenn sich eine virtuelle Ausbiegung angeben ließe, bei der d^A 
für den gleichen Biegungspfeil, aber bei anderer Gestalt der Biegungs- 
linie kleiner ausfiele als nach Gl. (9). Wir wollen daher die ganze Be- 
trachtung jetzt noch einmal wiederholen für den Fall, daß als Aus- 
biegungslinie ein flacher Parabelbogen angenommen wird. In diesem 
Falle tritt an Stelle von Gl. (4) 

womit die Grenzbedingungen an den Enden ebenfalls erfüllt sind. 
An Stelle von Gl. (5) erMlt man nach einfacher Ausrechnung 

und hiermit an Stelle von Gl. (6) 

Für die Formänderungsarbeit A^ ergibt sich daraus an Stelle von 
Gl- (8) 8/2 4Z 

^1 = ^0 — ^0-37-+ ^o'- i^EFi^'^' 



und für die Knicklast folgt damit * 

Aber, wie man sieht, ist dieser Wert etwas, wenn auch nur wenig 
größer als der in Gl. (10) gefundene, da tz^ = 9,87 ist. Der Stab kann 
also leichter nach einer Sinuslinie als nach einem Parabelbogen aus- 
knicken und die letztgenannte Möglichkeit fällt damit überhaupt weg. 
Immerhin dürfen wir aus dem Vergleiche die Lehre entnehmen, daß es 
in dem Ergebnisse nur wenig Unterschied macht, wenn man die Sinus- 
linie durch eine andere flache Kurve von einfacher Art ersetzt. Für die 
Ableitung von Näherungslösungen in Fällen, die sich dazu eignen und 
bei denen es wünschenswert erscheint, die Rechnung möglichst abzu- 
kürzen, kann man daraus Vorteil ziehen. 

Bleiben wir aber jetzt bei dem uns hier beschäftigenden Falle 
stehen, so ist freiUch durch die vorhergehende Vergleichsrechnung noch 
nicht bewiesen, daß das Ausknicken tatsächhch nach einer Sinuslinie 
erfolgen müsse. Zunächst wenigstens erscheint es nicht ausgeschlossen, 
daß bei Wahl einer anderen Biegungslinie für die virtuelle Verschiebung 
eine etwas geringere Knicklast als nach Gl. (10) herauskommen könne, 
und wenn dies der Fall wäre, müßte man Gl. (10) verwerfen und an ihre 
Stelle den kleineren Wert setzen. 
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Aus den im vorletzten Absätze von § 12 auseinandergesetzten 
Gründen ist freilich von vornherein zu schließen, daß eine Berichtigung, 
die sich etwa nötig machen könnte, praktisch nicht von großer Bedeutung 
sein kann. Auch der geringe Unterschied, der sich ergibt, je nachdem 
man einen Sinus- oder einen Parabelbogen als Biegungslinie annimmt, 
bestätigt diesen Schluß. Immerhin ist aber das Verlangen nicht unberech- 
tigt, noch eine Begründung dafür zu erhalten, daß und warum man nun 
gerade eine Sinuslinie für die Durchbiegung in Aussicht zu nehmen hat. 

Dieser bisher noch fehlende Nachweis kann nachträglich leicht 
dadurch beigebracht werden, daß man den Zustand des unempfindlichen 
Gleichgewichts näher untersucht, in dem sich der Stab befindet, nach- 
dem er sich um einen kleinen Biegungspfeil / aus der Gleichgewichts- 
lage entfernt hat und in dieser Lage weiterhin verharrt. Man überzeugt 
sich dann, daß in der Tat eine SinusUnie als Gleichgewichtsgestalt ge- 
fordert wird. Weim man so vorgeht, nähert man sich aber bereits einem 
anderen Verfahren, das am häufigsten ^ur Ableitung der Knickformel 
verwendet wird und das wir jetzt noch genauer ins Auge fassen wollen. 

Dieser zweite Weg, den wir jetzt einschlagen wollen, geht davon 
aus, daß es überhaupt nicht möglich ist, einen Stab herzustellen, dessen 
* Mittellinie von vornherein vollkommen gerade wäre, oder ihn so zu be- 
lasten, daß die Lastrichtungslinie vollkommen genau mit der Stab- 
mittellinie zusammenfiele. Wenn auch nur eine dieser beiden Voraus- 
setzungen fällt, entstehen auch schon bei geringeren Lasten neben 
der elastischen Verkürzung in der Richtimg der Stabachse zugleich 
kleine seitliche Ausbiegungen, die zunächst gar nichts mit einem un- 
sicheren Gleichgewichtszustande zu tun haben. Sie können nach den 
gewöhnlichen Lehren der elementaren Festigkeitslehre über die Form- 
änderung eines auf exzentrischen Druck belasteten Stabes leicht be- 
rechnet werden. Diese Ausbiegungen tragen dazu bei, die anfänglich 
schon Ji)estehende Exzentrizität des Kraftangriffes noch weiterhin zu 
vergrößern. Sie wachsen, nachdem die Last eine gewisse Größe erreicht 
hat, so schnell an, daß sich die Last weiterhin kaum noch steigern läßt, 
ohne den Zusammenbruch herbeizuführen. 

Bei dieser Betrachtungsweise wird daher das unsichere Gleichgewicht 
als solches vollständig ausgeschaltet. Für jede Last und für jeden 
Formänderungszustand, der ihr entspricht, hat man es nur mit einem 
eindeutig bestimmten sicheren Gleichgewichte zu tun und die Gefahr- 
grenze wird aus dem schnellen Anwachsen der elastischen Formände- 
rungen erkannt. Das ist genau so, als wenn man zum Nachweise für 
die Unsicherheit des Gleichgewichtes eines auf den glatten Fußboden 
aufrecht hingestellten Stabes eine geringe Anfangsabweichung aus der 
lotrechten Stellung annimmt und zusieht, wie groß sie sein darf, ohne 
daß der Stab umfällt oder auch zeigt, daß er notwendig umfallen muß, 
wenn er unten abgerundet ist oder in eine Spitze ausläuft. 

Föppl. Drang und Zwang, Bd. II. 21 
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Diese Betrachtungsweise ist mit der vorigen vollständig gleich- 
berechtigt, wenn auch im einzelnen ganz von ihr verschieden. Als 
Lehrer kann man freilich immer wieder beobachten, wie sich mancher 
selbständig denkende Kopf heftig dagegen sträubt, sie anzunehmen 
und vielmehr verlangt, daß eine Erklärung für das Ausknicken gegeben 
wird) auch wenn alle Anfangsbedingungen streng erfüllt sind. Unsere 
erste Darstellung ist dazu bestimmt, diesen Wunsch zu befriedigen. 
Aber wenn wir den Wunsch auch verstehen und ihm entgegenzukommen 
suchten, so vermögen wir doch das Verlangen, daß nun alle Aufgaben 
über das unsichere Gleichgewicht in derselben Weise behandelt werden 
müßten, keineswegs zu bilUgen. Sehr häufig wird der zweite 
Weg den Vorzug verdienen und jedenfalls ist es stets mög- 
lich, alle Fragen über das unsichere Gleichgewicht auf diesem 
i Wege zu entscheiden, ohne daß dazu der andere auch noch, 
l ^ nötig wäre. 

i In beistehender Abb. 129 ist angenommen, daß die 

f »Kraftachse « der P mit der ursprüngUch geraden Stabachse 
' gleichgerichtet ist, daß sie aber um die kleine Strecke e 
exzentrisch zu ihr liegt. Die Folge davon ist, daß der Stab 
auch schon bei geringen Lasten außer einer Verkürzung 
Abb. 129. ^^ ^^^ Längsrichtimg noch eine kleine seitliche Ausbiegung 
erfährt, die im Abstände x vom unteren Stabrande den Be- 
trag y haben möge. Wir denken uns in der Abbildimg die Strecken e 
und y in weit größerem Maßstabe aufgetragen als die Längen x und L 
Das Biegungsmoment M im Querschnitte x ist 

M=P(e + y) 

und für die Biegungslinie gilt daher die Differentialgleichung 

Ee^ = -P(e + y). 

Für den Fall, daß die Biegimgssteifigkeit des Stabes E0 konstant 
ist, erhält man als Lösung dieser Gleichung 

y = A sin a X'\- B cos a x — c, 

wenn unter a der von den gegebenen Größen abhängige Wert 



°=yw 



se <**> 

verstanden wird. Die mit A und B bezeichneten Integrationskonstanten 
folgen aus den Grenzbedingungen, daß y = werden muß für x = O 
und für x = l. Die den Grenzbedingungen bereits angepaßte Lösung^ 
der Differentialgleichung lautet 

1 — cos al . , 

y = e : 5 — sm a x + c cos ax — e 



i 
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l 
und für die Ausbiegung / in der Stabmitte erhält man daraus mit ^ = ö" 

und nach einfacher Umformung 

1 — COS-y 

/='' — ^ <12) 

cos -^ 

Jeder gegebenen Last P entspricht ein nach Gl. (11) zu berechnender 
Wert von a, und aus diesem wieder folgt der Biegungspfeil / nach Glei- 
chung (12). Mit P = sind auch a und / gleich NuU, und je größer P 
wird, um so mehr wachsen auch a und /. Ein sehr schnelles Anwachsen 

von / tritt aber erst ein, wenn sich-^ einem rechten Winkel, also dem 
Werte -p- nähert. Im Grenzfalle 

wird / = oo, und dem entspricht nach Gl. (11) die Eulersche Knicklast 

in Übereinstimmung mit dem auf ganz anderem Wege in Gl. (10) er- 
haltenen Ergebnisse. 

Der hier eingeschlagene Weg ist der kürzeste zur Ableitung dieser 
Formel, und er wird daher mit Recht in der Regel bevorzugt. Aus ihm 
ergibt sich auch, daß sich der Stab in der Tat nach einer Sinuslinie 
ausbiegt. 

An dieser Stelle möge auch noch auf einen dritten Weg hin- 
gewiesen werden, der schon einmal früher in § 9 auf S. 65 von Band I 
erwähnt wurde. Man hat dabei nicht nötig, eine anfängliche Exzentrizi- 
tät des Kraftangriffes vorauszusetzen. Man betrachtet vielmehr den 
zu einer bestimmten Ausbiegung / gehörigen Gleichgewichtszustand 
und fragt nach der Kraft P, die erforderlich ist, um diesen Zustand 
dauernd aufrechtzuerhalten. Die Bedingung dafür kann man in einer 
Arbeitsgleichung ausdrücken, wie dies in § 9 angedeutet war. Es ist 
nicht nötig, dies jetzt noch weiter auszuführen. 

§ 102. Die Knicklast für andere Grenzbedingimgen. 

Bisher beschränkten wir uns der besseren Übersicht wegen auf 
die Untersuchung des wichtigsten Falles, daß der Stab an beiden Enden 
frei drehbar gelagert ist. Für den Fall, daß der Stab an beiden 
Enden eingespannt ist, hat man, um diesen Grenzbedingungen 
zu genügen, für die virtuelle Verschiebung an Stelle von Gl. (4) 

j/=-K-/ll — cos 2 ^ -j- 1 = / sin* -y- .... (13) 

21* 
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anzunehmen, worauf sich die frühere Rechnung sinngemäß wiederholen 
läßt. Als Schlußergebnis findet man dann, wie dem Leser schon bekannt 
sein wird, die Knicklast - p^ 

p = in^^ (14) 

Ist dagegen der Stab nur am Ende x ^ l eingespannt 
und bei a; = drehbar gelagert, so biegt er sich beim Aus- 
knicken nach einer Linie durch, deren Gleichung 



yz=:C[aiX — 



sm a^ X 



(15) 



geschrieben werden 
Grenzbedingung y = 
Gleichung 



cos a^ l 

kann. Hierin ist a^ so zu wählen, daß der 
für X = l genügt wird, also als Wurzel der 

tg a^ / = Oj Z 



und zwar ist dafür die kleinste der unendlich vielen Wurzeln dieser 
Gleichung zu nehmen, wofür man beim Auflösen durch Probieren 

4,49 



a 



1 — 



l 



erhält. Für die Konstante C in Gl. (15) kann man einen sonst beliebigen 
Wert annehmen, der nur klein sein muß im Verhältnisse zur Stablänge. 
Jedem hinreichend kleinen Werte von C entspricht eine gewisse Aus- 
biegungslinie und alle diese Ausbiegungslinien sind gleich- 
gut möglich, da das elastische Gleichgewicht, auf das sich 
GL (15) bezieht, unempfindlich ist. Voraussetzung dafür 
ist nur, daß die Last P passend gewählt wird, worauf wir 
sofort näher eingehen werden. 

Um die aufgestellten Behauptungen zu beweisen und P 
zu berechnen, beziehen wir uns auf Abb. 130. In dieser ist 
am Stabende x = außer der in der Richtung der Stab- 
achse gehenden Knicklast P noch eine zur Stabachse senk- 
recht gerichtete Kraft H eingetragen, die sich beim Aus- 
knicken an diesem Stabende einstellen muß, um eine Ver- 
schiebung in horizontaler Richtung zu verhindern. Als Differential- 
gleichung der elastischen Linie ergibt sich 

^^ = -M = -Py^Hx (16) 




Abb. 130. 



E0 



und es zeigt sich, daß ihr durch den Ansatz (15) in der Tat genügt wird, 
wenn man 

P = Eea^ und zugleich H = PC a^ = C E0 a^^ 

wählt. Auch allen Grenzbedingungen an den Stabenden wird durch die 
Lösung (15) genügt. 
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Die zum Festhalten des frei drehbaren Stabendes erforderliche 
Kraft H wächst hiernach mit C, also mit der Größe der Ausbiegung an, 
während die Knicklast P unabhängig von der Größe der Ausbiegung zu 



i> = 4,49^.4^ = 20^^ 



(17) 



p p • • • 

gefunden wird. 

Ferner ist noch der in Abb. 131 angegebene 
Fall zu besprechen, bei dem der Stab im Quer- 
schnitte x= eingespannt ist, während sich das 
Stabende a;= l frei verschieben und zugleich frei 
drehen kann. Sobald die Last P eine geeignete Größe 
erlangt hat, vermag sie den Stab in der aus der Zeichnung 
ersichtlichen ausgebogenen Lage dauernd im Gleichgewichte 
zu halten. Die Differentialgleichung der elastischen Linie lautet hier 




Al)b. 131. 



ES 



und die den Grenzbedingungen an den Stabenden angepaßte Lösung ist 



2^ = / 1 — cos 



n X 
~2l 



Dies setzt voraus, daß P passend gewählt ist, nämUch 

7l^E0 



P = 



4/2 



(18) 



./. 



Hiermit sind die vier einfachsten Fälle der Knickfestigkeit, mit 
denen man sich in den Anfangsgründen der Festigkeitslehre zu be- 
schäftigen pflegt, erschöpft. In den Anwendungen der Theorie kommen 
aber häufig genug auch noch andere Fälle vor, die zwar mit den vorher- 
gehenden verwandt sind, sich aber doch nicht auf sie zurückführen 
lassen, sondern eine besondere Behandlung erforderlich machen. Hierbei 
wird gewöhnlich keine mathematisch strenge Lösung der Aufgabe 
verlangt, sondern weit mehr ein mögüchst einfacher Ansatz gewünscht, 
der schmiegsam genug ist, um sich den verschiedenartigen 
Bedingungen, die gestellt werden können, leicht anpassen 
zu lassen und der die Knicklast mit einer für praktische 
Zwecke ausreichenden Genauigkeit zu berechnen gestattet. 
Solche Ansätze lassen sich noch in sehr verschiedener 
Weise bilden. Wir wollen hier ein einfaches Beispiel dafür 
geben, bei dessen Behandlung von vornherein Rücksicht 
darauf genommen werden soll, daß es als Muster auch für 
die Untersuchung von verwickeiteren Fällen dienen kann. 

In Abb. 132 ist im Gegensatz zur vorhergehenden 
Abbildung angenommen, daß sich am Stabende x == l eine Abb. 132. 
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Kraft H der seitlichen Außbiegung widersetzt, die proportional mit 
dieser Ausbiegung anwächst. Wir können daher 

H=:cf (19) 

dafür setzen und betrachten den Beiwert c als gegeben. Mit Fällen von 
dieser Art bekommt man öfters zu tim. Die Kraft H wird dann gewöhn- 
Uch alß ein elastischer Widerstand anzusehen sein, der von anderen 
Körpern ausgeht, die das obere Stabende festzuhalten suchen, die 
dabei aber doch selbst etwas nachgiebig sind. Nimmt man c = oo an, 
so muß / zu Ntill 'werden, xmd man kommt damit auf den vorher schon 
behandelten und in Abb. 130 dargestellten Fall zurück, abgesehen 
davon, daß oberes xmd unteres Stabende in beiden Abbildungen mit- 
einander vertauscht sind. Mit c = gelangen wir dagegen zu dem 
unmittelbar vorher behandelten und in Abb. 131 dargestellten Falle. 
Man kann daher sa^en, daß der allgemeinere Fall, der durch Gl. (19) 
gekennzeichnet wird, die beiden vorausgehenden Fälle als Sonderfälle 
mit in sich schUeßt. ' 

Kräfte Hy die sich der Ausbiegung dem Ansätze (19) gemäß wider- 
setzen, können übrigens nicht nur am Stabende, sondern ebensogut 
auch an anderen Stellen des Stabes oder auch an mehreren zugleich 
oder auch in stetiger Verteilimg über die ganze Stablänge vorkommen. 
Fälle dieser Art werden sich bei den Anwendungen nicht selten ein- 
stellen. Wir wollen daher das Lösungsverf ahren , zu dem wir hier 
greifen, von vornherein so einrichten, daß es ohne Schwierigkeit 
sofort auch auf alle Fälle von der angegebenen Art übertragen 
werden kann. • 

Aus diesem Grunde wollen wir hier ganz davon absehen, daß das 
Ausknicken des Stabes voraussichtUch nach einer Sinuslinie erfolgt 
wie sich aus dem Vergleiche mit den vorher behandelten Fällen sofort 
schließen läßt. Wir wissen ohnehin schon, daß es bei der Lösung 
der Aufgabe nach den Sätzen über die Formänderungsarbeit auf die 
genauere Gestalt der Biegungslinie nicht viel ankommt, so daß wir in 
dieser Hinsicht freie Hand haben und unseren Ansatz nach anderen 
Gesichtspunkten wählen können. 

Gewöhnlich wird es am bequemsten sein, eine algebraische Kurve 
als Ausbiegungslinie für die Anwendung des Prinzips der virtuellen 
Geschwindigkeiten vorauszusetzen. Der Ansatz soll im übrigen so 
einfach als möglich sein. Immerhin wird es sich nicht umgehen lassen, 
ihn durch Einführung von einigen Freiwerten allgemein genug zu ge- 
stalten, um den besonderen Umständen des Falles genügend Rechnimg 
tragen zu können. In den meisten Fällen dürfte aber ein Ansatz mit 
drei Konstanten, wie wir ihn hier ebenfalls zugrunde legen wollen, 
vollständig ausreichen, um eine schon ziemlich weitgehenden Ansprüchen 
genügende Genauigkeit des Schlußergebnisses zu erzielen. 



y = 
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Wir setzen in unserem Beispiele 

y = a,(^J + a,[^J + a,(^J (20) 

als Gleichung der Biegungslinie an. Dabei ist durch die Wahl des An- 
satzes schon depa Umstände Rechnung getragen, daß f ür x = sowohl 

dy 
y selbst als auch -j^ zu Null werden muß, da der Stab unten einge- 
spannt sein soll. Für die Differentialquotienten von y erhält man 

2ai X , Sog I ^Y i ^^ ^"^' 

~r-T+-r-\T/ + 

n _ 2 g^ . 6 tta x . i2a^ 

Das obere Stabende soll aber in unserem Falle ohne Widerstand 
drehbar sein, und daher muß y" für a; = Z zu Null werden. Zwischen 
den drei Konstanten a ist daher die Bedingung vorgeschrieben. 

«1 + 3 03 + 6 «8 = 0. (21) 

so daß nur zwei von ihnen als Freiwerte anzusehen s^nd. 

Wir berechnen zunächst die Bogenlänge der Stabmittellinie nach 
erfolgter Ausbiegung, wobei, wie in allen Fällen dieser Art, vorauszu- 
setzen ist, daß alle y und hiermit alle a sehr klein sind gegenüber der 
Stablänge l. Man erhält dann in derselben Weise wie bei der Ableitung 
von Gl. (5) im vorhergehenden Paragraphen 

^ 

woraus nach einfacher Ausrechnung 

Jd5 = Z+y^|^ai2-f ^aa« + — 03« + 30102 -f-g- 0103 + 4a2a8^ 

gefunden wird. Hier wollen wir aber, abweichend von dem. 
früher eingeschlagenen Verfahren, die virtuelle Verschie- 
bung so wählen, daß die Stabmittellinie so lang bleibt, 
wie sie vor der Verschiebung war. So muß es nämlich sein, 
wenn wir die Last P während der Verschiebung als unveränderlich an- 
sehen. Das obere Ende des Stabes senkt sich dann um den Betrag, 
um den sich in der vorhergehenden Formel J ds von l unterscheidet. 
In der Gl. (3) von § 9 

I^d^ — dA=0, 

die das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten ausspricht, wird daher 
in unserem Falle 
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also unendlich klein von der zweiten Ordnung, wenn die a klein von 
der ersten Ordnung sind. 

Die Formänderungsarbeit ^i im Stabe denken wir uns wieder nach 
Gl. (1) des vorhergehenden Paragraphen berechnet. Sie setzt sich 
dann aus zwei Gliedern zusammen, von denen das erste durch die virtuelle 
Formänderung keine Änderung erleidet, da sich P nicht geändert hat. 
Das zweite GHed kommt dagegen neu hinzu und stellt öA^ dar. Hierbei 
drücken wir das Biegungsmoment M in den Formänderungsgrößen aus, 
indem wir M^-ESy" 

setzen, womit ÖA^ übergeht in 

&A^ = ^^lM^dx = ^E9l{y"fdx. 

Für y" setzen wir den vorher dafür festgestellten Wert ein und 
führen die Integration aus von a: = bis x = 1, Nach einfacher Aus- 
rechnung ergibt sich dafür 

Ä^i = p [a^ + 3 ag* + -^ aa« + 3 a^a^ + 4aia3 + "da^aX 

Außer der im Stabe selbst aufgespeicherten Formänderungsarbeit 
A^ kommt bei einer virtuellen Verschiebung noch die Formände^ungs- 
arbeit öA^ in Betracht, die in den Körpern hervorgerufen wird, die 
das obere Stabende festzuhalten suchen. Der Angriffspunkt der Kraft 
jff, die sich der Verschiebung widersetzt, legt den Weg / zurück, der 
sich aus Gl. (20) zu 

/ = «1 + 0^2 + «8 

ergibt und die Formänderungsarbeit ÖA^ wird daher mit Rücksicht 
auf Gl. (19) j 

8A^ = -^c(a^-^a^ + a^y 



\2 



Beide Beiträge z\x öA sind klein von der zweiten Ordnung, genau 
so wie dies vorher auch schon von der Arbeit der Kraft P festgestellt 
wurde. Hiernach ist die Gleichgewichtsbedingung 

2:?ß(5§ — (5^ = 0, 

in der es nur auf die von der ersten Ordnung kleinen Größen ankommt, 
ohne weiteres erfüllt. Das Gleichgewicht ist unsicher, wenn die Arbeit 
von P auf der linken Seite dieser Gleichung den Zuwachs von A über- 
wiegt und sicher im entgegengesetzten Falle. Als Knicklast ist jener 
Wert von P anzusehen, der an der Grenze zwischen beiden Fällen steht, 
also der dem unempfindlichen Gleichgewicht entsprechende. Das ist der 
Wert von P^ für den die vorstehende Gleichung auch noch bis auf Größen 
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von der zweiten Ordnung genau erfüllt ist. Die Bedingung dafür lautet 

^ 21 9 ,,16 .,„ .16 ,, \ 2Ee/^, 

3 «1* + 5" V +^ V 4- 3 «1 «2 + -5- «lOs + 'i «»Osl = — p— ^«1* + 

Zwischen den Konstanten a, die in dieser Gleichung vorkommen, 
besteht die Beziehung (21), mit deren Hilfe man etwa 

Oj = — 3 02 — 6 0^3 

in die Gleichung einsetzen kann. Nachdem dies geschehen ist, dividieren 
-wir die ganze Gleichung mit ög^ und setzen darauf zur Abkürzung 



= u. 



Dann lautet die Gleichung für die Knicklast 

+ 4-c(4 + 20u + 25Ma) (22) 

Hierin ist u noch ein Freiwert, von dessen Wahl die besondere 
Gestalt der Ausbiegungslinie abhängt, die bei der Anwendung des 
Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten zugrunde gelegt wird. Wir 
müssen aber diese Wahl, die uns frei steht, dazu benutzen, um uns der 
tatsächlich zu erwartenden Gestalt der Ausbiegungslinie und hiermit 
auch der wahren Knicklast so eng anzuschließen, als es mit dem will- 
kürüch gewählten Ansätze (20) überhaupt noch verträglich ist. Das 
geschieht, indem wir P als eine durch Gl. (22) beschriebene Funktion 
von u ansehen, den Differentialquotienten von P nach u bilden, ihn 
gleich Null setzen und die so entstehende Gleichung neben Gl. (22) 
dazu benutzen, um beide nach den Unbekannten P und u aufzulösen. 
In einem bestimmt gegebenen Falle führt man dies am einfachsten 
durch Probieren aus, so nämüch, daß man für die Verhältniszahl u in 
Gl. (22) der Reihe nach verschiedene positive oder negative Werte 
annimmt, das zugehörige P ausrechnet und nun P als Funktion von 
u graphisch darstellt. Der kleinste Wert, zu dem man dabei gelangen 
kann, kommt der wahren Knicklast am nächsten. 

Um die Genauigkeit des Lösungsverfahrens zu prüfen, wollen wir 
die Rechnung sofort für die beiden Grenzfälle c = und c = oo voll- 
ständig durchführen. Setzen wir in Gl. (22) c = 0, so ergibt sich 



P = 



/ jp^ 3+15tt+19itt2 
iE0 

4-H-24|a + 31^«^ 
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Differentiiert man diesen Ausdruck nach u und setzt ihn gleich 
Null, so erhält man die Gleichung 

2,1943^2 — 2,1943 «=1,2. 

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind 

Kj^ = -|- 1,393 und «2 = — 0,393. 

Die erste dieser Wurzeln entspricht dem Minimum von -P, und zwar 
erhält man dafür beim Einsetzen dieses Wertes nach Ausrechnen 

E0 
/> = 2,468^, , 

was mit der genaueren Formel (18), bei der an Stelle von 2,468 der 
Beiwert -7- = 2,467 steht, in sehr befriedigender Übereinstimmimg ist, 

Im Falle c = 00 muß / zu Null werden, also 

öti + Oj + 03 = 

sein, was in Verbindung mit Gl. (21) zu u = — 0,4 führt. Setzt man 
diesen Wert in Gl. (22) ein, so erhält man 

/>= 21,00^, 

was auch noch ganz gut mit Gl. (17) übereinstimmt. Der Wert 
von P ist übrigens, wie es sein muß, etwas größer als der der genaueren 
Formel entsprechende. Diese Vergleiche bestätigen, was auch von vorn- 
herein zu erwarten war, daß der gewählte Ansatz (20) für die Ableitung 
von Näherungslösungen mit einer für praktische Zwecke genügenden 
Genauigkeit vollkommen geeignet ist. Man wird ihn daher auch in 
anderen Fällen, wie sie vorher angedeutet waren, mit Zuversicht ver- 
wenden können. Der Vorteil, den der Ansatz hierfür bietet, besteht aber 
darin, daß er sich ohne jede Änderung des Rechnungsganges und mit 
nur ganz geringfügigen Änderungen im Bau der Schlußformel (22) 
darauf sofort übertragen läßt. 

Endlich möge die Wahl des dreigliederigen Ansatzes in Gl. (20) 
durch die folgenden Bemerkungen noch etwas näher begründet werden. 
Von den drei Konstanten, die er enthält, sind, wie sich zeigte, nur zwei 
als Freiwerte zu betrachten, da die dritte durch die Bedingungsgleichung 
(21) an die beiden ersten gebunden ist. Der Ansatz muß aber allgemein 
genug sein, um eine Ausbiegungslinie mit einem Wendepunkte zwischen 
X = und X = l umfassen zu können, da eine solche den Bedingungen 
der Aufgabe gemäß von vornherein zu erwarten ist, und um dies zu er- 
möglichen, war eben der dreigliedrige Ansatz erforderlich und zugleich 
auch ausreichend. 

Nimmt man, was auch ohne weiteres möglich ist, das Stabende 
in Abb. 132 nicht frei drehbar, sondern teilweise eingespannt an, so 
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AslQ sich ein dem Drehungswinkel proportionales Drehungsmoment 
der Drehung widersetzt, so fällt natürUch die Bedingung (21) fort und 
in. die Arbeitsgleichung tritt ein weiteres Glied ein,. das dem Quadrate 
des Drehimgswinkels, also dem Quadrate von y' an der Stelle x = l 
proportional ist. Auch für diesen Fall läßt sich die Rechnung mit ge- 
ringen Änderungen leicht wiederholen. 

§ 103. Ausknicken von Platten. 

Wir betrachten zuerst die in beistehender Abb. 133 gezeichnete 
rechteckige Platte von den Seitenlängen 2 a und 2 b mit den längs 
jeder Seitenfläche gleichförmig verteilten Drucklasten p^ in der Rich- 
limg der Y- und pj ^ der Richtung der Z- Achse, beide auf die Flächen- 
einheit der Angriffsflächen bezogen. Es fragt sich, wie groß diese Druck- 
lasten werden dürfen, ohne daß ein 
Ausknicken der Platte, wie es im ^#""^ 
Aufriß angedeutet ist, zu befürchten ' i i i i i U l^**! i 1 i 

-wäre, wenn die Platte an allen vier ^ jx •- 

Kanten frei drehbar unterstützt ist. ;;..--^._jä-_-[.--^_-_^--_-^^^ 

Zur Beantwortung dieser Frage ^ '] _7 _ f— ^ y 

stellen wir fest, um wieviel die in ^^"t^ . r" v- 

der Platte aufgespeicherte Formände- 
rungsarbeit zunimmt, wenn die Platte 

um den als unendlich klein anzu- P2 

sehenden Biegungspfeil / tatsächlich Abb. 133. 

ausknickt. Wir wissen schon," daß 

dabei nicht viel auf die besondere Gestalt der Ausbiegungsfläche an- 
kommt, wenn nur darauf geachtet wird, daß sie in der Mitte jeden- 
falls stärker gekrümmt sein wird als nach den Kanten hin. Wir können 
daher die im 3. Abschnitte für die Berechnung der Biegungsfestigkeit 
der rechteckigen Platte benutzten einfachen Ansätze ohne weiteres auch 
hier verwenden. Es ist* auch ziemlich gleichgültig, ob wir dabei von 
dem Kosinusansatze in § 19 oder von der algebraischen Fläche in § 20 
ausgehen. Im ersten Falle haben wir für die in einer gebogenen Platte 
aufgespeicherte Formänderimgsarbeit nach Gl. (17) von § 19 

' nr — 1 a^b^ ^ 

zu -setzen, wenn die Zahlenrechnung noch etwas weiter als dort durch- 
geführt wird und im anderen Falle ergibt sich aus Gl. (32) von § 20 

^= 0,254 _^£Ä».-(^4ipi/«, 
m* — 1 a'b' 

was sich von dem vorigen Werte nur wenig unterscheidet. 
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Nun haben wir es freilich in unserem Falle nicht mit der Biegungs- 
arbeit allein zu tun. Schon vor der Ausbiegung ist in der Platte eine 
gewisse Formänderungsarbeit Aq aufgespeichert wegen der Zusammen- 
drückung, die durch die Lasten pi und P2 in allen Richtungen innerhalb 
der Plattenebene hervorgebracht wird und jetzt handelt es sich um die 
Änderung, die gegenüber Aq durch die Ausbiegung hervorgebracht 
wird. Aber dieser Zuwachs wird durch die vorhergehenden Formeln 
bereits richtig angegeben. Um dies zu beweisen, gehen wir aus von der 
bezogenen Formänderungsarbeit für einen ebenen Spannungszustand 
nach Gl. (21) von §10: 

Q 

A = ^_^ [m (61* + «2^) + 2£i£2]. 

Infolge der Ausbiegung ändert sich e^ um einen Betrag zd^i = a^Xy 
der jedenfalls proportional ist mit dem Abstände x des betreffenden 
Punktes von der Mittelfläche und ebenso ßg '^^ einen Betrag As2 = a^ x. 
Die dadurch in A hervorgebrachte Änderung 5A ist 

Q 

6A = :^^j^Y ^"^ ^ ^^ ^^1^1 + ^2^2) + H ^2 + H<^i] + 

+ x2 [m {a^ + a^) + 2 a^ oj }►. 

Die zu einem Plattenelemente von der Fläche dF gehörige Form- 
änderungsarbeit dA ergibt sich aus A zu 

dA = dF ^Adx 

_ A 
2 

und die Änderung ddA, die dA infolge der Ausbiegung erfährt, wird 

ebenso h 

+ 2 

ddA=dF ^öAdx. 

Setzt man hier den vorhergehenden Wert von dA ein und führt 
die Integration aus, so ergibt sich 

G'h? 
ödA = dF' i2(m — 1) ^^ (^1^ + ^2^) + '^<^i(^. 

denn das mit der ersten Potenz von x behaftete Glied in dA fällt bei 

h h 

der Integration zwischen x = — y und rc = + y fort. Was stehen 

bleibt, ist aber genau der Wert für die durch die Biegung allein hervor- 
gebrachte Formänderungsarbeit, da £1 und £2 nicht mehr darin vor- 
kommen. Damit ist die vorher aufgestellte Behauptung bewiesen. Es 
verhält sich eben mit der gebogenen Platte in dieser Hinsicht genau 
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so wie mit dem gebogenen Balken, bei dem auch die Biegungsarbeit 
unabhängig ist von einer daneben noch mitwirkenden axialen Belastung. 
Wir haben jetzt ferner einen Ausdruck für die bei der virtuellen 
Formänderung geleistete Arbeit der Lasten p^ und pg aufzustellen. 
An den Enden eines parallel zur Y-Achse im Abstände z von ihr ge- 
zogenen Streifens von der Streifenbreite dz wirken die Lasten p^hdz und 
die Arbeit, die sie leisten, wird daraus durch Multiplikation mit der 
Verkürzung des Abstandes ihrer Angriffspunkte gefunden. Der Streifen 
biegt sich beim Ausknicken der Platte um einen Betrag f^ durch, der 
einen gewissen Bruchteil des Biegungspfeiles / in der Plattenmitte 
ausmacht. Nach dem Ansätze in Gl. (14) von § 19 können wir dafür 

, nz 



setzen und für irgendeinen Punkt im Abstände y von der Z- Achse er- 
hält man die Verschiebung 

^ = ^^'"'27' 

Für die Bogenlänge des Streifens nach der Formänderung folgt 
daher 

Nun haW,en wir eine virtuelle Formänderung betrachtet, bei der die 
Mittellinie des Streifens ihre Länge nicht ändert. Das mit /^ behaftete 
Güed der eben berechneten Bogenlänge gibt daher den Weg an, auf dem 
die Drucklasten an den Streifenenden ihre Arbeit leisten. Der Arbeits- 
betrag selbst stellt sich daher' auf 

Pihdz* r, oder auf p, Ä -5-^ cos^ -7^-1- d2. 

Um die Arbeit aller Drucklasten pi zu erhalten, haben wir diesen 
Ausdruck nach z zu integrieren zwischen z = — b bis z =^ -{- b. Damit 
erhält man 2/2 

Hierzu kommen noch die Arbeiten der Lasten /?2 an den anderen 
beiden Rechteckseiten, die sich ebenso berechnen lassen und die sich 
daher aus dem vorhergehenden Ausdrucke durch einfache Buchstaben- 
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vertauschung ergeben. Im ganzen wird daher in der Gleichung des 
Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten 



i:^ö, = ^Ph(p,^ + P,^} 



Dieser Arbeitsbetrag ist ebenso wie der vorher für die Biegungs- 
arbeit festgestellte klein von der zweiten Ordnung, wenn / klein von 
der ersten Ordnung ist. Für die Knickgrenze sind beide Werte einander 
gleich zu setzen und man kommt damit zu der Knickbedingung 

Setzt man hierin nachträglich m = 4 und rechnet weiter aus, so 

ergibt sich (a'^^h^\^ 

Pib^ + P2<^^ = 0,223 Eh^'^^-^^ .... (23) 

und für den Fall der quadratischen Platte vereinfacht sich die 
Formel zu , t^ 

Pi + /'2 = 0,892 £ -^ (24) 

wenn a die Halbseite des Quadrats bedeutet. 

Die Drucklasten pi und p^ unterstützen sich demnach gegen- 
seitig in ihrer Wirkung auf die Knickgefahr. Eine dieser Lasten kann 
z. B. auch gleich Null sein, wenn die andere dafür um so größer wird. 
Sind sie aber gleichgroß, so braucht jede nur halb so groß zu sein als 
wenn die andere nicht vorhanden wäre. Setzt man Pi = P2 = Pi ^^ '^^d 

A* • 

p = 0,446 E ^ (25) 

Nehmen wir dagegen Pi = an, so wird im Falle der 
rechteckigen Platte 

p, = 0.223 Eh* . ^"' j;f ^' . , (26) 

und für den Grenzfall a = 00 geht dies über in 

p, = 0,223£-^ (27) 

In diesem Falle befindet sich aber die rechteckige Platte im wesent- 
lichen in der gleichen Lage wie ein Stab von der Länge 2b und einem 
rechteckigen Querschnitte von der beliebigen Breite d, der durch die 
Lasten paÄd zum Ausknicken gebracht wird. Wir haben daher Ge- 
legenheit zum Vergleiche der hier abgeleiteten Formeln mit der Euler- 
schen Knickformel (10) von § 101 

P -TT^^^ 
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Setzt man hierin G = -xö"j ferner Pq = p^ hd und Z = 2 6, so 
folgt daraus t^ 

/>, = 0,206 E ^. 

Der Unterschied gegenüber Gl. (27) wird hauptsächlich durch den 
Faktor — ^ . in der Formänderungsarbeit für die gebogene Platte 

herbei geführt, der bei einem Stabe, der aus der Platte in der endlichen 
Breite d herausgeschnitten wird, wegfällt. Die Verhinderung der Quer- 
dehnung, die sich in der zusammenhängenden Platte geltend macht 
imd die durch diesen Faktor zum Ausdruck gelangt, bewirkt einen 
im Verhältnis etwas größeren Knickwiderstand als bei einem schmalen 
Streifen, der sich der Quere nach unbehindert dehnen oder zusammen- 
ziehen kann. 

Ganz ähnlich wie die rechteckige Platte soll hier auch 
die kreisförmige Platte auf ihren Knickwiderstand unter- 
sucht werden. Wer auf strenge Lösungen Gewicht legt, ist allerdings 
bei der kreisförmigen Platte insofern in günstigerer Lage als bei der 
rechteckigen Platte, als man genau so, wie es im 3. Abschnitte bei der 
Behandlung der Biegungsfestigkeit symmetrisch belasteter kreisförmiger 
Platten möglich war, auch für die Ausbiegung beim Knicken in ver- 
hältnismäßig einfacher Weise einen streng gültigen Ausdruck ableiten 
kann. Aber für praktische Zwecke hat dies keine Bedeutung, und wir 
ziehen daher vor, den Knickwiderstand der kreisförmigen Platte nach 
demselben Verfahren abzuleiten wie den der rechteckigen Platte. Zu 
diesem Zwecke brauchen wir zunächst einen Ausdruck für die Biegungs- 
arbeit in der Platte, die zu einem Biegungspfeile / bei irgendeiner Ge- 
stalt der Biegungsfläche gehört, die sich nicht zu sehr von der beim 
Ausknicken entstehenden unterscheidet. Im 3. Abschnitte liegt ein 
solcher Ausdruck noch nicht unmittelbar gebrauchsfertig vor, da wir 
dort die kreisförmige Platte auf Grund der Differentialgleichung der 
elastischen Fläche anstatt auf Grund der Sätze über die Formänderungs- 
arbeit behandelt haben. Wir können ihn aber nachträglich leicht bilden. 
In Gl. (103) von § 27 hatten wir nämlich den Biegungspfeil / einer kreis- 
förmigen Platte, die durch eine Einzellast P in der Mitte belastet ist, 

gefunden zu ^ 3(m-l) (3 m+l) , ^ 

worin a den Halbmesser der Platte bedeutet. Man darf annehmen, 
daß sich die elastische Fläche in ihrer Gestalt nicht allzusehr von der 
unterscheidet, die beim Ausknicken eintritt. Für die zugehörige Bie- 
gungsarbeit A hat man aber 

l_lp._ 2nm?Eh^ 

2 ^"" 3(m — l)(3m + l)a* '' • 
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Ferner brauchen wir einen Ausdruck für die Arbeit der am Platten- 
umfang gleichförmig verteilten Drucklasten p, der in derselben Weise 
wie vorher bei der rechteckigen Platte abgeleitet werden kann. Be- 
trachten wir für diesen Zweck den Meridian der elastischen Fläche 
als eine sehr flache Kosinuslinie, so folgt mit einfacher Herübernahme 
der dafür vorher angestellten Berechnung, daß sich der Durchmesser 
des Umfangkreises um den Betrag 



2a. 



16 a« 



vermindert hat. Für die Summe der Arbeiten aller am Umfange an- 
greifenden Drucklasten ergibt sich daher bei der virtuellen Verschiebung 
der Ausdruck 

Aus der Gleichsetzung mit A folgt daraus als Knicklast 

^'^^7t'{m — i)('dm + \) ^ a2- (28) 

Mit m = 4 geht dies bei weiterer Ausrechnung über in 

p = 0,222 E^ . \ (29) 

Vergleicht man diesen Wert der Knicklast mit dem für die qua- 
dratische Platte mit der Halbseite a in Gl. (25) gefundenen, so zeigt 
sich, daß er nur die Hälfte von jenem ausmacht. Auf den ersten Blick 
überrascht dieses Ergebnis, da bei der Biegungsfestigkeit die quadratische 
Platte ungefähr ebenso widerstandsfähig ist wie die kreisförmige Platte, 
die man daraus durch Wegschneiden der Eckzipfel gewinnen kann. 
Aber bei der Knickfestigkeit ist dies anders. Der Grund für das ab- 
weichende Verhalten ist zum Teil darin zu erblicken, daß die Eck- 
zipfel der rechteckigen Platte längs zweier Kanten festgehalten und 
daher am Ausknicken mehr gehindert sind, so daß sie sich nicht viel 
anders verhalten können, als wenn sie in der Nähe der Ecken eingespannt 
wären. Dazu kommt, daß die in der Nähe der Ecken aufgebrachten 
Drucklasten p zum Ausknicken nicht viel beitragen können, da sie 
parallel zu den benachbarten Kanten gehen, die festgehalten sind und 
bei denen daher jede Ausbauchung verhindert ist. 

Endlich wollen wir auch noch die Knicklast für die am 
Rande eingespannte kreisförmige Platte berechnen. Dazu 
gehen wir aus von den Gl. (76) und (77) des dritten Abschnittes (Bd. I, 
S. 170 und 171) für die elastische Fläche der durch eine gleichförmig 
verteilte Biegungslast p beanspruchte eingespannte elliptische Platte. 



S 103. Ausknicken von Platten. 337 

Setzt man darin b = a^ womit die Ellipse in einen Kreis übergeht, 
so lauten diese Formeln 

Wir benutzen diese Formeln hier nur zur Berechnung der in einer 
eingespannten Platte beim Biegungspfeile / aufgespeicherten Biegungs- 
arbeit A. Diese ist 

a 

"^ "" 2^ ^ J ^° ^ ^ "^ ^ ^ M '' (^ "" ^ ) ^ '^ "^ "f" ^ ^^ ^ • 

Drückt man p mit Hilfe der Formel für den Biegungspfeil in / 
«aus, so erhält man für A 

_ 8nm^ Eh? 

womit der erste Teil unserer Aufgabe bereits erledigt ist. 

Für die Bogenlänge nach dem Ausknicken erhält man in der von 
früher her bekannten Weise 

a a 



Jd. = a + ij(|i)dr = a 



^ 105 a 



ü u 



Das letzte Glied in diesem Ausdrucke gibt den Weg an, den jede 
der Knicklasten zurücklegt und für die Arbeit der Lasten erhält man 
daher 

Die Gleichsetzung mit der Biegungsarbeit liefert die Knickformel 



^^ m^ h^ 

P= /ft/ 8 ,, £^=0,778^^ .... (30) 
^ 48 (/7i* — 1) a^ a^ 

wenn zuletzt noch m = 4 angenommen wird. Die Knicklast wird daher 
!bei der eingespannten Platte 3 34 ^^^ so groß als bei der am Rande 
drehbar aufgelagerten. 

Es würde natürlich nichts im Wege stehen, auch für die eingespannte 
rechteckige oder quadratische Platte die Knicklast in ganz äl^nlicher 
Weise zu berechnen. Darauf wollen wir aber jetzt verzichten. 

Endlich möge hier noch auf eine eingehendere Untersuchung hin- 
gewiesen werden, die Timoschenko über das Ausknicken von Platten 
angestellt und in der Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 58, 
S. 343, 1910, veröffentlicht hat. Dabei sind auch verschiedene Fälle 
der Stützung der Platte an den Rändern berücksichtigt. 

Föppl. Drang und Zwang, Bd. II. 22 
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§ 104. Kipperscheinung^en. 

Ein auf Biegung beanspruchter Balken, dessen Querschnitt Haupt- 
achsen von sehr verschiedenem Trägheitsmoment besitzt und dessen 
Biegungsebene mit der Ebene seiner größten Biegungssteif igkeit zu- 
sammenfällt, weicht senkrecht zur Biegungsebene aus, sobald die 
biegende Kraft einen gewissen Betrag überschreitet. Dieses Ausweichen 
bezeichnet man als Kippen oder Umkippen des Stabes. 

Wir wollen sogleich den einfachsten Fall besprechen, daß der 
Querschnitt des Stabes ein Rechteck darstellt, dessen Breite b klein 
ist im Vergleich zur Höhe Ä. Die Theorie der Kipperscheinungen eines 
solchen Stabes ist zuerst von Prandtl in seiner Dissertation, München 
1899, eingehend behandelt worden. Mit einer Reißschiene kann man 
sich über die Art der Erscheinung sehr leicht Rechenschaft geben, 
indem man z. B. die Reißschiene am einen Ende festhält, am besten 
festklemmt, so daß sie sich hochkant in horizontaler Lage befindet, 
und das andere Ende langsam zunehmend belastet, bis das Umkippea 
eintritt. Auch dann, wenn die Reißschiene beiderseits ^aufliegt und 
in der Mitte belastet wird, tritt die Kipperscheinung bei genügend 
großer Last ein. Es muß nur dafür Sorge getragen werden, daß die 
Reißschiene an beiden Enden hochkant festgehalten bleibt. Wir wollen 
die Erscheinung an dem einfachen Beispiel eines am einen Ende festge- 
klemmten und am anderen Ende belasteten Stabes untersuchen, dessen 
Höhe h groß ist gegenüber der Breite b seines Querschnittes. Wir denken, 
uns den Balken so eingeklemmt, daß die Last P am freien Ende mögUchst 
genau in der Querschnittshauptrichtung zu liegen kommt, die der 
größten Biegungssteifigkeit des Balkens entspricht, so daß keine schiefe 
Belastung vorliegt und daher nur vertikale Ausschläge des Balkens 
zu erwarten sind. Mit einer Federwage kann man die Kraft messen^ 
die in horizontaler Richtung am freien Ende des Balkens anzubringen 
ist, um einen bestimmten kleinen seitlichen Ausschlag des Balken- 
endes hervorzurufen. Diese Kraft nimmt mit zunehmender Belastung 
des Balkens ab, um schließlich bei einem bestimmten Wert der Last P^ 
der sog. Kipplast, den Wert Null anzunehmen. Während der Stab 
sich vor dem Erreichen der Kipplast im stabilen Gleichgewicht be- 
fand, da er beim Fortfall der seitlichen Kraft wieder in seine ursprüng- 
liche Gleichgewichtslage zurückkehrt, gilt dies nicht mehr für die Kipp- 
last oder wenn sie überschritten wird. Im ersteren Fall wird das Gleich- 
gewicht indifferent, im letzteren labil. Unter Zuhilfenahme einer 
Führung, die das seitliche Auslenken des Stabendes verhindert, kann 
man die Kipplast überschreiten und findet bei nahezu der doppelten 
Kipplast ein Ausweichen der Mitte des Stabes. Dabei ist vorausgesetzt, 
daß die Länge und die Querschnittsabmessungen des Stabes in solchen 
Verhältnissen zueinander stehen, daß durch die doppelte Kipplast 
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Abb. 134 a. 




infolge der Biegungsbeanspruchung des Stabes die Elastizitätsgrenze 
des Materials noch nicht überschritten wird. Überhaupt sollen die 
Kipperscheinungen nur innerhalb der Grenzen der vollkommenen. 
Elastizität des Materials besprochen werden. Selbstverständlich hat 
vor allen Dingen die kleinste Kipplast, die zu einer Auslenkung des 
Stabendes führt, Bedeutung, da sie eine äußerste Grenze der zulässigen 
Belastung gibt. 

In Abb. 134a ist der Stab vor dem Erreichen der Kipplast im Auf- 
riß gezeichnet. Abb. 134 b zeigt ihn 
im Grundriß nach dem Überschreiten 
der Kipplast. Die Last P projiziert 
sich hier als Punkt. Man sieht aus der 
Abbildung, daß der Stab nach Über- 
schreiten der Kipplast eine vollkommen 
andere Gleichgewichtslage einnimmt. 
Gleichzeitig erkennt man, daß der Stab i 
sowohl in seiner neuen Gleichgewichts- 
lage als auch beim Übergang von der 
alten in die neue Gleichgewichtslage 
neben seiner Beanspruchung auf Bie- 
gung auch auf Verdrehen beansprucht 
wird. Diese Verdrehung wird durch 
das Drehmoment der Kraft P infolge 
der seitüchen Auslenkung des Stab- 
endes aufrechterhalten und ist beson- 
ders groß für die Querschnitte nahe 
am festgehaltenen Ende des Stabes, da für diese der Hebelarm der 
Kraft die größten Werte annimmt. 

Nach dieser rein qualitativen Betrachtung der Kipperscheinung 
-wenden wir uns ihrer mathematischen Behandlung zu, um die Er- 
scheinung auch quantitativ zu erforschen. 

Wir verwenden ein Koordinatensystem XYZ^ dessen Anfangs- 
punkt mit dem freien Ende des Stabes, und zwar mit dem Schwerpunkt 
des Endquerschnittes, in dem auch die Kraft P angreifend zu denken 
ist, zusammenfällt. Die Z- Achse verläuft senkrecht nach unten im Sinne 
der Kraft JP; die X-Achse geht parallel der ursprüngUchen Stabrichtung 
und ist nach dem Stab hin gerichtet; schließlich steht die 7- Achse 
senkrecht zu den beiden anderen. Außerdem verwenden wir ein Hilfs- 
koordinatensystem {UVW)j das mit dem Querschnitt des Stabes 
wechselt, indem die U- und F-Achsen in Richtung der Hauptachsen 
des Querschnittes verlaufen sollen, während die PF- Achse senkrecht zu 
den beiden anderen durch den Schwerpunkt des Stabquerschnittes 
geht, so daß sie zu der verbogenen Mittellinie des Stabes tangential 
verläuft. Der Winkel i?, den die eine Hauptachse des Querschnittes 

22* 




Abb. 134 b. 
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ü 



K-i- 



(31) 



mit der vertikalen Z-Achse bildet, gibt für jeden Querschnitt den Ver- 
drehungswinkel an (s. Abb. 135). 

Da wir uns zur Aufgabe stellen, vor allen Dingen die Kjpplast zu 
bestimmen, dagegen nicht nach der neuen Gleichgewichtslage fragen, 
in die der Stab beim Überschreiten der Kipplast übergeht, ^so .genügt 
es, die Abweichungen von. der ursprünglichen Gleichgewichtslage als 

unendhch klein gegenüber der Lj^ge des Stabes 
anzusehen. Infolgedessen ist auch der Ver- 
drehungswinkel # unendlich klein, so daß die 
Koordinaten y, z mit den Koordinaten w, 
durch die Gleichimgen 

y = u& — V \ 

in Beziehung stehen, in denen sin # und cos # 
durch I? und 1 ersetzt worden sind. Wir zer- 
legen nun die Last P in ihre beiden Kompo- 
nenten nach den Hauptachsen U und V und 
schreiben für jede der beiden Hauptachsen die 
Differentialgleichung der elastischen Linie an. Mit den Bezeichnungen 
&i und 0j für die Trägheitsmomente der Hauptachsen, wobei ©^ das 
Trägheitsmoment in bezug auf die U-Achse und öj das in bezug auf 
die F- Achse bedeuten, so daß ©i klein gegenüber 6^ ist, lauten diese 
Differentialgleichungen : i« 

'^f (32) 

Ee,^''^ = Px»\ 




^'J 



Up 



Abb. 135. 



Darin sind wieder wegen des unendlich kleinen Winkels ^ an Stelle 
von sin # und cos # bzw. # und 1 gesetzt worden. Das positive Vor- 
zeichen auf den rechten Seiten der Gl. (32) erklärt sich daraus, daß bei 
der getroffenen Wahl des Koordinatensystems XYZ' und der üblichen 
Aufstellung des Beobachters, für den der Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems am linken Ende des Balkens liegt, das Drehmoment Px einen 
negativen Wert besitzt, da es an dem links vom Querschnitt x liegenden 
Teil des Balkens entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn dreht. 

Um in den Gl. (32) die zweiten Differentialquotienten von » und v 
nach X durch die Differentialquotienten von y und z nach x zu ersetzen, 
differentiieren wir die Gl. (31) zweimal nach x\ 

d^y (flu 



dx^ dx^ 



d^ü i2 — — 4- ^— 
dx^ dx dx dx^ 



d^z d^u ^ d^ü ^ , ^dü dd , d^& 



dx^ dx 



dx' 



dx dx 



dx 



2 
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Für die gekrümmte Stabmittellinie vereinfachen sich die rechten 
Seiten dieser Gleichungen, da für sie 

du du ^ 

dx dx 

ist, wie aus der besonderen Wahl des Koordinatensystems (UVW) 
liervorgeht. Es bleibt demnach 

d^y ^ ^ ja ^^ 

dx^ dx^ dx^ 

d^z cPm , d^v 

dx^ dx^'^ dx^ 

Durch Einsetzen der Werte aus den Gl. (32) geht daraus hervor : 

^ = _^ ^2 — ^1 

^^' ^; ^1^» , J (33) 

Ist # = 0, d. h. findet kein Kippen des Stabes statt, so behält nur 
<iie zweite der Gl. (33), die dann 




£z 
dx' 



Ee^^:=^Px 



lautet, Bedeutung. Sie stellt die gewöhnliche Differentialgleichung 
der elastischen Linie dar. Dasselbe gilt näherungsweise auch noch 
für unendlich kleine Werte von d, da in der zweiten Gl. (33) das Glied 
mit 1?^ vernachlässigt werden kann; dagegen kommt jetzt auch die 
erste der Gl. (33) in Betracht, die für die Kipperscheinung maßgebend 
ist, da sie für jeden Querschnitt x eine Beziehung zwischen dem Ver- 
drehungswinkel tf und der Größe der seitlichen Ausweichung y festlegt. 
Außer dieser Biegungsgleichung tritt noch eine weitere Gleichung hinzu, 
die Torsionsgleichung. Wir knüpfen hierbei an die Gl. (59), S. 90, 
des 6. Abschnittes an, die den Verdrehungswinkel '& eines auf reine 
Torsion beanspruchten geraden Stabes von der Längeneinheit angibt. 
Für ein Element von der Länge dx lautet sie . 

d^ M, 

— ^— ^— ' ' ■ ■ ■ 

dx JG 

Darin bedeutet Mt das Moment der äußeren Kräfte, / den Drillungs- 
widerstand des Querschnittes und G den Schubelastizitätsmodul. 
Das negative Vorzeichen rührt daher, daß bei der hier Zugrunde ge- 
legten Richtung der a;-Achse # mit wachsendem x abnimmt. 
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Mit der Abkürzung 
für die Verdrehungssteifigkeit des Stabes geht sie über in 



dx 



= — M,. 



Die Größe des Momentes Mt der äußeren Kraft läßt sich aus Abb. 136 

ablesen, in der nur die Mittellinie des ge- 
kippten Stabes angegeben ist, und zwar 
im Grundriß, so daß sich die Last P als 
,iy Punkt projiziert: Das Moment M^ be- 
trägt danach 




M. 



Abb. 186. 



Die Torsionsgleichung lautet also 

<^^-4ä-^) <3«.) 

Diese Gleichung in Verbindung mit der ersten Gl. (33) 

ist für die Erklärung der Kipperscheinung maßgebend. Um aus den 
beiden Gleichungen y zu eliminieren, differentiieren wir GL (34a) nach x: 

(35) 






drc* 



d»» 



d^y 



und setzen den Ausdruck für -^-^ nach Gl. (34b) ein: 



d3^~ E Öl©, 



»»*. 



Ö2-Ö1 



Da ©1 klein gegenüber B^ sein soll, so kann man statt ^ ^ 
näherungsweise -^ einsetzen und erhält damit die grundlegende Diffe- 
rentialgleichung für die Kipperscheinung beim Balken mit rechteckigem 
Querschnitt: ^q 



£öiC^ + iMa;«d = 



(36) 



Die weitere Behandlung der Erscheinung hängt von der Lösung 
dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung ab. EO^C und P^ sind 
Konstante für die Differentialgleichung. Durch geeignete Substitution 
ließe sich die Differentialgleichung auf eine Besselsche Differential- 
gleichung zurückführen. Einfacher führt jedoch folgender Ansatz 
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zum Ziel, bei dem ^ als eine nach Potenzen von x ansteigende Reihe 
eingeführt wird: 



Durch Einsetzen in Gl. (36) ergibt sich für die Koeffizienten a« 
folgende Rekursionsformel: 

/i(n — l)a„ + -g^-^a^_4 = 0, (37) 

so daß die folgenden Koeffizienten durch die ersten festgelegt werden. 
Femer sieht man sofort, daß 

flj = ttj = 

sein muß und damit wegen Gl. (37) sämtliche höheren Koeffizienten, 
deren Indizes sich von 2 imd 3 um ein ganzzahliges Vielfache von 4 
unterscheiden. Willkürlich wählbar bleiben demnach bloß die beiden 
ersten Koeffizienten a^ und a^. Sie stellen die beiden Integrations- 
konstanten dar. Mit der Abkürzung 

"=w <ä») 

ergibt sich für « die Lösung: 

V- «0^1 — 3.4^-1- 3.4.7.8 *^~3-4.7-8.11.12*^ + — ---I 

-i-«x^\i 4.5 "^ 4.5.8-9 ^~4. 5. 8. 9-12. 13* ■^^••'1 

. . . (39) 

Die Größe der seitlichen Ausweichung y folgt aus Gl. (35) durch 
Einsetzen des Wertes für ^ und darauffolgende zweimalige Integration 
nach x: 



y 



_C^{ { N iV« , iV» u, _ \ 

— /jp\ 2-3 "'"3.4-6-7 3.4.7.8.10.11*"'" ••7 

+ "i\ 3.4*^"'" 4.5.7.8 "^ 4.5-8.9.11.12* "^ ■• 
-|-a«^-|-«8| (40) 

Infolge der zweimaligen Differentiation sind die beiden neuen 
Konstanten Oj und o, aufgetreten, von denen jedoch o, nicht willkürlich 
gewählt werden darf. Setzt man nämhch die Werte von tf und y in 
Gl. (34 a) ein, so findet man die Identität 

08 = —«! (41) 

so daß bloß die drei willkürlichen Konstanten dg, a^ und a^ übrig bleiben. 

Sie lassen sich durch die Größen #,, y^ und \-f^) für den Anfangspunkt 
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des Koordinatensystems darstellen, wie leicht zu erkennen ist, wenn 

man in den Gl. (39) und (40) bzw. dem aus Gl. (40) erhaltenen Diffe- 

d v 
rentialquotienten -j^ für x überall Null einsetzt. Es ergibt sich dann : 




flo = *o; «1 = — -^2/0; ^%=lr\-^] • • • -(42) 

Wenden wir dieses Ergebnis auf das ursprünglich zugrunde gelegte 
Beispiel des einseitig eingeklemmten Balkens an, der am freien Ende 
die Last P trägt, so ist bei dem betreffenden K oordinatensystem (XYZ) 
yQ = und damit auch 

a^ = 0. 

Damit am eingeklemmten Ende des Stabes tf = wird, was die 
analytische Bedingung für die vollkommene Einklemmung darstellt, 
muß nach Gl. (39) der Ausdruck 



= iYW=iy- 



z 



Ee^c 

der transzendenten Gleichung 

^"^^""3^+ 3.4.7."8"' 3.4.7-8.11.12 + — •••• (^^3) 

genügen. Von den unendlich vielen Wurzeln dieser Gleichung kommt 
zur Bestimmung der kleinsten Kipplast nur die kleinste Wurzel in Be- 
tracht. Wegen der starken Konvergenz dieser Reihe bekommt man 
schon einen guten Näherungswert, wenn man nur wenigp Glieder bei- 
behält. Setzt man in die rechte Seite von Gl. (43) für z den Wert 2 
ein, so zeigt eine Berücksichtigung nur weniger Glieder, daß sich der 
Wert der unendlichen Reihe erst in der zweiten Dezimale von Null 
unterscheidet , so daß 2 = 2 schon einen guten Näherungswert dar- 
stellt. Damit würde sich die kritische Last zu 

ergeben. Nach L. Prandtl beträgt der genaue Wert der Kipplast 

P^^^iES^C (44, 

Bleibt die Last unter diesem kritischen Wert, so tritt die Kipp- 
erscheinung nicht ein. Dann ist die Verbiegung des Balkens in der 
normalen Biegungsebene stabil. Mit der Kipplast wird dieser Gleich- 
gewichtszustand indifferent und beim Überschreiten der Kipplast 
instabil. In letzterem Fall strebt der Stab einer neuen Gleichgewichts- 
lage zu. Die Gleichung der elastischen Linie für die der Kipplast ent- 
sprechende indifferente Gleichgewichtslage ist durch Gl. (40) gegeben, 
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^wenn man darin die Werte der Konstanten einsetzt. Dabei ist darauf 
zu achten, daß unsere Entwicklungen nur für unendlich kleine Aus- 
9clildge streng richtig sind, so daß die Gleichung für die Mittellinie 
des Stabes nur für die unmittelbare Nachbarschaft des normalen Zu- 
Standes Geltung hat. 

Mittels der Werte der Konstanten nach Gl. (42) lautet die Gleichung 
der elastischen Linie: 

y — p *^o \ 2 . 3 ' "^ ^~~^ ^ ^ 



34-6.7 

3.4.7.8.10.11 ^ ^ '"rxdxjo 

Der Wert 1-j^) ist von #0 abhängig wie aus der Grenzbedingung 



\dxjx = i 



hervorgeht. Setzt man den Wert von y aus der letzten Gleichung ein, 
so ergibt sich die Beziehung 



( 



dx)~ P^'^X 2 '^3.4.6'^ 3-4. 7-8. 10* ^ 



und die Differentialgleichung der elastischen Linie lautet 

y = T¥^o(F-^-Erx^, (45) 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 

~~ 2^ ^"^3. 4. 6. 7 3.4.7.8-10.11 ^ + — '" 

^' = ~ T^^ "^ 3.4.6 ^ "" 3-4.7.8.10 ^' + — • • • 



(45 a) 



Da F und Ei proportional N und dieses wiederum proportional 
P^ ist, so wachsen die Ordinaten y der elastischen Linie proportional 
mit P. Um die Größe der seitlichen Ausweichung des belasteten Stab- 
endes zu erhalten, ist in Gl. (45) für x der Wert { einzusetzen. Die Funktion 
F von X geht damit in Fi über und die seitliche Ausweichung / des 
Stabendes beträgt 

Unter Berücksichtigung des Wertes für die Kipplast P nach GL (44) 
folgt daraus , — -^— 

f = 0,6971^,.^^ (46) 
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Der Pfeil / ist demnach proportional der Länge des Stabes und 
proportional mit dem Verdrehungswinkel #q des Stabendes. Das letztere 
gilt nicht nur für das Ende des Stabes, sondern für jede Ordinate y der 
elastischen Linie, wie aus Gl. (45) zu ersehen ist. Je nach der Größe 
des Winkels #o» ^^^ ^^^ ^ unendlich klein anzusehen ist, erhält man 
verschiedene Gleichgewichtslagen, die alle gleich gut möglich sind, da 
wir gesehen haben, daß wir hier einen indifferenten Gleichgewichts- 
zustand vor uns haben. 

Bei Ableitung der Kipplast nach Gl. (44) hatten wir die Voraus- 
setzung zugrunde gelegt, daß sich das freie Ende des eingespannten 
Stabes seitlich ungehindert bewegen kann. Wird dagegen die seitliche 
Bewegung des Stabendes durch eine senkrechte Führung gehindert, 
so müssen die Konstanten in den Gl. (39) und (40) entsprechend den 
abgeänderten Grenzbedingungen bestimmt werden. Wegen der gleichen 
Wahl des Koordinatensystems wie früher gilt auch jetzt wieder 

«1 = 0. 
Die neuen Grenzbedingungen verlangen 

wofür man mit Hilfe der Abkürzungen nach Gl. (45 a) auch schreiben 
kann 

Daraus folgt 

Fl = El 

Aus dieser transzendenten Gleichung folgt als kleinste Wurzel 
für z = Z i N der Wert 2,64, womit sich die Kipplast zu 

p^=^iEe:c (47) 

berechnet. Das seitliche Ausweichen des Stabes, der am belasteten 
Ende senkrecht geführt ist, erfolgt beim Überschreiten der Kipplast 
hauptsächlich im Mittleren Teil seiner Länge. Durch die Führung 
wird auf das Stabende eine horizontale Kraft übertragen, die sich mit 
der senkrechten Last zu einer schiefen Resultierenden zusammen- 
setzen läßt. 

In der früher erwähnten Dissertation von L. Prandtl ist der ein- 
seitig eingespannte Stab noch für verschiedene andere Grenzbedin- 
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gungen behandelt, die aber hier nicht alle besprochen werden können. 
Insbesondere sei auch auf die dort besprochenen Belastungsfälle eines 
beiderseits gestützten Stabes, dessen Endquerschnitte gezwungen sind, 
senkrecht zu stehen, hingewiesen. Vorausgesetzt wird dabei immer 
ein Querschnitt von langem, schmalen Rechteck. Dieser Belastungs- 
fall wird später in § 106, wo wir das Auskippen eines in der Mitte be- 
lasteten Doppel-T-Trägers untersuchen, bei Vernachlässigung des Ein- 
flusses der Gurtung seine Erledigung finden. 

Nur auf einen besonders einfachen Belastungsfall sei hier noch ein- 
gegangen. Er bildet eine Art Ausnahmefall und tritt dann ein, wenn 
der Stab ausschließlich durch ein in der XZ-Ebene wirkendes Biegungs- 
moment M belastet wird. Fassen wir dieses Moment M als die Wirkung 
einer unendlich kleinen Kraft P an einem unendlich großen Hebelarm x 
auf, so daß 

M= Px 

endlich ist, so können wir die Grundgleichung für die Kipperscheinung, 
Gl. (36), in folgender Form schreiben: 

Ee^C^ + ]\P» = Q (48) 



dx 

Der Belastungsfall, den wir hier besprechen wollen, wird durch 
Abb. 137 veranschaulicht. Das Biegungsmoment M hat für jeden 




Abb. 137. 



Querschnitt x den gleichen Wert. Infolgedessen ist Gl. (48) eine Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, deren 
Integral in geschlossener Form angegeben werden kann. Es lautet: 

# = il sin [fax) -f B cos ifäx) (49) 

mit 'A und B als Integrationskonstanten und der Abkürzung 

AP 
«=£^C <^^*) 

Sei der Stab an dem einen Ende x = l eingespannt, so daß er 
sich jedenfalls nicht verdrehen kann, so berechnen sich die Integrations- 
konstanten A imd B aus 

i>° = = ^sin(|^i)+5co8(|^/)| • • • • (^) 
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Aus der letzten Gleichung folgt 

A = und cos /cTZ = 0, 
deren kleinste Wurzel 

ist, die einem Kippmoment von der Größe 

Mj,=^fEe^ (51a) 

entspricht. 

Sind beide Stabenden am Verdrehen um die x- Achse gehindert, 
dagegen nicht am Verdrehen um die z- Achse, so folgt wegen 0q= 
aus GL (50) . r-.. ^ 

oder als kleinste Wurzel dieser Gleichung 

mit dem Kippmoment 

Mj, = ^fEe~C (51b) 

Das Kippmoment ist also in diesem Fall doppelt so groß als im 
ersten Fall. Schließlich beträgt der Wert des Kippmomentes für den 
Fall, daß beide Enden fest eingespannt sind, so daß sie einander parallel 
bleiben, o „ 

Mj, = ^iE9^C (51c) 

Gl. (48), die wir bisher unter der Voraussetzung, daß das Moment M 
einen von x unabhängigen Wert besitzt, betrachtet haben, kommt 
noch eine allgemeine Bedeutung zu, sobald man M als Funktion von 
o; auffaßt. Si6 kann dann als die Hauptgleichung der Kipperschei- 
nungen für Stäbe mit schmalem rechteckigen Querschnitt 
angesehen werden. 

Der früher behandelte Fall einer Einzellast am freien Ende eines 
einseitig eingeklemmten Stabes entspricht dem Wert 

M = — Px 

des Momentes. Setzt man diesen Wert für M in die allgemeine Gl. (48) 
ein, so ergibt sich Gl. (36), von der wir früher ausgegangen waren. 
Zur Berechnung der Kipperscheinungen eines über eine oder 
mehrere Öffnungen reichenden Balkens, dessen Endquerschnitte am 
Umkippen gehindert werden, und der in der XZ-Ebene irgendwelche 
vertikale Lasten zu tragen hat, geht man auch zweckmäßig von Gl. (48> 
aus. Dabei ist jedoch zu beachten, daß ebenso wie bei der Differential- 
gleichung der elastischen Linie Gl. (48) für jeden Ast gesondert zu inte- 
grieren ist, da sich der Ausdruck für das Moment M beim Überschreiten 
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eines Lastangriffspunktes oder einer Auflagerstelle ändert. Die beiden 
Integrationskonstanten, die für jeden Ast auftreten, ergeben sich aus 
<ien Grenzbedingungen am Anfang und Ende des betreffenden Astes. 

Wir wollen die allgemeine Gl. (48) nur noch auf den Belastungsfall 

anwenden, daß ein einseitig festgeklemmter Balken außer einer Last P 

am freien Ende eine über die Länge des Balkens gleichmäßig verteilte 

ke 
Last von q — ~ zu tragen hat. Als q kann man z. B. das Eigengewicht 

des Balkens ansehen. Der Ausdruck für das Moment M im Querschnitt x, 
d. h. im Abstand x vom linken, freien Balkenende beträgt dann 

M = — Ipx + ^x^] 
nnd Gl. (48) geht über in 

E0,C^ + I^Px + ^x^'^» = O . . . .(52 a) 

Wir wollen für die weitere Berechnung nur die gleichmäßig verteilte 

kg 
Last q — ^ berücksichtigen, also P = setzen. Dann handelt es sich 

um die Integration der Differentialgleichung 

d^ , q^ 
dx 



EO.C'^-Y^^x^^^O (52b) 



Ebenso wie im Anschluß an Gl. (36) machen wir zur Lösung den 
Ansatz » = a^ + a^x + a^x^ + a^ Qfi+ 

Durch Einsetzen in Gl. (52 b) ergibt sich folgende Rekursions- 
formel für die Koeffizienten a«: 

q^ 

^""" 4/i(/i— l)£6^iC'^"-* 

und die Lösung lautet mit Hilfe der dimensionslQsen Größe 



als Abkürzung 



6 W/ + 5-6-11-12 U" 



ül_ M". 1 (54) 

•Ö.11.12.1M8 \// ^••■J ^ ' 



Die Grenzbedingung am eingespannten Ende des Balkens für 
X = Z verlangt ^ = 0. Damit das Auskippen Oberhaupt eintritt, muß 
der Klammerausdruck auf der rechten Seite von Gl. (54) für x=l 
verschwinden. Die kleinste kritische Länge /«, bei der dies eintritt, 
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folgt demnach aus dem kleinsten Wert von w, der n^it der transzendenten 
Gleichung 

^"■5^+ 5. 6 -11. 12 ~ 5-6. 11. 12. 17 • 18 ■^ — •••^^ .^^^^ 

verträglich ist. Nach L. Prandtl beträgt diese kleinste Wurzel 41,3 
woraus sich die kritische Länge zu 

Z, = 2,345j/M£ (56) 

berechnet. 

Da der Stab nur die auf die Längeneinheit bezogene gleichmäßig 

kg 
verteilte Last von q — — trägt, so kann man in Gl. (56) auch das Gesamt- 

Gewicht Q = ql der Last einführen, womit sie übergeht in 

Q = :^ßiE&;C (57) 



Der Vergleich mit Gl. (44), die den kritischen Wert für die am freien 
Stabende konzentrierte Last P liefert, zeigt, daß der Stab bei gleich- 
mäßiger Verteilung der Last eine etwa 3,2 mal so große Gesamtlast 
aufzunehmen vermag als wenn sie am Ende konzentriert ist, bevor das 
Auskippen eintritt. 

Da demnach der kritische Wert der gleichmäßig über die Stab- 
länge verteilten Gresamtlast Q durch Division mit 3,2 auf die kritische 
Last Pjg am Ende des Stabes zurückgeführt werden kann, so läßt sich 
Gl. (44) unter Berücksichtigung des Eigengewichtes Q des ganzen Stabes 
angenähert / 

P^ = ^iE0;C-O,3Q (58) 



schreiben. Um zu einer strengen Formel für die kritische Last am freien 
Ende eines einseitig eingeklemmten Balkens unter Berücksichtigung 
des Eigengewichtes Q zu gelangen, müßte man die Differentialgleichung 
(52 a) integrieren. 

§ 105. Kipperscheinimgen des J-Trägers. 

Bei Balken, die auf Biegung beansprucht werden, bevorzugt man 
in der Praxis den Doppel-T-Träger, da er bei verhältnismäßig geringer 
Aufwendung an Material ein großes Widerstands- bzw. Trägheits- 
moment des Querschnittes für die übliche Belastung aufweist, wo die 
Belastungsebene mit der Mittelebene des Steges zusammenfällt. Dagegen 
ist das Trägheitsmoment für die dazu senkrechte Hauptachse des Quer- 
schnittes beim Doppel-T-Träger verhältnismäßig sehr gering; vor aUen 
Dingen ist bei Trägern mit hohem Steg der Unterschied der beiden 
Trägheitsmomente besonders groß. Es sind demnach die Voraus- 
setzungen für die Möglichkeit des Eintrittes der Kipperscheinung bei 
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dem auf Biegung beanspruchten Doppel-T-Träger erfüllt, wie aus den 
Entwicklungen des vorigen Paragraphen hervorgeht. 

Wäre nur der Steg zu berücksichtigen, so wären die Voraussetzungen 
des vo*'igen Paragraphen vollständig erfüllt. Jedoch dürfen die Flanschen 
nicht unberücksichtigt bleiben, da sie auf das Auskippen von wesent- 
lichem Einfluß sind. Wir wissen schon aus dem Früheren, daß wir beim 
Kippvorgang neben dem Einfluß der Biegung auch den der Torsion 
berücksichtigen müssen. Wir haben uns schon im 6. Abschnitt ein- 
gehend mit der Torsion der Walzeisenträger beschäftigt und in § 69" 
eine brauchbare Näherungslösung für den Doppel-T-Träger gefunden. 
Beim Kippvorgang muß aber die Verdrehung unter anderen Grenz- 
bedingungen für die Enden des Trägers betrachtet werden als im Fall der 
reinen Torsion. Knüpfen wir wieder, wie im vorigen Paragraphen,, 
an einen einseitig eingespannten Träger an. Würde ein solcher Träger 
an seinem freien Ende ein Drehmoment aufzunehmen haben, dessen 
Achse mit der Stabachse zusammenfällt, so hätten wir nicht den Fall 
der reinen Torsion vor ims, da am eingespannten Ende der Querschnitt 
gezwungen ist eben zu bleiben, während er sich im Fall der reinen 
Torsion verkrümmen würde. Um diese Grenzbedingung genau zu ver- 
wirklichen, kann man einen Träger an beiden Enden gegen Umkippen 
festhalten und ihn durch ein im mittleren Querschnitt angreifendes 
Moment beanspruchen. Aus Symmetriegründen muß alsdann der 
mittlere Querschnitt eben bleiben. Selbstverständlich gilt diese Be- 
trachtung unabhängig vom Querschnitt des Trägers. Wir haben sie 
jedoch im vorigen Paragraphen beim rechteckigen Querschnitt außer 
acht gelassen, da sie dort keinen so großen Einfluß ausübt. Dagegen 
gilt dies nicht mehr beim Doppel-T-Träger. Hier ist das Ebenbleiben 
des Endquerschnittes deshalb von größerem Einfluß auf den Torsions- 
winkel, den der Träger durch ein am freien Ende angreifendes Torsions- 
moment erfährt, weil die Flanschen durch diese Grenzbedingung, nament- 
lieh in der Nähe der Einspaimstelle, auf Biegung beansprucht werden. 
Neben der Beanspruchung der Flanschen auf Biegung wird durch 
die Grenzbedingung am Einspannquerschnitt infolge des Ebenbleibens 
dieses Querschnittes noch ein weiterer Spannungszustand überlagert, 
der sich gleichfalls nur in der unmittelbaren Umgebung des Einspannungs- 
querschnittes geltendmachen kann. Er tritt ebenso beim rechteckigen 
Querschnitt wie bei jedem anderen auf, soll aber auch hier vernach- 
lässigt werden. 

Unter den genannten Voraussetzungen und Vernachlässigungen 
hat Prof. S. Timoschenko in einer sehr inhaltsreichen russischen 
Abhandlung, die im Auszug in deutscher Sprache in der »Zeitschrift 
für Mathematik und Physik« 1910, S. 360, erschienen ist, die Torsion 
und die Kipperscheinungen des Doppel-T-Trägers behandelt. Wir 
halten uns im wesentlichen an seine Ausführungen. 



^ 



♦jr 
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In Abb. 138 ist ein einseitig eingespannter Doppel-T-Träger dar- 
gestellt, an dessen freiem Ende ein Torsionsmoment 

wirkt, wobei h die Höhe des Balkenprofils bedeutet. Der Anfangspunkt 
des Koordinatensystems fällt, wie aus der Abbildung zu entnehmen ist, 
mit dem Schwerpunkt des freien Endquerschnittes zusammen. Wäre 

, das andere Ende des Trägers auch 
frei und würde dort ein gleichgroßes 
Moment üf ^ mit entgegengesetztem 
Vorzeichen wirken, so wäre der Ver- 
drehungswinkel des Trägers, dessen 
Abb 138. Länge wir mit l bezeichnen wollen, 

C ' 
wobei wie im vorigen Paragraphen zur Abkürzung 

C^JG 

gesetzt ist und / den Drillungswiderstand des Doppel-T- Querschnittes 
bedeutet. Für ein unendlich kleines Element der Mittellinie des Balkens 
geht die letzte Beziehung über in 

C^ = -M^, (59) 

dx 

wobei das negative Vorzeichen wegen der Abnahme von ö mit wachsen- 
dem X zu setzen ist. 

Diese Gleichung erfährt durch die Einspannung des linken Quer- 
schnittes eine Korrektur infolge der Verbiegung der Flanschen. 

Die Größe der Verbiegung an jeder Stelle x des oberen Flansches 

wollen wir mit y bezeichnen ; dann ist — y die Ordinate der elastischen 

Linie für den unteren Flansch. Die Differentialgleichung der elastischen 

Linie lautet ,2«, 

^ y 

dx^~ — 



E0^^^=+ J/j, 



wobei sich das positive Vorzeichen vor dem Biegungsmoment M2 auf 
den oberen Flansch, das negative auf den unteren bezieht. Da 

dM^ 



dx 



= V 



die in jedem Flanschquerschnitt infolge der Biegung übertragene Schub- 
kraft bedeutet, so ergibt sich durch Differentiation der Differential- 
gleichung der elastischen Linie nach x: 

dx^ -^ 
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Die Schubkräfte + V und — F in den beiden Flanschquerschnitten 
setzen sich zu einem Moment 

zusammen, das sich dem Verdrehungsmoment widersetzt. 

Beachtet man noch den Zusammenhang zwischen der Ordinate y 
der elastischen Linie und dem Verdrehungswinkel & an jeder Stelle: 

80 ergibt sich 

„ _ d»^ 2 -- 

oder 

^T-|^=^« (^) 

wenn mit D = E9 die Biegungssteifigkeit der Flanschen für die 
betrachtete Verbiegung bezeichnet wird. Da das Verdrehungsmoment M^ 
der äußeren Kräfte in jedem Querschnitt durch die Summe der beiden 
Momente M^ und M^ im Gleichgewicht gehalten wird, so gut 

oder durch Einsetzen der Werte aus den Gl. (59) und (60): 

Das letzte Glied rührt vom Einfluß der Grenzbedingung am 
eingespannten Endquerschnitt her. 

Die Größe des Verdrehungswinkels läßt sich durch Integration 
der Differentialgleichung (61) berechnen. Wir wollen zu dem Zweck 
noch die Abkürzung vvt2 

«* = 4^ (62) 

einführen. Die Größe a hat die Dimension einer Länge, da C und D 
die gleiche Dimension, nämlich kg cm^ besitzen. Sowohl a als M sind 
von X unabhängige Konstante, so daß es sich um die Integration 
folgender linearer Differentialgleichung dritter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten handelt: 

Die Grenzbedingungen lauten: 

d'» 
für x = l sind i? = und ~tz = 

für x = Q ist -^ = 0. 

dx^ 

FOppl. Drang und Zwang, Bd. II. 23 



. I 
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Die letzte Grenzbedingung am freien Ende des Balkens bringt zum 
Ausdruck, daß hier das Biegungsmoment der Flanschen verschwindet. 
Das Integral der Differentialgleichung unter Berücksichtigung der 
Grenzbedingungen ergibt sich zu 



*=4^ 



sinh — , 

/ — x + a = a tgh — 

^ . l ^ a 

cosh — 



a 



(64) 



Darin sind ^\q hyperbolischen Funktionen an Stelle der Exponential- 
funktionen der kürzeren Schreibweise wegen verwendet worden. Daß 
Gl. (64) der vorgelegten Differentialgleichung genügt, läßt sich durch 
Einsetzen leicht zeigen; auch die Grenzbedingungen werden befiiedigt. 
Die Größe des Verdrehungswinkels des ganzen Balkens ergibt 
sich aus Gl. (64) für a: = o zu 



*.=#['— «e^l] 



Um eine Vorstellung von der Größenordnung der durch Gl. (62) 
bestimmten Größe a zu geben, schreiben wir an Stelle von Gl. (62) 
ausführlicher EOh^ 



a^ = 



2GJ 



Da mit Q das Trägheitsmoment des Flanschquerschnittes für die 
vertikale Hauptachse bezeichnet worden war und der Drillungswider- 
stand / des ganzen Querschnittes nach GL (70) des 6. Abschnittes» 
S. 110, sich zu A 

näherungsweise angeben läßt, so lassen sich die Faktoren von Ä* im Aus- 
druck für a^ abschätzen und man sieht daraus, daß im allgemeinen a 
die Größenordnung von h hat. Für Balken von großer Länge ist daher 

— eine verhältnismäßig große Zahl, für die tgh — genau genug durch 

1 ersetzt werden kann, so daß in diesem Fall 

M 
h = -^{l-<i) (65) 

näherungsweise den Verdrehungswinkel des Balkens angibt. Der Ver- 
drehungswinkel wird also infolge der Einspannung des einen Balken- 
endes verkleinert und ist ebenso groß, als wenn der Balken statt der 
wirklichen Länge l nur die Länge l — a hätte, dafür aber nicht ein- 
gespannt wäre. 

Gehen wir nun zur Betrachtung der Kipperscheinungen beim Doppel- 
T-Träger über, so können wir die Entwicklungen des vorigen Paragraphea 
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fast wörtlich übernehmen. Daß der Querschnitt jetzt ein anderer ist, 
hat auf die Biegungsgleichung (34 b) keinen Einfluß, wenn nur für 
Öl und öj die jetzt gültigen Werte der Trägheitsmomente gesetzt werden. 
Da auch beim Doppel-T-Träger 0i klein gegenüber ög ist, so kann man 

auch hier statt des in Gl. (34 b) auftretenden Ausdruckes l^ ^ ^ 
näherungsweise -^ setzen. Nur die Torsionsgleichung (34 a) ist hier 

durch Gl. (61) zu ersetzen, wobei aber für M ebenso wie im vorigen 
Paragraphen der Wert , . 

einzusetzen ist, wenn wir zunächst wieder an den einseitig eingespannten, 
am freien Ende mit P belasteten Doppel-T-Träger denken. Die Torsions- 
und Biegungsgleichung für die Kipperscheinung des Doppel-T-Trägers 
lauten denmach: 

(Py P 



dx^ Eß^ 



X» ...... . (66b) 



Um hieraus y zu eliminieren, verfahren wir ebenso wie im vorigen 

Paragraphen. Wir differentiieren Gl. (66 a) nach x, so daß auf der 

cPy 
rechten Seite des Gleichheitszeichens P x -j-^ steht und ersetzen 

den zweiten Differentialquotienten von y durch Gl. (66b). Dann er- 
gibt sich folgende Differentialgleichung vierter Ordnung für tf: 



dx* Dh} dx^ Ee^Dh^ 



» = 0. 



Das Produkt Px ist bei der vorausgesetzten Belastung des Balkens 
das Biegungsmoment an jeder Stelle, wofür wir M schreiben wollen. 
Da die Last P in keiner anderen Verbindung in die Differentialgleichung 
eingeht, so ist die Differentialgleichung 

d^ _2C_ d^» 2M^ 

da^^ Dh^'dx^ Ee^Dh^'^'^^ ' • • • ^ '^ 

als die Hauptgleichung für die Kipperscheinung der Doppel- 
T-Träger anzusprechen. Sie entspricht denmach Gl. (48), die wir 
als die Hauptgleichung für den rechteckigen Querschnitt erkannt 
haben. In der Tat geht Gl. (67) auch in Gl. (48) über, indem wir Gl. (67) 
mit Ed^Dh^ multipUzieren und die Biegungshäufigkeit D der Flanschen 
Null setzen. 

Wir wollen nun Gl. (67) für bestimmte Belastungsfälle, d. h. be- 
stimmte Funktionen von x für das Biegungsmoment M integrieren. 

23» 
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Der einfachste Fall ist der, daß das Biegungsmoment M von x unab- 
hängig, also eine Konstante ist. Die äußeren Kräfte mögen etwa in 
der Weise, wie durch Abb. 137 beim Balken von rechteckigem Querschnitt 
veranschaulicht wurde, angreifen. Die Differentialgleichung (67) be- 
sitzt in diesem Fall konstante Koeffizienten. Wir führen außer der 
schon früher benutzten Abkürzung 

Qr = 

2C 
noch folgende ein: 

i' = ^^ (68) 

Ebenso wie a hat auch d die Dimension einer Länge. Es handelt 
sich um die Integration der einfachen Differentialgleichimg vierter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten: 

d3^ a« d«* d* ' 

deren Integral sich angeben läßt : 

* = ^sinax + 5cosaa; + Ec/»" + Fc-/»». . . . (69) 

mit A^ B, E imd F als Konstanten und den bestimmten Ausdrücken für 
a und ß: 



Die vier willkürlichen Konstanten ergeben sich aus den Bedingungen 

an den Balkenenden. Für x = imd x = l muß # = und -j-^ = 

ax* 

sein. Die erstere von beiden Grenzbedingungen drückt aus, daß die 
beiden Balkenenden am seitlichen Umkippen gehindert sind, während 
die letztere zum Ausdruck bringt, daß an den Enden das Biegungs- 
moment der Flanschen verschwindet. Aus den Grenzbedingungen 

folgen die Gleichungen zur Berechnung der Konstanten. Aus # = 

cPA 
und -^-3 = für a: = folgt 

CL X 

5 = 
F = — E 

und damit ergibt sich aus den beiden Grenzbedingungen am Ende 

0= Asmal^E{eßi-e-ßi) \ 

= — Aa.^smal-^Eß»(eßf — e-ßt)f' • ' '^ > 
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Diese beiden Gleichungen können befriedigt werden durch 

dann würde aber nach Gl. (69) # = folgen, d. h. überhaupt kein 
Kippen des Trägers eintreten. Damit eine gekrümmte Gleichgewichts- 
form des Trägers möglich ist, muß die Determinante der beiden Gl. (70) 
verschwinden, woraus 

sin a { = oder al = nn 

folgt. Die erste mögliche gekrümmte Gleichgewichtsform entspricht 
n = 1 ; also 

al = 7t * 

oder 

-^^+f^+i=-' ...... .(71) 

In dieser Beziehung sind die Abkürzungen für a und d einzusetzen. 
Dabei zeigt es sich, daß das Verhältnis — nur von den Abmessungen 
des Balkens sowie den Elastizitätseigenschaften des Materials ab- 
hängt, während das Verhältnis -r außerdem auch vom Biegungsmoment 
M der äußeren Kräfte abhängig ist. Löst man daher die letzte Gleichung 
nach Ti|- auf, so ergibt sich eine Bedingungsgleichung für die Größe 

des Biegungsmomentes M. Dieser kritische Wert von M darf nicht 
überschritten werden, damit das Auskippen des Trägers vermieden 
wird. Wird zur Abkürzung 

d* • a« "~ E0iC 
gesetzt, so ist der kritische Wert des Biegungsmomentes 

M, = ki^ (72) 

wobei sich k^ durch Ä:2 = i7r* (l + ^-97712) darstellen läßt, wie durch 
Quadrieren von Gl. (71) hervorgeht. 

Timoschenko hat auf Grund dieser Formel für verschiedene Balken- 



abmessungen, d. h. verschiedene Werte des Verhältnisses — ^ den kriti- 
schen Wert des Momentes berechnet und auch die maximale Kanten- 
spannung J^f . 



o, 



"*^ 2 



2 
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angegeben, die dem kritischen Wert des Biegungsmomentes entspricht. 
Er legte dabei die Größenverhältnisse 

J^ = 001- — = 01 
öa ' ' l ' 

sowie 

kg 



£ = 2 . 10« 



cm^ 



zugrunde und es ergibt sich, daß die beim Eintreten des Kippens vor- 
handene größte Spannung Omax ^^ den meisten der von Timoschenko 
untersuchten Fälle unter der höchst zulässigen Beanspruchung des 
Materials liegt, so daß in- diesen Fällen die Berechnung des 
Trägers auf Kippen kleinere Werte für das zulässige Bie- 
gungsmoment liefert als die bisher in der Praxis allein 
übliche Berechnung des Trägers auf Biegung allein. 

Für den Fall, daß die Biegungssteifigkeit D der Flanschen ver- 
nachlässigt werden können, geht Gl. (72) wegen k = n ivl Gl. (51 b) 
für das kritische Moment eines Balkens von rechteckigem Querschnitt 
über, dessen Enden den gleichen Bedingungen unterworfen sind. Ebenso 
wie wir im vorigen Paragraphen noch das kritische Moment, Gl. (51 c), 
für den Fall, daß beide Enden fest eingespannt sind, so daß sie sich 
weder um die x-Achse, noch um die z-Achse drehen können, berechnet 
haben, so wollen wir dies auch für den vorliegenden Fall des Doppel-T- 
Trägers wenigstens andeuten. Die Konstanten der Differentialgleichung 
(69) müssen den Bedingungen genügen, daß 

für a; = 0: # = und 4^ = 

dx 

iViLV x = h i> = 0und-^=0 

dx 

wird. Daraus lassen sich die Konstanten Ay B, E, F berechnen. Damit 
sie von Null verschieden sind, ergibt sich eine Bedingungsgleichung, 
aus der sich ebenso wie vorhin der kritische Wert des Momentes 



l 

berechnet, wo jetzt nur K eine andere Bedeutung hat als vorher ä. 

Wir wollen uns nun mit einem anderen Belastungsfall des Doppel- 
T-Trägers beschäftigen. Der Träger soll einseitig fest eingespannt sein 
und am freien Ende eine Einzellast P tragen. Den Anfangspunkt des 
Koordinatensystems xyz legen wir in den Schwerpunkt des freien Endes 
und nehmen die positive x- Achse nach dem Balken zu gerichtet, ebenso 
wie im vorigen Paragraphen. Der Ausgangspunkt zur Untersuchung 
der Kipperscheinung des so belasteten Doppel-T-Trägers bildet Gl. (67). 
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Wir haben darin nur für 

zu setzen. Mit den Abkürzungen 

DA« 



o» = 



2C 



b» = i>Ee,h* 



2F* 



(73) 



von denen die erstere schon früher eingeführt und die zweite so gewählt 
-wurde, daß b wieder die Dimension einer Länge besitzt, schreibt sich 
die Differentialgleichung (67): 






2 



a 



2 



dx^ b^ "^ ^ 



(74) 



Diese Differentialgleichung tritt an die Stelle von Gl. (36) des 
vorigen Paragraphen, in die sie auch übergeht, sobald man die Biegungs- 
steifigkeit D der Flanschen Null setzt. Ebenso wie dort machen wir für 
die Lösung der Gl. (74) einen nach Potenzen von x ansteigenden Ansatz: 

^ = *o + ^o'^ + |v^' + |v^ + a4a:*4-a5a*+... (75) 

Darin bedeutet ^o den ganzen Torsionswinkel des Trägers und #o' 
bzw. #q" und #o'" die Ableitungen des Torsionswinkels nach x für den 
Anfangsquerschnitt x = 0. Die Grenzbedingungen für das freie Ende 
x = sind ^^n ^ 0, 

weil hier das Biegungsmoment der Flanschen verschwindet und, da 
hier auch das Drehmoment Null ist, so folgt aus Gl. (66 a) 



DA* 



oder 



2 



^0 



1 



a 



2 



^o'- 



Wegen der Grenzbedingungen am freien Ende vereinfacht sich 
deranach~der Ansatz Gl. (75) folgendermaßen: 

^ = ^o + Kx + -^^^3? + a^3*-\-a^3^-{- (76) 

Wir berücksichtigen noch die Grenzbedingungen am festgeklemmten 
Ende a: = i, wo *j = und ^i = sein muß : 

= *o + *o'^ + -|^P + a4 i^ + fls ?'+••• 
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Durch Einsetzen des Ansatzes (76) in die Differentialgleichung (74) 
lassen sich die Konstanten ^4, ag . . . durch ^q und i>o' ausdrücken; 
von den ersten sei hier das Resultat dieser Rechnung angegeben: 

1 {^ " 

''*— 12 a« 2 ^' 

1 1 



a« = 



120 a«^ 120 a^ 







= (78) 



«~ 360 A*' 

. . "^ ~ 5040 a« "^ 840 6« "^w* 

Wir können demnach die beiden Grenzbedingungen für das Balken- 
ende X = l auch in der Form 

= ^o-C+*o'-Dj 

schreiben, worin A, B, C und D unendliche Reihen sind, die sich be- 
liebig genau angeben lassen und die die Konstanten a und b enthalten. 
Die beiden letzten Gleichungen sind befriedigt für #0 = und '&q = 0. 
Dies bedeutet, daß die nicht gekrümmte Gleichgewichtsform des Trägers 
möglich ist. Außerdem können aber die beiden letzten Gleichungen 
auch dadurch befriedigt werden, daß die Determinante 

A B 

C D 

wird, wobei die Werte von #0 ^^^ ^0 ^^^ Null verschieden sind, der 
Träger also auskippt. 

Gl. (78) bestimmt den kritischen Wert Pj^ der Last am Ende des 
Balkens, bei dessen Überschreiten das Auskippen eintritt; denn wie 
aus Gl. (73) hervorgeht, hängt b von P ab. Setzen wir 

so ergibt sich als kritische Last 

p.^k-iMl. „9, 

worin sich der Faktor k aus Gl. (78) berechnen läßt. Bei Timoschenko 
findet sich in der oben angegebenen Arbeit eine Tabelle, aus der sich 
für verschiedene Abmessungen des Trägers der Wert von k aus Gl. (78) 
und der Wert von Pjc aus Gl. (79) entnehmen läßt. Die Tabelle ist unten 
abgedruckt. 
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Für den Fall, daß die Biegungssteif igkeit D der Flanschen ver- 
nachlässigt werden könnte, würde an Stelle von Gl. (79) der Prandtlsche 
Wert nach Gl. (44) zu setzen sein, dem k = 4,0126 entspricht. Aus 
diesem Vergleich kann man statt (Gl. 79) eine Näherungsformel an- 
geben, die namentlich für lange Balken gut zu brauchen ist. Wir sahen 
früher, daß die Berücksichtigung der Biegungssteifigkeit der Flanschen 
ViTegen der Grenzbedingung am festgeklemmten Endquerschnitt den 
Torsionswinkel verringert, und zwar ergibt er sich für lange Träger genau 
genug aus der Formel für den Torsionswinkel bei reinei; Torsion, wenn 
man l — a an Stelle von l einsetzt, wo a die bisher stets benutzte Be- 
deutung hat. Infolgedessen läßt sich für Pj^ als guter Näherungswert 

4,0126 






^* = -(7^^^^^^^ (80) 

'angeben, solange es sich um lange Träger handelt. Ist diese Bedingung 
nicht erfüllt, so muß Gl. (79) verwendet werden. 

Ein Zahlenbeispiel soll die Anwendung der allgemeinen Be- 
trachtungen erläutern. Es handle sich um einen genieteten ^^ 
Doppel-T-Träger von l = 500 cm Länge und A = 50 cm — ir-^ 
Höhe, der einseitig eingeklemmt ist und am freien Ende Ir"^^ 
eine Einzellast trägt. Die genauen Abmessungen des Quer- 
schnittes können aus Abb. 139 entnommen werden. Die 
Hauptträgheitsmomente des Querschnittes sind 

©1 = 287 cm* und öj = 27900 cm*, 
so daß das polare Trägheitsmoment genau genug 

• 0^ = öl + 02 = 28200 cm*, Jt^ 

beträgt. Zur Berechnung der Verdrehungssteifigkeit ^äw 

/-i __ T/-» Abb. 139. 

können wir für den Drillungswiderstand / des Querschnittes die St. 

Venantsche Formel, Gl. (144) des 6. Abschnittes, benutzen, worin für 

den Querschnitt F = 76,1 cm* zu setzen ist, so daß mit dem Wert 

ke 
G = 8 • 10^ — ^ für den Schubelastizitätsmodul des Materials 

cm* 

(76.1)« -8. 10^ 

^7~ 40.28200 '^g«''» 

folgt. In dem Ausdruck 

^ _ 2CP 

o* ~ Dh* 
läßt sich die Biegungssteifigkeit D der Flanschen genau genug durch 

ersetzen, so daß sich 

ergibt. a*-£ö/A«-^^'^ 
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Nachdem — j, das nur von den Abmessungen und den Material- 



a 



konstanten abhängt, für den vorliegenden Träger bestimmt ist, läßt sich 
damit der Wert von ä* bzw. -Tg aus Gl. (78) berechnen. Dies ist in der 
von Timoschenko herrührenden Tabelle ein für allemal für verschiedene 



Werte von — ^ ausgeführt. In der Tabelle, die wir hier abdrucken, ist 
außer den zu ^ " ' "^ • 



a 



2 gehörigen Werten -p- und Ä* auch der Wert der kriti- 



schen Kantenspannung o'niax a^i Einspannquerschnitt angegeben, bei 

h 6 

der das Auskippen des Trägers erfolgt, wobei -^ = 0,1 und -^ = 0,01 

sowie -E = 2 • 10* — % zugrundegelegt sind. 



cm 





6« 


^ 


<^inax 




6* 


Ä« 


<''maz 


0,1 


196 


1960 


700 ^^ 
cm* 


10 


575 


57,5 


1200-^ 

cm* 


1 


247 


247 


785 „ 


12 


623 


61,9 


1250 „ 


2 


296 


148 


860 „ 


14 


678 


48,4 


1300 „ 


3 


342 


114 


925 „ 


16 


725 


45,3 


1345 „ 


4 


381 


95,3 


975 „ 


24 


918 


38,3 


1515 „ 


6 


453 


75,5 


1065 „ 


32 


111)0 


34,4 


1660 „ 


• 8 


516 


64,5 


1140 „ 


— 


— 


— 


__ 



/2 

Dem in unserem Beispiel gefundenen Wert von —^ entspricht 
nach dieser Tabelle ein kritischer Wert der Maximalspannung: 



o' = 1355 



'max 



cm 



2 



Dieser Wert der maximalen Spannung entspricht aber dem der 

h 

Tabelle zugrunde liegenden Verhältnis -^ = 0,1 und -^ = 0,01. Bei 

anderen Verhältniszahlen wird auch der Wert Onu« ein anderer; er 
läßt sich aber aus dem angegebenen der Tabelle leicht berechnen, 
wenn man die maximale Spannung durch das Einspannmoment P^^l 
ausdrückt, wobei Pj^ den kritischen Wert der Last am Trägerende 
bedeutet: es ist nämlich j. n. 



'max 



2Ö, 



oder wegen Gl. (79) 



2/0, 



<^in«' — * 



{ 106. Doppel-T-Träger mit einer Last in der Mitte. 363 

Ersetzt man darin Q nach der ersten der Gl. (73) durch 

DK" 



C = 



2 a} 



E6 
und darin wiederum D durch — ^, so ergibt sich 



'^'^^ — 4 ' a ' e^\ll' 



Daraus folgt, daß für einen bestimmten Wert von — und demnach 
auch für k der Wert der maximalen Spannung proportional dem Ver- 

hältnis -Q^ und dem Quadrat des Verhältnisses -y- ist. Sei etwa für 

/A\* 1 9 1 

einen bestimmten Träger [-j-) = — und -^ = — , so erhält man anu«) 

l 

indem man den für den betreffenden Wert von — aus der Tabelle ent- 

a 

nommenen Wert von o ^^ mit • multipliziert. In unserem Bei- 



spiel ist 

~ ~IÖÖ """ Ö2""" 27900 "'W^i' 



(¥)'- 



1 ^ ©1 287 

und -7^ = 



80 daß die zur Kipplast gehörige maximale Spannung 

100 kg ,^Q^ kg 
0^ = 1355 -gpr ^S? - ^^^^ -^ 

beträgt. Die Kipplast selbst ergibt sich hieraus zu 

/>fc = 1740kg. 

Hätten wir in diesem Beispiel die Näherungsformel Gl. (80) ange- 
wandt, so wäre der Fehler, den wir dann gemacht hätten, noch ziemlich 
beträchtUch gewesen. Dagegen ist Gl. (80) gut anzuwenden für Werte 

P 
von — 2", die größer sind als die in der Tabelle vorkommenden. 

§ 106. Doppel-T-Träger mit einer Last in der Mitte. 

Das Auskippen eines Trägers, der an beiden Enden aufliegt und in 
der Mitte eine Einzellast trägt, wobei ferner die Enden am Umkippen 
gehindert sind, kann in der Praxis eine große Rolle spielen. Ebenso 
wie bei den Fragestellungen des vorigen Paragraphen gehen wir hier 
von Gl. (67), der Hauptgleichung für die Kipperscheinung des Doppel- 
T-Trägers aus. Wir wollen die ganze Länge des Trägers mit 21 und die 
in der Mitte aufgebrachte Last mit 2 P bezeichnen, so daß cier Auflager- 
druck an jedem Ende P ist. Legen wir den Anfangspunkt des Koordi- 
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natensystems in den Schwerpunkt des einen Endquerschnittes des 
Balkens, so ist das im Abstand x vom Ende übertragene Biegungs- 
moment M=Px, 

also ebenso groß wie bei dem am Schluß des vorigen Paragraphen 
behandelten Falles des einseitig eingespannten, am anderen Ende 
mit P belasteten Trägers von der .Länge L Infolgedessen läßt sich 
auch hier die Lösung ähnlich wie dort aufbauen. Nur sind die Grenz- 
bedingungen andere. In Abb. 140 ist die Mittellinie des Trägers im 

Grundriß im ausgekippten Zu- 

fl^iT"'^""-.- 2^ ^-— -"-""''^^^ • stand angegeben. Die drei pa- 

V - - -^^^=^^=-=^---7 — =r=rrT jJ_ _ ^jf rallelen Kräfte P, 2 P und i> 

• / I / I an den beiden Enden und in 

* ' I der Mitte des Trägers müssen 

^ Abb. 140. ™ Gleichgewicht stehen und 

das ist nur mögüch, wenn die 

an den Enden übertragene Resultierende P seitlich angreift, d. h. 

wenn außer dem Auflagerdruck P an den Enden ein Moment von der 

Größe Pd übertragen wird, wobei d gleich der seitlichen Auslenkung der 

Balkenmitte ist. 

Bei der getroffenen Wahl des Koordinatensystems sind die Grenz- 
bedingungen 

für x = 0: *o = 0; V = 0; yo = — d; Pd = C^^ — ^&^'\ 

Die letzte Bedingung folgt aus Gl. (66a) und drückt aus, daß am 
Ende des Trägers das Moment Pd angreift. Die Grenzbedingungen für 
die Mitte des Trägers sind: 

für x = h yi = 0; yi' = 0; #/ = 0. 

Als Lösung benutzen wir wieder Gl. (75), die wegen der Grenz- 
bedingungen ^0 = und i?o" = siph vereinfacht zu 

^ = »Q'x + ^&Q'"x^ + a^x^ + a^a^ + .. (81) 

Um den Grenzbedingungen, die sich in y ausdrücken, zu genügen^ 
muß von Gl. (66 a) Gebrauch gemacht werden. Setzen wir den Wert 
von # aus Gl. (81) ein, so ergibt sich durch zweimalige Integration: 



EOi 


[ 3 ' 30 ' 6 ' 7 


P 

J7 £i 





3^ + ---\-\-.yo x + Vo 

• . . (82) 
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Um die weiteren Grenzbedingungen zu erfüllen, ersetzen wir zu- 
nächst ^0 durch 

.2/0 = — « = D 



[c^o'-^do'"] 



• • 



und eliminieren aus den bei x = l gültigen Bedingungen j/q', so daß wir 
folgende Gleichungen erhalten : 







_ PI' [&o' 

~~ E9i [ 3 



/// 



+ ^i* + -f-P + -^^ + 



...] 



+ 



+ 



E01 [l2 



E 
1 



+ih»-^H 



^180 ^ 42 ^ • • "J 



+ 



"0 



0= ^„'4..-lL_p + 4a^/8_|_5a^/4 + ... 



(83) 



Durch Einsetzen von Gl. (81) in die Differentialgleichung (74) 
ergeben sich die Werte der Konstanten, ausgedrückt in i?o' ^^^^ ^o'"» 
von denen di^ ersten hier angeschrieben werden sollen: 

a^ = 0; «6 = 4 OA ^2 5 ^6f=ö> ^ =" ftZTTTJ + ■^7ürr;;r ' «8 = 0... 



120 a^ 



840 Ä« ' 5040 a^ 



Die Konstanten mit geraden Indices verschwinden alle, während 
sich die übrigen sämtlich durch '&q und ^o" ausdrücken lassen. Wir 
können demnach die Gl. (83) 

schreiben, worin A^, Bj, Ci und D^ beliebig genau angebbare unendliche 

Reihen bedeuten. Als Kippbedingung folgt aus den beiden letzten 

Gleichungen 

Ai Bi 

Q Dl 



= 



. (84) 



In dieser Gleichung kommen nur die Größen 

y _ 2C y _ 2P^P 

vor. Die erstere von beiden Größen kann für den gegebenen Träger 
im voraus berechnet werden, die letztere enthält die kritische Last P^» 
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Setzen wir 



ft* = -r=- : - 



>6 



a 



2 » 



so wird 



J».»*!^ (85, 

wobei sich der Wert von k aus Gl. (84) berechnen läßt. Timoschenko 

hat Gl. (84) für verschiedene Verhältnisse von — 2^ ausgewertet und in 



a' 



einer Tabelle zusammengestellt. Außerdem hat er berücksichtigt, 
daß bei der praktischen Anwendung der Berechnung des Kippens eines 
derart belasteten Trägers die Last nicht im Schwerpunkt, sondern 
um die Hälfte der Trägerhöhe oberhalb des Schwerpunktes angreift. 
Dadurch wird die Stabilität des Trägers gegen Auskippen erhöht, 
worauf schon Prandtl beim Balken mit rechteckigem Querschnitt auf- 
merksam gemacht hat. Unter Berücksichtigung dieser Korrektur hat 
Timoschenko aus Gl. (84) folgende Tabelle gewonnen: 



p 


/« 




(Tmax 


für£=2-10» 


/« 


l* 




<rnuafOr^=2.10« 


a» 


6« 


1 




= 0,01;^^ -0,1 


a* 


¥ 


Ä« 


J;_0.01;2*-O.l. 


0,1 


4,13 


41,3 




405 \ 
cm* 


8 


27,7 


3,46 


1050 ^^, 
cm* 


1 


6,36 


6,36 




505 „ 


10 


34,3 


3.43 


1170 .. 


2 


9.05 


4,53 




600 „ 


12 


41,2 


3,43 


1280 ,. 


3 


11,9 


3,97 - 




690 „ 


16 


55,3 


3,46 


1485 ., 


4 


14.9 


3,73 




770 „ 


24 


84.8 


3,53 


1840 „ 


6 


21,1 


3,52 




920 „ 


32 


114,4 


3.58 


2135 „ 



Wir wollen die Art der Verwendung der Tabelle an einem Zahlen- 
beispiel besprechen. Es handle sich um den in Abb. 141 angegebenen 
Träger von 2Z = 3,25 m Spannweite und dem daneben gezeichneten 
Profil mit Angabe der Abmessungen in mm. 




/9'^S 



'i2Sm 



r-r§,B 



Abb. 141. 



Um den kritischen Wert P zu erhalten oder den kritischen Wert 
Omax ^us der Tabelle zu entnehmen, müssen wir für den Träger den 

Wert von -0 bestimmen. 
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Die Werte der Trägheitsmomente des Querschnittes sind 

0^ = 446 cm*; 02 = 59 100 cm*, 

so daß das polare Trägheitsmoment, das wir bei Anwendung der St. 
Venantschen Formel zur Bestimmung der Verdrehungssteifigkeit C 
nötig haben, 

Ö, = 59500 cm* 

beträgt. Die Querschnittsfläche ist 

F = 98,2 cm«, 

so daß die Verdrehungssteifigkeit C aus der St. Venantschen Formel zu 

G > F* _ 8 - 10^ . (98,2)* 
40 • ö, ~ 40 . 595 . 10« 

folgt, womit der Wert für 

^ = 0,75 

gewonnen wird. Aus der Tabelle geht damit hervor 

a^' = 480i. 

cm* 

Berücksichtigt man ebenso wie im Beispiel des vorigen Paragraphen, 

h 

daß hier -^ und -^y nicht die der Tabelle zugrundegelegten Werte 

haben, so wird die hier gültige maximale Spannung, die der kritischen 
Last entspricht, zu 

.^.(AX^^anr. kg 

gefunden. 

Bei Vernachlässigung der Biegungssteifigkeit D der Flanschen 

erhalten wir die Kipperscheinungen für den Balken von rechteckigem 

Querschnitt. Dabei darf man aber nicht von der Differentialgleichung 

d*# 
(67) ausgehen, sondern muß darin das Glied -j-^ streichen, so daß 

eine Differentialgleichung 2. Ordnung zu lösen bleibt. 

SchUeßlich sei noch darauf aufmerksam gemacht, daß die Ablei- 
tungen der Kipperscheinungen dieses und des vorhergehenden Para- 
graphen nur unter der Voraussetzung Geltung behalten, daß die 
Elastizitätsgrenze des Materials nicht überschritten wird. Würde für 
ein Beispiel der Wert der kritischen Spannung Omax nach dem hier 
gegebenen Rechnungsverfahren die Elastizitätsgrenze überschreiten, 
so würde das Umkippen früher eintreten, als nach Rechnung zu er- 
warten wäre. 



a_ = 480.100.100.^. 1^1 =1670-^ 
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§ 107. Angenäherte Lösung von Stabilitätsproblemen mittels 
der elastischen Gelenkkette nach H. Hencky. 

Herr Heinrich Hencky hat in seiner Habilitationsschrift (Darm- 
stadt 1920) ein Näherungsverfahren zur Lösung von Stabilitätsaufgaben 
angegeben, das wir hier an einem einfachen Beispiel erläutern wollen, 
um das Verfahren selbst sowie seine Leistimgsfähigkeit kennenzulernen. 
Der Fortschritt, der bei diesem Verfahren erzielt werden kann, liegt 
darin, daß es sich vom geraden Stab, für den wir hier ein Beispiel geben 
werden, auf den krummen Stab tibertragen läßt, für den bfsher eine 
Lösung der Stabilitätsaüfgabe auf anderem Weg noch nicht erreicht 
werden konnte. 

Den Stab denken wir uns in eine Anzahl von unelastischen 
Gliedern aufgelöst, die durch elastisch gedachte Gelenke zusammen- 
hängen. Dabei setzen wir fest, daß der Drehwinkel zweier aufeinander- 
folgender Glieder dieser »Gelenkkette« durch 

gegeben sei, worin s die Länge der einzelnen Glieder der Gelenkkette 
bedeutet, die wir für alle Güeder konstant annehmen. Für unendlich 
kleine Längenelemente ds des Stabes geht Gl. (86) in die aus der ein- 
fachen Biegungslehre des Balkens bekannte Beziehung zwischen Bie- 
gungswinkel, Moment und Längenelement des Balkens über. 

Um die Torsion für die Gelenkkette in Einklang mit der für den 
gewöhnlichen Stab zu bringen, denken wir uns in der Ebene des ur- 
sprünglich geraden oder krummen Stabzuges im Anfangs- und End- 
querschnitt eines Gliedes der Kette in Richtung der in die Stabebene 
fallenden Hauptachse des Querschnittes Gerade gezogen. Infolge der 
Torsion werden diese beiden Geraden um den Torsionswinkel 

At = ^s (87) 

gegeneinander verdreht, wobei wieder s die Länge des Ketteftgliedes 
bedeutet, während mit Mt das für das betreffende Glied gültige Torsions- 
moment, sowie mit C, wie schon in den vorigen Paragraphen, die Ver- 
drehungssteifigkeit C = JG bezeichnet ist. Der Drillingswiderstand / 
des Querschnittes stimmt, wie aus den Entwicklungen des 6. Abschnittes 
hervorgeht, für den kreisförmigen Querschnitt mit dem polaren Träg- 
heitsmoment überein, während er sich für andere Querschnitte nach 
den dort gegebenen Regeln berechnen läßt. Auch Gl. (87) geht bei 
imendlich kleiner Länge ds der Kettenglieder in die für den Torsions- 
winkel beim gewöhnlichen Stab gültige Formel über. 

Die beiden Gl. (86) und (87) bilden den Ausgangspunkt für das 
Näherungsverfahren, das, wie wir sehen, darin besteht, an Stelle der 
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Gelenkkette mit unendlich vielen, unendlich kleinen einzelnen Gliedern, 
womit die Gelenkkette in den kontinuierlichen Stab übergehen würde, 
die Gelenkkette mit nur wenigen GUedern zu setzen. Dadurch gehen die 
Differentialgleichungen für den kontinuierlichen Träger in Differenzen- 
gleichungen für die Gelenkkette über. Im übrigen ist der Gedankengang, 
der zur Bestimmung der Knick- oder Kipplast führt, derselbe, den wir 
in den letzten Paragraphen angewandt haben. Wie dort denken wir 
uns eine unendlich kleine, mit den Grenzbedingungen verträghche, 
sog. virtuelle Verschiebung der Gelenkkette aus ihrer Gleichgewichtslage 
vorgenommen und drücken für diese der Gleichgewichtslage beliebig 
benachbarte Lage wieder die Bedingungen des Gleichgewichts aus. 
Während wir beim kontinuierlichen Träger dabei auf eine homogene 
Differentialgleichung geführt wurden, erhalten wir hier ein System 
von homogenen Differenzengleichungen und ebenso wie wir im ersten 
Fall als Bedingung für eine von Null verschiedene Lösung der Diffe- 
rentialgleichung, d. h. für eine mögliche virtuelle Verschiebung des 
Trägers eine Gleichung für die kritische Last erhielten, so ergibt sich im 
zweiten Fall als Bedingung dafür, daß das System der homogenen 
Differenzengleichungen von Null verschiedene Lösungen zuläßt, das 
Verschwinden der Determinante der Gleichungen, woraus wiederum 
die Größe der kritischen Last wenigstens näherungsweise folgt. Auf diese 
Weise hat Herr Hencky auf einfachem Weg die Eulersche Knicklast 
näherungsweise abgeleitet, wobei er mit nur vier Kettengliedern an 
Stelle des Stabes die Eulersche Knicklast bis auf 5% genau angeben 
konnte. Mit Zunahme der Gliederzahl wird das Resultat genauer, 
gleichzeitig wächst damit aber auch die Zahl der Gleichimgen und der 
Grad der Determinante, wodurch die Rechenarbeit sehr erhöht wird. 
Bei Ableitung der Eulerschen Knick- ^ 

last auf diesem W'eg braucht man von A 
den beiden Gl. (86) und (87) nur die 



JL 



erstere, da keine gegenseitige Verdreh- ^ 
ung der einzelnen Glieder in Betracht 
kommt. Dies gilt nicht mehr bei Be- 
handlung der Kipperscheinungen, die — 
wir jetzt auf diesem Wege an einem 
einfachen Beispiel nochmals ableiten 
wollen. Abb. 142. 

In Abb. 142 ist die Mittellinie 
eines links eingespannten Stabes angegeben, der am freien, rechten 
Ende eine Last P trägt. Es handle sich um einen rechteckigen Quer- 
schnitt, dessen vertikale Abmessung groß gegenüber der horizontalen 
ist, so daß beim Überschreiten der Kipplast P das seitliche Ausweichen 
der Mittellinie des Trägers ein tritt, wie es in Abb. 142 im Grundriß 
als virtuelle Verschiebung angegeben ist, verbunden mit einer Ver- 

Föppl. Drang und Zwang, Bd. II. 24 
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drehung des Balkens. Wir denken uns an Stelle des Balkens eine Ge- 
lenkkette von 4 gleich großen Gliedern von der Länge s^ die in den 
Gelenken 1, 2, 3 miteinander zusammenhängen. Das seitliche Aus- 
weichen der Punkte 2, 3 und 4 sei mit sCt bzw. si^ und s C4 bezeichnet. 
Wegen der Einspannung am linken Balkenende muß Ag)Q = und 
damit auch ^ Ci = sein, weil auch nach der virtuellen seitlichen Aus- 
biegimg des Trägers im Einspannquerschnitt kein horizoutal wirkendes 
biegendes Moment übertragen wird. 

Wenden wir zunächst Gl. (87) auf die Gelenkpunkte 1, 2, 3 und 4 
an, so ergeben sich die Verdrehungswinkel 






(88) 



4^4 = 

wie leicht aus den Angaben der Abb. 142 abgelesen werden kann. 

Außer der Verdrehung der (jelenke kommt noch die Biegung in 
Betracht. Dabei brauchen wir für die Kipperscheinung nur die seitliche 
Verbiegimg zu berücksichtigen, wie sie im Oundriß von Abb. 142 
zu sehen ist. Auch hier schreiben wir Gl. (86) für jedes Gelenk einzeln 
an. Für Gelenk 1 ist die horizontal wirkende Komponente des Biegungs- 
momentes P'3s'Atiy so daß sich die folgende der 3 Gleichungen 
ergibt : 



^Vi = 



ES 



3J<i. 



'^Vt = -^''^i^h + ^t,) 



A(p^ = 



E& 



(At^ + At^ + At^) 



(89) 



Die beiden- anderen ergeben sich ganz entsprechend für 'die (jelenk- 
punkte 2 und 3. Ersetzen wir in den Gl. (89) die linken Seiten der 
Gleichungen durch 

^9^1 = Ca; ^9^g = f8 — 2C2; Afp^ = Ci — 2Cz + Ct, 

wie aus Abb. 142 ohne weiteres hervorgeht, und ersetzen wir anderseits 
auf den rechten Seiten der Gl. (89) die Verdrehungswinkel A tj, A t^ imd 
A t^ durch ihre in den Gl. (88) wiedergegebenen Ausdrücke, so ergibt sich 
mit der Abkürzung ^2^4 



EßC 



= a 
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«las folgend« System von den homogenen Gleichungen: 

C, -3a f, =0 

2(3a— l)f, +f, — 4af4 =0 

(2a + l)f, +2(a — 1)C, — {3a — l)f4 = 0. 

Damit diese drei Gleichungen für C„ f ,, und f « von Null verschiedene 
Lösungen zulassen, d. h. damit bei der angenommenen virtuellen Ver- 
achiebung Gleichgewicht besteht, muß die Determinante dieser 3 Glei- 
«hungen verschwinden: 

1 —3a 

2(3a — 1) 1 —4a 

2a+l 2(a — 1) — (3a — 1) 

36 a» — 62 a« + 20 a — 1 = 0. 



oder 



= 



Von den 3 Wurzeln dieser Gleichung kommt nur die kleinste in 
Betracht, die , ^ ^ q Qgj23 

beträgt, so daß sieh daraus die Kipplast 

i>» = y 0,061 23 . f?^ 



l 



berechnet oder wegen s = -r: 



P, = 3,96 Ü^ 



Dieser Wert der kritischen Last, den wir mit diesem Näherungs- 
verfahren erhalten haben, unterscheidet sich von der durch Gl, (44) 
gegebenen genauen Prandtlschen Kipplast nur um ^ 

1/4%' J^ größer die Zahl der verwendeten Glieder 
der Kette ist, um so genauer wird das Resultat, 
womit allerdings gleichzeitig die aufzuwendende 
Rechenarbeit erheblich wächst. 

Wegen der Anwendung des Näherungsverfahrens 
auf die Kipperscheinung des Bogenträgers sei auf 
die schon erwähnte Arbeit von Herrn H. Hencky 
verwiesen. Der Gedankengang bleibt beim krummen 
Stab der gleiche wie oben am geraden Stab als Bei- 
spiel erläutert wurde, nur ist die Rechenarbeit, die 
erforderlich ist, um den Näherungswert der Kipplast 
zahlenmäßig zu erhalten, ganz erheblich größer. Ganz . . . ^ 

besonders sei auf das in der erwähnten Arbeit behandelte Beispiel 
eines belasteten Pendelrahmens (s. Abb. 143) hingewiesen. Als wich- 
tigstes Ergebnis folgt aus dieser Untersuchung, daß die übliche Be- 

24* 



Abb. liX 
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rechnung der Knicklast, die unter der Voraussetzung unendlich 
großer Torsionssteifigkeit des Trägers abgeleitet wird, auf einen viel 
höheren Wert führt als die Berechnung auf Kippen unter Berücksichti- 
gung der endlichen Torsionssteifigkeit des Trägers verlangt. Aller- 
dings führt die große Empfindlichkeit des Pendelrahmens gegen Kippen 
im allgemeinen nicht zu seiner vollständigen Zerstörung, sondern es 
kommt die Kippbewegung zum Stillstand, da bei großen Verzerrungen, 
der Törsionswinkel langsamer wächst als das Torsionsmoment. 



§ 108. Allgemeine Betrachtungen über das Ausknicken von 

Schalen« 

In § 103 dieses Abschnittes haben wir uns schon mit der Bedingung 
der Stabilität eines in seiner Ebene auf Druck beanspruchten ebenen 
Bleches beschäftigt und Näherungslösungen für die Größe der Knick- 
last abgeleitet. Dabei haben wir von der Stabilitätsbedingung Gebrauch 
gemacht, daß für jede virtuelle Verschiebung der Punkte des Bleches 
aus seiner Gleichgewichtslage die Gesamtenergie, die sich aus der po- 
tentiellen Energie der äußeren Kräfte und der Verzierrungsenergie zu- 
sammensetzt, zunimmt. Wird das Potential der äußeren Kräfte mit 
V und die Verzerrungsenergie oder Formänderungsarbeit mit A be- 
zeichnet, so lautet die Bedingung für das Gleichgewicht 

d(V + A) = 

und die Bedingung für die Stabilität dieses Gleichgewichtszustandes 

d^(V+A)>0 . (90) 

Diese beiden Beziehungen 
sind im zweiten Abschnitt des 
ersten Bandes unter Gl. (31) 
und (32) abgeleitet worden. 

Die allgemein gültige Sta« 
bilitätsbedingung (90) wollen 
wir auf den Fall einer beliebig 
gestalteten belasteten dünnen 
Schale anwenden von der kon- 
stanten Dicke 2 h, um daran 
;• allgemeine Betrachtungen über 
die Art der Stabilität solcher 
Schalen anzuknüpfen. 
Die 'Punkte der Mittelfläche der Schale seien durch die Koordinaten 
rechtwinkligen Netzes festgelegt, wozu sich am besten das der 
Krümmungslinien eignet. Wir denken uns aus der Schale in Richtung 
der rechtwinkligen Koordinaten ein unendlich kleines Element heraus- 
geschnitten, das entsprechend vergrößert in Abb. 144 angegeben ist. 




Abb. 144. 
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Die in den Schnittflächen übertragenen Spannungen lassen sich zu 
Resultierenden zusammenfassen, die in der Abbildung mit positivem 
Pfeil eingetragen sind. T^ und T^ sind die Normalspannungen, N^ und 
JVg die in Richtung normal zur Mittelfläche verlaufenden Komponenten 
der resultierenden Schubspannungen, während mit S die in der Mittel- 
fläche verlaufenden Komponenten der resultierenden Schubspannungen 
bezeichnet sind, die als zugeordnete Schubspannungen in beiden Schnitt- 
richtungen einander gleich sind. G^ und G^ sind die resultierenden 
Biegungsmomente, während mit H die Resultierende der in den beiden 
Schnitten verlaufenden Torsionsspannungen bedeuten, die auch einander 
gleich sind. Werden die auf die Längeneinheit bezogenen Dehnungen 
mit £i und e^^ die Krümmungsänderungen mit x^ und »2, ferner die 
durch die Schubspannimgskomponenten S hervorgerufene Winkel- 
änderung mit (o und schließlich die von den Torsionsmomenten H her- 
rührende Verdrehung mit t bezeichnet, so lauten die Hookeschen Be- 
ziehungen zwischen den Spannungs- und Formänderungsgrößen 



Tx = 



2Ehm . , ^ _, 



m 



2Ehm , , , 
„ Ehm 

o = : — T-0> 



G, = - 



2h?Em 
3(m2 — T) 



(mxi + p<2); G^ = — 



2h^Em 
H = 



{mx^ + x^); 

2h^E 
3(w + l) ^ 



(91) 



Die Ausdrücke für r^, Tj, G^ und Gg sind die gleichen wie sie in 
den Gl. (72) des fünften Abschnittes abgeleitet worden sind. Da es 
sich dort um die achsensymmetrische Schale mit symmetrischer Be- 
lastung handelte, kamen Schubspannungen S und Torsionsmomente */f 
nicht in Betracht. Die obigen Ausdrücke für S und H lassen sich ebenso 
einfach ableiten wie die Ausdrücke für die Spannungen T und die 
Biegungsmomente G, worauf hier nicht weiter eingegangen werden soll. 

Die auf die Flächeneinheit der Mittelfläche bezogene Formänderungs- 
arbeit läßt sich ausdrücken durch 

^ = ^T^^i + ^T^^i+^S<o-^G^x^-^G^x^ + Hr (92) 

Darin sind die Arbeiten der Schubspannungskomponenten N^ 
und N2 in erster Annäherung vernachlässigt. Ihre Berücksichtigimg 
würde an den Resultaten, die wir aus den folgenden Beobachtimgen 
ziehen, nichts ändern. Daß in dem Ausdruck für die bezogene Form- 
änderungsarbeit die von den Biegungsmomenten herrührenden. Arbeits- 
beträge mit dem negativen Vorzeichen versehen sind, rührt daher, 
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daß die positive Drehrichtung der Biegungsmomente im Sinn der 
Krümmimgsverminderung verlaufen soll. Setzen wir in Gl. (92) die 
Werte für die Spannungen aus der Gl. (91) ein, so ergibt sich 

und daraus folgt die gesamte Formänderungsarbeit durch Integration 
über die ganze Mittelfläche: 

A=^Adf. 

Wir denken uns nun eine virtuelle Verschiebung aus dem Gleich- 
gewichtszustand vorgenommen, der durch die Formänderungsgrößen 
e^ e^ CO Xy x^ x gekennzeichnet sein möge. Der abgeänderte Formände- 
rungszustand sei durch die Formänderungsgrößen e^ + ^d c^, «g + ^ ^2 - • • 
wiedergegeben, worin die Änderungen idcj, /dß^ • • • unendlich klein 
sein sollen. Die Größenordnung dieser Änderung spielt bei unseren 
Betrachtungen eine wesentliche Rolle. Wir schreiben deshalb 

Ae^ = (A e^\ + (A b^\^ + (A e^\^^ + . . /. 

imd entsprechend für die übrigen Formänderungsgrößen. Darin be- 
deutet (As^i die von erster Ordnung unendlich kleine Dehnungs- 
änderung, (^ei)ji die von zweiter Ordnung kleine usw. Da die von 
höherer als zweiter Ordnung unendlich kleinen Formänderungsgrößen 
für die Stabilitätsuntersuchung ohne Bedeutung sind, so genügt es, 
wenn wir. schreiben 

zl£i = (zlfii)j + (Jei)ji, 

und ebenso für die übrigen. 

Der abgeänderte Ausdruck für die Formänderungsarbeit der Schale 
lautet 



A + ÖA + d^A = ldf\^^j [(ei + J .1 



+ ej + /l€2)* — 



2('«-l)/,. , ^.,,. , ^., ( a) + ^fl>)* \1 



m 



(£1 + A £1) (fg 4- J gg) — 



+ y(^^2T?iy I ( ^1 + ^ ^1 + ^2 + ^ ^2 ) ^ — 



>. 
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Der für die Stabilitätsbedingung (90) allein erforderliche. Wert 
für d^A berechnet sich daraus zu 

6*A = 5 d/ JM^ 1^2 {e, + e,) ((A e,)„ + (^ f,)„) + {{A e,), + (J £,)i)* 



2(m — 1) 



m 



«1 (^ ß«)ii + f 2 (-4 Ci)ii + 
+ {A ei)i (J £,)i - 



2" 



M»)„-i^)] 



+ 



l^^^[2{x,+x^)((Ax,),^+{Ay,)u)+{{M),+{^y^)iy 



3(to« 

+ {A xi)i (/l «,)i - 2 r { J r)„ - ( J r)«i)j|. 

Dieser lange Ausdruck läßt sich in 3 Summanden zusammenfassen, 
von denen der erstere nur die 6 Glieder (idci)jj, {Ae^)^^ usw. enthält, 
der zweite nur die 3 Glieder (Jcx)i, (^«2)1, (Aa})^ und der dritte nur 
die 3 Glieder {A Xi\, {A x,)j, {A r)j. \yir führen für diese drei Summanden 
zur Abkürzung die Bezeichnungen J^, J^ und Jg ein, so daß 

ist. Die Ausdrücke für die J lauten folgendermaßen, wobei in /^ die 
Spannungskomponenten nach den Gl. (91) eingeführt sind: 

/j = f [Ji (J eOii + y« (^ f«)ii + S{A a))„ - 

- G, {A «i)„ - G, (A «,)„ -{■2H{A t)„] d/ 



2 



=J^S-[((^^^)^+(^^«)^)'- 



3 



=J 



2(m — 

TW 



¥Em* 



^{{Ax,),-{-{Ax^)if- 



^^sMAe.).-^)]äf 



2(m — 



m 



Al((zl«,),(zlx,),-(JT)i«)jd/. 



(94) 



Fürs weitere wollen wir den praktisch allein wichtigen Fall zugrunde- 
legen, daß bei dem Gleichgewichtszustand, dessen Stabilität unter- 
sucht werden soll, die Schale nicht auf Biegung beansprucht sein soll, 
so daß _ 

9C\ —— 9Cn —— T — — \J 

oder . 

G, = G, = Ä = 
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zu setzen ist. Dann vereinfacht sich J^ zu 

Ji = l[TA^ ^i)ii + T^ (^ ^2)11 + S(A c«)ij df. 

Das Gleichgewicht ist labil, wenn sich eine virtuelle Verschiebung 
angeben läßt, für die 

^*F+/i+/2+V8<0 (95) 

gilt. Da /g nur von der Dehnung der Mittelfläche und J^ nur von der 
Biegung der Schale herrührt, so wollen wir /g ^Is Dehnungsglied und 
/g als Biegungsglied bezeichnen. Für irgendeine bestimmte unendlich 
kleine Verschiebung aus der Gleichgewichtslage lassen sich die 4 Glieder 
auf der linken Seite der letzten Ungleichung ohne weiteres berechnen 
und daraus die Größe der Knicklast für die bestimmt gewählte Ver- 
schiebung angeben. Die Schwierigkeit besteht aber darin, den kleinsten 
Wert der Knicklast zu finden, was nur mit Hilfe der Variationsrechnung 
gelöst werden kann. Dieser Frage wollen wir hier aber gar nicht näher 
treten, sondern an Hand der Ungleichung (95) allgemeine Betrachtungen 
über die Natur der Stabilitätsaufgaben, wie sie bei Schalen vorkommen 
können, anstellen. 

Betrachten wir die vier Größen auf der linken Seite der Ungleichung 
(95), so sehen wir, daß J^ und J^ gar nicht von dem Spannungszustand 
in der Schale, also von der Belastung, abhängt, sondern nur von dem 
Verzerrungszustand, abgesehen von den Konstanten der Schale und 
des Materials. Dagegen sind d^ V und J^ wesentlich von der Belastung 
abhängig; auch enthalten letztere im Gegensatz zu den beiden ersteren 
nicht die Dicke h der Schale als Faktor. Gehen wir von irgendeinem 
Gleichgewichtszustand aus und erhöhen alle Lasten um das A-fache, 
so wachsen damit auch die Spannungen in demselben Verhältnis und 
wir erhalten einen neuen Gleichgewichtszustand. Galt für den ersten 
Gleichgewichtszustand die Ungleichung (95) als Bedingung für die 
Labilität des Gleichgewichtes, so geht sie für den neuen Gleichgewichts- 
zustand in j^ ^^2 v+ /J + /, + /3 < 

über, wobei /j, J^ und J^ die gleiche Bedeutung wie im ersten Fall 
haben, da wir in beiden Fällen die gleiche virtuelle Verzerrung der 
Schale voraussetzen. 

Da /a '^^^^ «^s? wenn sie von Null verschieden sind, stets positiv 
sind, so ergibt sich als erstes Resultat der letzten Ungleichung, daß für 
einen genügend kleinen Wert von A die Schale im stabilen Gleichgewicht 
sein muß. Stabiles Gleichgewicht ist demnach bei irgendeiner Be- 
lastung der Schale stets dadurch möglich, daß man die Lasten ver- 
hältnisgleich hinreichend verringert. Anderseits lehrt uns die letzte 
Ungleichung aber auch, daß sie bei hinreichend großem positivem oder 
negativem Wert von X erfüllt ist, so daß das Gleichgewicht damit labil 
wird. 
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Wir werden nun zwei wichtige Gruppen von Stabilitätsaufgaben 
unterscheiden je nachdem J^ Null oder von Null verschieden ist. Diese 
Unterscheidung hat als erster Herr R. Zoelly in seiner Züricher Disser- 
tation 1915 in aller Klarheit herausgearbeitet. 

Die erste Gruppe mit 

erfordert 

{A f i)i = {A £2)1 = ( J ö>)j = (96) 

an jeder Stelle der Schalenmittelfläche. Da demnach bei dieser Gruppe 
von Stabilitätsaufgaben die Mittelfläche in erster Annäherung unge- 
dehnt bleibt, wollen wir die zugehörige Formänderung als dehnungs- 
lose Formänderung bezeichnen. Die von zweiter Ordnung un- 
endlich kleinen Dehnungen (Jci)jj, (Ae^^^^ und (Aw)^^ werden da- 
gegen im allgemeinen nicht verschwinden. In erster Annäherung er- 
fährt die Schale bei einer dehnungslosen Formänderung nur eine Krüm- 
mungsänderung, so daß das Biegungsglied /j von Null verschieden ist. 
Wenden wir die obigen Betrachtungen auf den Fall dehnungsloser 
Formänderung J^~Q an, so ergibt sich, daß die zum Ausknicken der 
Schale erforderlichen äußeren Kräfte, d. h. die Knicklast proportional 
der dritten Potenz der Dicke 2A ist. Da ferner die Schalendicke nur 
in dem Faktor A* auftritt, so folgt ferner, daß bei einer dehnungslosen 
Formänderung die Art der Ausbeulung der Schale von der Wandstärke 
unabhängig ist, und da schließlich die Spannungen T-^ und T^ und S^ 
wie aus den Gl. (91) hervorgeht, den Faktor h besitzen, so folgt, 
daß die zur Knicklast gehörige größte Dehnung e^ proportional A* 
ist, so daß bei einer gegebenen Belastung der Schale Ausknicken vor 
Erreichen der Elastizitätsgrenze eintritt, wenn nur die Schale dünn 
genug ist. 

Nachdem wir damit die Merkmale dehnungsloser Formänderung 
kennengelernt haben, fragen wir uns, bei welchen Gleichgewichts- 
aufgaben von Schalen virtuelle Verschiebungen ohne Dehnungen der 
Mittelfläche überhaupt möghch sind. Die Bedingungen für die MögUch- 
keit einer dehnungslosen Formänderimg hängen von der Form der 
Schale und *den Grenzbedingungen ab. Stabilitätsaufgaben, bei denen 
eine dehnungslose Formänderimg der Schale möglich ist, sind zuerst 
in der Literatur behandelt worden. Auch die bisher in diesem Werk 
behandelten Fälle sind solche dehnungsloser Formänderung. In der 
Tat sahen wir bei dem in § 103 behandelten Beispiel des Ausknickens 
von Platten auf S. 332, daß im Ausdruck für die Formänderungsarbeit 
das Biegungsglied allein stehenbleibt, d. h. ^2 == ist. Man kann 
auch unmittelbar einsehen, daß in diesem Fall die Gl. (96) erfüllt sind. 
Bezeichnen wir nämlich mit w die unendlich kleinen Verschiebungen 
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der Punkte der Plattenmittelf lache in Richtung senkrecht zur Platte, 

so ist , ^^ 

. _ idx^ + dw^ — dx _ 1 /d(v\^ 

^^"^ dx '~2\bxl 

xind ebenso findet man 

A€9 = 'K\-z — I undJö)=-r — '-r^ — j 
^ \o yl b X b y 

so daß tatsächlich 

ist, d. h. bei der Formänderung die Mittelfläche in erster Annäherung 
ungedehnt bleibt. Die von zweiter Ordnung unendlich kleinen Deh- 
nungen sind von Null verschieden; nämlich 

2 A /^ ..A2 



^'^''^^^^U^) '^"^''^^^UV^) 5(^"')n = 



bw bw 
b X by 



Auch die weiteren, oben kennengelernten Merkmale dehnung^loser 
Formänderung, daß die Form der Ausbeulung von der Schalendicke 
unabhängig ist, und daß die Knicklast proportional mit h^ wächst, 
geht aus den Entwicklungen von § 103 hervor. Daß in den Gl. (24) 
imd (25) die kritischen Drücke p proportional h^ sind, rührt daher, 
daß p den auf die Flächeneinheit bezogenen Druck bedeutet und mit der 
Dicke h bzw. 2Ä multipliziert werden muß, um den auf die Längeneinheit 
des Randes bezogenen kritischen Druck zu erhalten. 

Das Beispiel eines geraden dünnwandigen Rohres, das unter kon- 
stantem äußeren Flüssigkeitsüberdruck steht, haben wir in § 12 des 
ersten Bandes behandelt und die Größe des kritischen Überdruckes, 
bei dem das Ausknicken erfolgt, in Gl. (40) angegeben unter der Voraus- 
setzung, daß es sich um ein sehr langes Rohr handelt. Verfolgen wir die 
damalige Rechnung nochmals, so finden wir wieder die Bedingungen (96) 
dehnungsloser Formänderung erfüllt; denn wir sahen, daß der Umfang 
der Ellipse, in die der Kreis durch die Formänderung übergeht, sich 
von dem Kreisumfang nur um Größen höherer Ordnung unterscheidet. 
Auch sehen wir an Gl. (40) von § 12, daß der kritische Überdruck pro- 
portional mit h^ wächst, was wir auch als ein Kennzeichen dehnungs- 
loser Formänderung kennengelernt haben. Es sei bei dieser Gelegenheit 
darauf aufmerksam gemacht, daß in der dortigen Gl. (40), ebenso 
wie in den Formeln von § 103, mit h die ganze Dicke der Schale be- 
zeichnet wurde, während wir in diesem Paragraphen dafür 2Ä schreiben. 

Wenn bei einer Stabilitätsaufgabe infolge der Schalenform oder 
der Grenzbedingungen keine virtuelle Verschiebung mit dehnungsloser 
Formänderung möglich ist, so gehört die Aufgabe zur zweiten Gruppe 
von Stabilitätsproblemen, für die J^ von Null verschieden ist. Solche 
Gleichgewichtszustände sind sehr viel stabiler als die mit dehnungs- 
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loser Formänderung, wie schon daraus hervorgeht, daß jetzt das von 
Null verschiedene, wesentlich positive Glied J^ auf der linken Seite der Un- 
gleichung noch hinzutritt. Außerdem kann man sich mittels der Aus- 
drücke (94) für /g uiid /j klarmachen, daß /g? wenn es überhaupt von 
Null verschieden ist, im allgemeinen wesentlich größer als /, ist. Da 
nämlich beide von gleicher Dimension sind, J^ aber mit dem Faktor ä, 
d^g^gen /j mit dem Faktor A® behaftet ist, so müssen sich die Größen- 

Ordnungen von J^ und /j wie -j-^ verhalten, wenn L neben h eine zweite 

Längenabmessung der Schale bedeutet, wie z. B. die Größe eines Krüm- 
mungshalbmessers. Da im allgemeinen L groß gegen h ist, so ist demnach 
erst recht J^ groß gegen J^. 

Aus diesen Überlegungen folgt, daß Schalen, bei denen keine 
dehnungslose Formänderung möglich ist, wesentlich stabiler 
sind als solche Schalen, die ausknicken können, ohne daß 
sich die Mittelfläche in erster Annäherung zu dehnen 
braucht, wie wir es oben an zwei Beispielen besprochen haben. 

Daß auch die weiteren Merkmale dehnungsloser Formänderung, 
die wir oben kennengelernt haben, im Fall /2 =*= nicht mehr zutreffen, ^ 
geht ohne weiteres hervor; denn es tritt jetzt ein Glied J^ hinzu, das 
proportional A ist, so daß die Knicklast jetzt nicht mehr proportional A* 
ist und auch die der Knicklast entsprechende Ausbeulungsform nicht 
mehr unabhängig von der Schalendicke ist. Wir werden im nächsten 
Paragraphen an einem Beispiel diesen Fall einer Stabilitätsaufgabe 
näher kennenlernen. 



§ 109. Stabilität einer in Richtung; der Erzeugenden 

gedrfickiten zylindrischen Schale. 

Das erste Beispiel für eine Stabilitätsuntersuchung, bei der die 
Mittelfläche der Schale sich nicht ohne Dehnung verschieben kann, wurde 
von R. Lorenz (Z. d. V. d. 1. 1908, S. 1706) berechnet. Es bezieht sich 
auf eine kreiszylindrische Schale, die parallel der Achse einen gleich- 
mäßigen Druck aufzunehmen hat und dessen Ränder frei drehbar 
gelagert sein mögen. Dieses wichtige Beispiel hat später weitere Be- 
arbeitungen gefunden, von denen vor allen Dingen die Arbeit von 
Timoschenko in der schon in § 105 genannten Abhandlung (Zeitschr. 
für Math, und Phys. 1910, S. 376) zu erwähnen ist. 

Wir wollen hier das Beispiel an Hand der allgemeinen Betrach- 
tungen des vorigen Paragraphen durchnehmen. Die Zylinderschale 
sei in Richtung der Achse durch die auf die Längeneinheit des Randes 
der Schale bezogene Last P gleichmäßig gedrückt. Wird der Radius 
der Mittelfläche mit a bezeichnet, so ist der Gesamtdruck, den die 
Schale aufzunehmen hat, 2naP. Die Länge der Schale sei mit l und die 
Dicke mit 2 h bezeichnet. Von dem gedrückten Gleichgewichtszustand 
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gehen wir aus. An den Rändern x = und a: = i sei die Schale frei 
gelagert. Bezeichnen wir die Spannungskomponenten ebenso wie im. 
vorigen Paragraphen, so ist in dem betrachteten Gleichgewichtszustand 
nur. Ti von Null verschieden, und zwar Ti = — P. Aus der Gl. (91 ) 
des vorigen Paragraphen folgt daher für die Dehnungen der Mittel- 
fläche p j 1 /> 

Wir wollen die Stabilitätsbedingung für diesen Gleichgewichts- 
zustand aufstellen, und zwar beschränken wir uns dabei auf achsen- 
symmetrische Ausbeulungen der Schale. Der Verzerrungszustand der 
Schale wird dah^r durch Angabe von zwei Verschiebungskomponenten u 
und w in jedem Punkt der Schalen mittelfläche beschrieben, wobei 
entsprechend den Entwicklungen des fünften Abschnittes u die Ver- 
schiebungskomponente in Richtung der Erzeugenden, also in Richtung 
der X-Achse, und w die Verschiebungskomponente in Richtung senk- 
recht zur Mittelfläche, und zwar nach innen positiv gerechnet, bedeuten. 
Die Randbedingungen für x = imd x = l lassen sich mit Hilfe der 
Verschiebungskomponente w durch 

w = und -^ — s- = 

ö x^ 

ausdrücken. Die erstere von beiden Gleichungen drückt aus, daß der 
Rand festgehalten wird, die letztere, daß er nicht eingespannt ist, so 
daß das Biegxmgsmoment G^ an den Rändern verschwindet. Diese 
Randbedingungen werden durch den Ansatz 

«^= — ^sin— — (98) 

befriedigt, worin n eine ganze Zahl bedeutet. Genau genommen müßte 
man für w eine Fouriersche Reihe ansetzen; es läßt sich jedoch zeigen, 
daß der Ansatz Gl. (98), der dem ersten Glied der Fourier- Reihe ent- 
spricht, zu dem kleinsten Wert der Knicklast führt, so daß wir von dieser 
Form der Ausbeulung der Zylinderschale ausgehen können. 

Die Dehnungsänderungen Ae^ und zlßg» die mit der Ausbeulung 
des Zylinders verbunden sind, lassen sich in erster Annäherung mittels 
der Verschiebungskomponenten u und 4ii^ durch 

Jej = -: — und ^ £• = — — 
^ dx ^ a 

ausdrücken. Diese Beziehungen folgen ohne weiteres aus der Bedeutung 
der bezogenen Längenänderungen, können aber auch aus den Gl. (69) des 
fünften Abschnittes hergeleitet werden, wenn man dort an Stelle von 
€r und Et in den jetzigen Beziehungen A e^ und A €2 einsetzt und die für 
Schalen von beliebiger Achsensymmetrie gültigen Formeln auf den 
speziellen Fall des Kreiszylinders anwendet. 
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Nachdem wir die Abhängigkeit der Verschiebungskomponente w 
von X durch Gl. (98) festgelegt haben, folgt auch die Komponente u 
in ihrer Abhängigkeit von x aus der Bedingung, daß die von der Zylinder- 
gestalt nur unendlich wenig abweichende ausgebeulte Form der Schale 
im Fall der kritischen Last ebenfalls im Gleichgewicht mit dem äußeren 
Druck Q =:2na P stehen muß. In diesem Zustand ist 

_ 2naP ^ p \ p^ 

wenn nur unendlich kleine Größen erster Ordnung berücksichtigt werden. 
Es ist also ^ 

'- a 

Anderseits folgt aus der ersten der Gl. (91) 

.^ 2Ehm , . , A ^ 2Ehm / du w 
^ m^ — i^ ^ ^ ^' m? — \\dx a 

Durch Gleichsetzen beider Werte für A T^ ergibt sich 

da ^( P m^ — i i\w gg 

dx \2Eh m2 ^ mj a ^ ' 

Schreiben wir für die auf die Flächeneinheit bezogene Druck- 

P 
Spannung o = -^-r-, so ist der erste Summand in der letzten Klammer 

genau genug -rr. Da die ganzen Betrachtungen über das Ausknicken 
des ZyKnders nur innerhalb der Elastizitätsgrenzen Gültigkeit haben, 
SO ist -^ eine sehr kleine Größe, die gegenüber dem Zahlenwert -— 

nicht in Betracht kommt, so daß nur 

du i w A , nnx iAr^\ 

—. — = = ^sm — 5 — : . . . (100) 

dx m a ma l 

stehen bleibt. Die Verschiebungskomponente u ist demnach bis auf eine 
unwesentliche Konstante, die bei der Integration der letzten Gleichung 
auftreten würde, festgelegt. 

Die Amplitude A^ die im Ansatz Gl. (98) für w eingeführt wurde, ist 
unendlich klein von erster Ordnung. Dasselbe gilt demnach auch für die 
oben angegebenen Werte für A e^ und A Cg. Für Gleichgewichtsaufgaben, 
wie wir sie für Schalen im fünften Abschnitt behandelt haben, genügt 
es, sich auf Größen zu beschränken, die von erster Ordnung unendlich 
klein sind; dagegen müssen wir hier bei Untersuchung der Stabilität 
eines Gleichgewichtszustandes auch die von zweiter Ordnung unendlich 
kleinen Glieder mit berücksichtigen. Im Ausdruck für Ae^ rührt das 
von zweiter Ordnung unendlich kleine Glied von der Verschiebungs- 
komponente w her und läßt sich ebenso wie im vorigen Paragraphen 
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bei Besprechung der Stabilität einer gedrückten Platte durch -j \dx) 
ausdrücken, so daß bis auf unendlich kleine Größen zweiter Ordnung 
8«^*" du . i Idw 



. du , 1 ( dw ^ 



ist! Für Ae^ ist das unendlich kleine Glied zweiter Ordnung Null, 
wie aus der Bedeutung der bezogenen Lftngenänderung 

. 2nla — w) — 27ta w 

■ 2na a 

hervorgeht. Da wir achsensymmetrisches Ausbeulen der Schale voraus- 
gesetzt haben, so bleibt der rechte Winkel zwischen den Erzeugenden 
und den Kreisen der Zylinderschale erhalten, so daß 

ist. Mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen ist demnach 

Um die im vorigen Paragraphen mit Z^, /, ^^^ ^^ bezeichneten 
Größen für das vorliegende Beispiel zu bilden, brauchen wir noch die 
Krümmungsänderungen Axi^ Ax^ und Ar. Hierin genügt es aber^ 
nur die von erster Ordnimg unendlich kleinen Größen zu berücksich- 
tigen, da die {A Xi)jj, (A x^)^^^ und {A t)jj nur mit G^, G^ bzw. H multi- 
pliziert vorkommen, diese Biegungsmomente aber bei dem vorausge- 
setzten Gleichgewichtszustand verschwinden. Aus Symmetriegründea 
ist wieder . ^ 

während wir zur Berechnung von A x^ und A x, von den Gl. (71) dea 
fünften Abschnittes ausgehen können, die wir nur auf den speziellen 
Fall der Zylinderschale anzuwenden brauchen. Man findet dann 

Die in der Ungleichung (95) auftretenden Gi'ößen /j, J^ und J^ 
lassen sich nun leicht bilden. Was d* V betrifft, so ist diese von zweiter 
Ordnung unendlich kleine Zunahme des Potentials der äußeren Kräfte 
Null, da der Weg der äußeren Lasten, den wir mit u^ bzw. u^ für die 
beiden Ränder bezeichnen wollen, keine imendlich kleine Größe zweiter 
Ordnung enthält, wie aus Obigem hervorgeht. 

Die Werte für Z^, /, ^^^ A lassen sich jetzt angeben, wobei für 
das Flächenelement der Mittelfläche 

df-=dX' ad (p 
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gesetzt wird und die Integration nach q) sofort ausgeführt werden kann^ 
da die Ausbeulung achsensymmetrisch vorausgesetzt wurde. Wir er- 
bajten demnach: ^ 





I 

T O 1.17 '"^ rr/^« W\\2{m-i) Wdu], .o j.rpl 

* m^—ijWdx aj m a dx\ a 



¥Em^ Cld^wV _ 



mr .„ ^ . e a 



Au» der Gleichung j^_^j^_^j^^^ 
folgt die Größe der Knicklast P, die wir mit P^ bezeichnen wollen, zu 

Die kritische Last setzt sich also aus zwei Gliedern zusammen^ 
von denen das erste Glied proportional der Dicke 2 h ist und seine 
Herkunft dem Dehnungsglied J2 in der Stabilitätsgleichung verdankt^ 
während das zweite Glied proportional h^ ist und von dem Biegungs- 
ghed /s herrührt. Diese beiden Glieder treten l>ei allen Stabilitäts* 
aufgaben auf, jyei denen das Knicken der Schale ohne Dehnung der 
.Mittelfläche nicht möglich ist. 

Für den Fall, daß der Radius a des Zylinders sehr groß ist im Ver- 
gleich zur Länge 2, kommt das Dehnungsglied in Gl. (101) nicht wesent- 
lich in Betracht, da bei ihm a* im Nenner steht. Es verschwindet über- 
haupt für a = 00, d. h. wenn wir an Stelle des Zylinders eine unendlich 
breite ebene Platte haben, die gleichmäßig gedrückt wird. Dann bleibt 
also eine dehnungslose Formänderung allein übrig, so wie wir das früher 
kennen gelernt haben. Setzen wir dann noch für die Poissonsche Kon- 
stante m = 4 ein, und benutzen zur Bestimmung der kleinsten Knick- 
last n = 1, so erhalten wir 

/>, = 0,222 £-^, 



(I) 



also eine gute Übereinstimmung mit Gl. (27), von § 103, bis auf eine 
Einheit in der dritten Dezimale des Zahlenfaktors. 

Wir wollen den Übergang von dem unendlich breiten Streifen zum 
Zylinder uns vorgenommen denken. Solange a noch sehr groß gegenüber 
/ ist, bildet das Dehnungsglied in Gl. (101) nur eine kleine Korrektion 
zum Biegungsglied, und zwar im Sinn einer Zunahme der kritischen 
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Last. Die kleinste kritische Last wird dann immer noch für /i = 1 
erhalten, d. h. der Zylinder unterteilt sich beim Knicken nicht in mehrere 
Wellen. Nimmt der Radius a mehr und mehr ab und wird er vergleich- 
bar mit der Länge / des Zylinders, so tritt der Einfluß des Dehnungs- 
gliedes in den Vordergrund, vor allen Dingen deshalb, weil es die Schalen- 
dicke nur einfach als Faktor enthält, während das Biegungsglied von 
h^ abhängt. Im Gegensatz zum Biegungsglied wird das Dehnungsglied 
um so kleiner, je größer die ganze Zahl n ist, da sie hier mit n^ im Nenner 
steht, während sie beim Biegungsghed im Zähler auftritt. Je größer 
demnach der Einfluß des Dehnungsgliedes ist, d. h. je kleiner der Radius 
des Zylinders ist, desto größer wird die Zahl n der Halbwellen sein, in 
die der Zylinder beim Knicken ausbeult, um so steifer wird aber auch 
die Schale gegen Ausknicken. 

Für die Praxis ist es nun wichtig, den kleinsten Wert von Pjty 
der aus Gl. (101) für verschiedene ganzzahlige n folgt, anzugeben. 
Man könnte ihn finden, indem man für n der Reihe nach 1, 2, 3 usw. 
einsetzt. Man kann aber auch durch folgende Überlegung zum Ziel 
kommen, die uns gleichzeitig einen weiteren Einblick gewährt. Denken 
wir uns auf der rechten Seite von Gl. (101) l allmählich anwachsend, 
während alle anderen Abmessungen des Zylinders unveränderlich bleiben 
mögen. Dann gehört zu einem bestimmten Wert von l und einem 
festen ganzzahligen Wert der Wellenzahl n die kleinste Knicklast P^y 
die sich nach Gl. (101) berechnen läßt. Je größer l wird, um so größer 
wird /i, das sich aber immer nur um die Einheit, also sprunghaft, ändern 
kann. Innerhalb eines gewissen Spielraumes für l bleibt demnach n 
konstant. Der Wert von l, bei dem n in n + 1 übergeht, kann daraus 
gewonnen werden, daß für ihn Pjc nach Gl. (101) auf zweifache Weise 
hervorgeht, indem man auf der rechten Seite entweder n oder n -{-i 
einsetzt. Daraus folgt die Beziehung: 

2EhP , m» ^_ „2n^7i^ 



n^n^a^ ' 3(^2—1) V^ 



2Ehl} j^__nfi ^^^2(n + \fn^ 



oder durch Vereinfachung: 

TT -'fah 



l = fn(n + i)- ,/" '"''\ (102) 



m^ 



Wir entnehmen daraus die Grenzlänge, bei der der Zylinder nur 
in einer Halbwelle (n = i) ausbeult, zu 
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iwenn wir wieder für die Poissonsche Konstante m = 4 verwenden. 
Die Grenzlänge für zwei Halbwellen {n = 2) folgt zu 



Zo = 



'2 



f 



-f&niah ^^^ i—T- 

\ ' — r>^ 5,95 • y ah usw. 



3 '"'-"^ 



m* 



Je kleiner der Zylinderradius a und je dünner die Schale ist, in 
desto mehr Halbwellen zerfällt die Schäle beim Ausknicken. Näherungs- 
weise läßt sich für große Werte von n statt Yw(« + 1) i^ Gl. (102) 

einfach /T? = n setzen, und durch Einsetzen des aus Gl. (102) folgen- 

p 
den Wertes für — « in Gl. (101) ergibt sich 



n^ 



4£ h^ 

P.= , 7 ---^ (103) 

m* — 1 o. 



i 



nfi 



Da Pk den auf die Längeneinheit des Randes der Mittelfläche be- 
zogenen Druck bedeutet, so ist der auf die Flächeneinheit bezogene 
kritische Druck durch 

_ Pj, _ E 2h 

^*"" 2Ä~ J^m^ — i ^ 



i 



m? 



bestimmt. Damit das Ausbeulen innerhalb der Elastizitätsgrenzen 

2A 
erfolgt, muß das Verhältnis der Wandstärke zum Radius klein 

sein, so daß z. B. für Eisen die Bedingimg 

E _l rn^—i a = 



i 



m« 



erfüllt ist oder, wenn wir wieder m = 4 einsetzen, 

2A 



a 



< 0,00168. 



Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so tritt vor der Gefahr eines 
achsensymmetrischen Ausknickens des Zylinders Überschreiten der 
Elastizitätsgrenze ein, womit sich die Verhältnisse vollkommen ändern 
und die obigen Ausdrücke für die kritische Last keine Gültigkeit mehr 
haben. 

Auf eine weitere Möglichkeit der Zerstörung des Zylinders' sei in 
diesem Zusammenhang hingewiesen. Die Zylinderschale kann auch als 
Ganzes ausknicken wie ein Stab, der auf Druck beansprucht wird und 
an beiden Enden drehbar gelagert ist. Bezeichnen wir den kritischen 

FOppl. Drang und Zwang, Bd. II. 25 
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Druck, die Eulersche Knicklast, mit 2a ^P*', so folgt aus der Euler- 
schen Formel 17^0 2 

lnaPjl= — p — , 

wobei 0, das Trägheitsmoment des kreisringförmigen Querschnittes^ 

sich zu 

ö = 2^aA(a« + Ä2) 

oder genau genug zu 

berechnet, sp daß 

P,' = E^^ ; .(104) 

wird. Ist Pj/ < Pfc, das sich nach GL (103) berechnet, so knickt der 
Zylinder als Ganzes aus, sofern die Belastung des Zylinders bis zur Zer- 
störung gesteigert wird und dabei die Elastizitätsgrenze des Materials 
nicht überschritten zu werden braucht. Dagegen tritt Zerstörung durch 
achsensymmetrisches Ausknicken ein, wenn P* < Pj/ oder die Un- 
gleichung 4 A a« 



n^lf 



m« — 1 Ä P 



m^ 



erfüllt ist, für die man mit m = i auch 

0,24 • — < -^2" 

schreiben kann. 

- Die Entwicklungen dieses Paragraphen sind unter der Voraus- 
setzung abgeleitet worden, daß die beiden Ränder drehbar gelagert 
sind. Andere Grenzbedingungen, wie z. B. festgeklemmte Ränder, ließen 
sich durch einen entsprechend geänderten Ansatz für w ebenso behai^lela. 
Ist der Zylinder schlank, so macht die Art der Grenzbedingungen auf 
die Größe der Knicklast^ überhaupt nichts wesentliches aus, so daß 
Gl. (101) und Gl. (103) Geltung behalten. 

Der Fall unsymmetrischen Ausknickens des Zylinders ist von 
Herrn Dr. R. Lorenz in einer Abhandlung in der Phys. Zeitschrift 
1911, S. 225, für verschiedene Grenzbedingungen behandelt worden. 

§ 110. Einige neuere Arbeiten fiber die Stabilität von Schalen. 

Wir haben im vorigen Paragraphen an dem Beispiel des axial 
gleichmäßig gedrückten Zylinders die charakteristischen Merkmale für 
ein mit Dehnung der Mittelfläche verbundenes Ausknicken einer Schale 
kennen gelernt. In allen ähnlichen Fällen baut sich der Ausdruck für 
die kritische Last ebenso wie in Gl. (101) aus zwei Güedem, dem Deh- 
nungsglied proportional h und dem Biegungsglied proportional h^ auf. 
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Auf ein praktisch wichtiges Beispiel sei hier noch hingewiesen, das die 
StabiUtät einer Zylinderschale ähnlich wie im vorigen Paragraphen be- 
handelt, wobei jedoch der Zylindermantel einem konstanten Außen- 

kg 
druck p — \ unterworfen ist. Den Fall des beiderseits unendlich langen 

^ cm' ^ 

Zylinders haben wir schon im § 12 des 1. Bandes behandelt. Im § 108 
haben wir darauf hingewiesen, daß das Ausknicken in diesem Fall 
bei dehnungsloser Formänderung der Mittelfläche erfolgt, so daß der 
kritische Druck nur vom Biegungsglied abhängt, also proportional 
mit &' wächst. Ganz anders werden die Verhältnisse, wenn das zylindri- 
sche Rohr nicht mehr als unendlich lang angesehen werden kann, so 
daß die Versteifung der Zylinderränder durch die Böden des Zylinders 
auf den Knickungs Vorgang von größerem Einfluß ist, oder wenn zur 
Versteifung des Zylinders im Innern parallel den Böden Zwischen- 
wände eingezogen sind, durch die das ganze Rohr in mehrere kleinere 
zylindrische Abschnitte eingeteilt wird. 

Dieser Fall eines auf äußeren Druck beanspruchten Zylinders von 
endlicher Länge wurde in aller Strenge von Herrn Prof. v. Mises 
(Z. d. V. d. I. 1914, S. 750) behandelt. Es sei hier nur das Ergebnis 
seiner Untersuchung mitgeteilt. Der kritische Druck, bei dem das 
Ausknicken des Rohres erfolgt, berechnet sich nach Herrn v. Mises zu 






\nai 






2E k 2 Em' 

... (105) 

Darin bedeuten, wie im vorigen Paragraphen Z, a und 2A die Länge, 
den Halbmesser und die Dicke der Zylinderschale und n ist diejenige 
ganze Zahl, für die p^^ am kleinsten wird. 

Gl. (105), die in guter Übereinstimmimg mit Versucher^ steht, zeigt 
wieder das charakteristische BUd für die kritische Last mit Dehnung 
der Schalenmittelf lache : das Dehnungsglied proportional h und das 
Biegtihgsglied proportional h\ Für / = oo verschwindet das erstere 
und es bleibt eine in erster Annäherung dehnungslose Formänderung 
der Mittelfläche mit dem kritischen Druck 

'^ 3 (m* — 1) ' ar 

Der kleinste Druck folgt hieraus für w = 2. Er geht dann in den 
Ausdruck von Gl. (40), § 12 des ersten Bandes, für p^ über, wenn man 

noch — 2liri" ^^^®^^®^ durch 1 ersetzt und beachtet, daß dort die 

Wandstärke mit h, hier dagegen mit 2h bezeichnet wird. 

25* 
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Bei sehr langem Rohr ist demnach die Wellenzahl ai = 2. Das 
gilt aber nicht mehr bei kurzen Rohren, wo von der genauen Gl. (105) 
ausgegangen werden muß. Je nach den Abmessungen des Roiures 
wird Pfc nach Gl. (105) für verschiedene ganzzahlige Werke n zum 
Minimum. Herr v. Mises hat die ganzzahligen Werte von n, die dem 

h n 

kleinsten kritischen Druck für verschiedene Verhältnisse — und -r 

a l 

entsprechen, in folgender Tabelle zusammengestellt: 



100 h 
a 


0,2 


0.4 


0,6 


0.8 


1,0 


1,2 


1,4 


1,6 


a 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


a 

l 04 


4 


3 


3 


3 


2 


2 


2 


2 


l =0,2 


5 


4 


4 


4 


3 


3 


3 


3 


] = Ö,3 


6 


5 


5 


4 


4 


4 


4 


4 


l =0>4 


7 


6 


5 


5 


5 


4 


4 


4 


] = 0,5 


8 


6 


6 


6 


5 


5 


5 


4 



Die Horizontalkolonnen geben uns darin die Wellenzahlen n für 

gegebenes Verhältnis -y und veränderliches — , während die Vertikal- 

kolonnen einem fest gegebenen Wert — und veränderlichem -=- ent- 

sprechen. Allgemein erkennen wir aus der Tabelle, daß bei festen 
Werten von a und l die Zahl der Wellen zunimmt mit abnehmendem h^ 
während bei gegebenen festen Werten von a und h die Wellenzahl 
abnimmt, je größer die Länge l ist. 

Den Einfluß des gleichmäßigen Außendruckes p auch auf den 
Boden des Zylinders, wie es etwa der Beanspruchung des Rumpfes .eines 
U-Bootes entspricht, hat Herr v. Mises auch in einer noch nicht ver- 
öffentlichten Arbeit, die er uns freundlichst einsehen ließ, berücksichtigt. 
Es kommt dies auf eine kleine Korrektur an dem durch Gl. (105) ge- 
gebenen Ausdruck für p^ hinaus. 

Verwandt mit dieser Stabilitätsuntersuchung einer unter Außen- 
druck stehenden Zylinderschale ist die Frage nach dem kritischen 
Außendruck für eine geschlossene dünne Kugelschale. Diese Frage hat 
Herr Dr. Robert Zoelly in seiner schon in § 108 erwähnten beachtens- 
werten Züricher Dissertation 1915 behandelt. Er setzt voraus, daß die 
Kugel eine achsensymmetrische Ausbeulung erfährt. Die allgemeinste 
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Form der Ausbeulung der Kugelmittelfläche würde der strengen Be- 
handlung der Aufgabe zu große rechnerische Schwierigkeiten bieten. 
Der Ausdruck für den kritischen Druck lautet nach Herrn Zoelly 



P*~-li7 f o / g JT^^-ZÄ • • • -(106) 

'^* Na 3(m^ — 1) cfl ^ ' 

worin a den Halbmesser der Mittelkugel und wieder 2A die Wandstärke 
der Schale bedeuten, während die ganze Zahl n in der Verbindung 

iV=.4;i2_^2/i — 1 
auftritt. 

Gl. (106) setzt sich wieder aus dem Dehnungs- und dem Biegungs- 
glied zusammen. Letzteres wächst mit /^, während ersteres gleichzeitig 
abnimmt. Man sieht sofort aus Gl. (106), daß ein Ausknicken der 
Kugelschale mit nur wenig Wellenzahlen n wegen des zu großen Wertes 
des Dehnungsgliedes vor Überschreiten der Elastizitätsgrenze des 
Materials nicht in Betracht kommt. Das Ausknicken muß in einer 
größeren Zahl von Wellen erfolgen. Um den kleinstmöglichen Wert für 
/>t bei verschiedenen Werten n zu erhalten, bildet man 



woraus sich 

N 



,N-'^ 



/^ m^ — 1 a /j/vF,v 



ergibt und der zugehörige Wert von p^ sich zu 

8E 

Pk mia = 



/^ 



^.(»r (108) 

«_1 \a/ . ^ ' 



berechnet. Je düimer demnach die Schale ist, desto größer ist nach 
Gl. (107) der Wert N und damit die Wellenzahl n. Letztere berechnet 
sich aus Gl. (107) im allgemeinen nicht als ganze Zahl; in diesem Fall 
ist als die wirklich zu erwartende Wellenzahl die nächst kleinere oder 
nächst größere ganze Zahl zu nehmen, je nachdem die eine oder andere 
für pt nach Gl. (106) den kleineren Wert liefert. Dieser wird etwas 
kleiner als Pkmin n^ach Gl. (108). Der Unterschied ist aber gering, 
und zwar um so geringer, je größer die Wellenzahl n ist, so daß Gl. (108) 
für große Wellenzahlen, wie sie normaler Weise zu erwarten sind, eine 
vollkommen ausreichende Genauigkeit liefert. 

Aus Gl. (108) geht hervor, daß Zerstörung der Kugelschale durch 

Knickung nur möglich ist, wenn — verhältnismäßig klein ist, so daß 

die Größe der Druckspannungen in der Schale, die zu dem Außendruck 
Pjc gehören, im nicht geknickten Zustand der Kugelschale die Elastizitäts- 

25»* 
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grenze nicht überschreitet] Die auf die Flächeneinheit bezogenea» 
überall gleichen Druckspannungen in einer Kugelschale betragen beim 
Außendruck p ^ 

« « • ^ 

» 

wie sofort aus der Gleichgewichtsbedingung einer Halbkugel hervorgeht. 
Sei etwa die Druckfestigkeit durch 

_ E 
^«^ "" 500 

gegeben, so ist die Bedingung dafür, daß Ausknicken der Kugelschale 
-vor Überschreiten der zulässigen Beanspruchung des Materials erfolgt: 

■ a ^ E 



oder nach Einsetzen von Gl, (108) : 


- 500 


'^^ ^ 1 




• a — 1000 r 



Demnach findet bei einem solchen Material nur bei ganz dünnen 
Kugelschalen, die der vorstehenden Ungleichung genügen, Zerstörung 
durch Ausknicken vor Überschreiten der Elastizitätsgrenze statt, wenn 
der Außendruck hinreichend gesteigert wird. Daß bei derart dünnen 
^Kugelschalen die Wellenzahl n groß ist, darauf wurde oben schon hin- 
gewiesen. Wenn überhaupt Zerstörung durch Ausknicken eintritt, so 
ist eine sehr starke Faltung der Schale zu erwarten. 

Die Stabilität einer Kugelkalotte, die am Rande befestigt ist und 
einen gleichmäßigen Außensdruck aufzunehmen hat, wurde in der Arbeit 
von Herrn Zoelly gleichfalls behandelt, worauf wir aber hier nicht weiter 
eingehen können. 

Bisher ist es noch nicht gelungen, die Stabilität einer vollen Kugel- 
schale bei konstantem Außendruck unter der Voraussetzung zu berechnen, 
daß eine beliebige virtuelle Verschiebung der Schalen zugelassen wird, 
die nicht Achsensymmetrie zu besitzen braucht. Da diese Aufgabe 
in aller Strenge zu behandeln, auf große mathematische Schwierig- 
keiten stößt, so dürfte hier ein Näherungsansatz, etwa nach Art des 
Ritzschen Verfahrens, mehr Aussicht auf Erfolg haben. 
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